D-MAVT Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen Serie 6

1. Sei A € R™*" g0, dass Az = 0 nur die triviale Losung hat. Dann gilt:
(a) dim(BildA4)=n

(b) dim(Bild A) = 1

(¢) dim(KernA)=0

(d) dim(KernA)=1

Der Kern von A ist genau die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = 0.
Da Az = 0 nur die triviale Losung hat, gilt darum dim(Kern A) = 0. Weiter gilt
nach der in der Vorlesung behandelten Dimensionsformel

dim(Kern A) 4+ dim(Bild 4) = n.
Daher gilt dim(Bild A) = n.

2. Seien A und B Darstellungsmatrizen einer Funktion F : R® — R". Dann gilt
det A = det B.

(a) Richtig
(b) Falsch

A und B sind dhnlich, d.h. B = TAT~! fiir eine reguliire Matrix T (némlich die
Ubergangsmatrix). Daher gilt det B = det(TAT~!) = det T det A(detT")~! =
det A.



3. Ein Vektor habe beziiglich der Basis B := { (2) ) , < :g >} die Koordi-

naten (—1, —1). Die Koordinaten beziiglich der Standardbasis sind ...
(@) (3.0)

(b) (=1,-1)

() (0,-2)

(d) (2,0)

(e) (1,1)

Da der gegebene Vektor v beziiglich der Basis B die Koordinaten (—1,1) hat,

gilt
e (3 (3)-0)

Daher sind (2,0) die Koordinaten von v beziiglich der Standardbasis.



4. Das Bild von

21 -1 2
1 0 -1 0
31 =2 2

wird aufgespannt von den Vektoren ...

1 -2
(a) 11,10
0 1
1 0 1
-1 -2 -5
o A2
0 1 2
1 1
-1 -3
© G
0
2 1
(d) 1], {1
3 1
2 1
() 1],(0
3 1

Wir bringen die gegebene Matrix A mit dem Gaussverfahren in Zeilenstufen-
form:

2 1 -1 2 2 1 -1 2 2 1 -1 2
10—10%0—% —% 1] ={0 -1 -1 -2
31 -2 2 0 —3 -3 -1 0 0 0 0

Daher hat das Bild von A die Dimension 2 und die beiden ersten Spalten
2 1
1], (0] bilden eine Basis von Bild A.
3 1

Somit ist die fiinfte Antwort richtig und alle Vektoren im Bild von A sind von

der Form
201+ A2

A
31+ e

1 1
fiir A1, A2 € R. Die Vektoren | 1] und | 1] sind nicht von dieser Form (\;
0 1
miisste fiir beide Vektoren gleich 1 sein und es gibt kein passendes Az). Sie liegen
daher nicht im Bild von A und die erste und vierte Antwort sind falsch.
Die zweite und dritte Antwort sind auch falsch, weil Vektoren im R* nicht im
Bild von A liegen.



5. Eine Basis des Kerns von

21 -1 2
10 -1 0
31 =2 2

ist gegeben durch ...

1 1
-1 -3
@ 31
0 1
1 0 1
1] [-2]| [-5
o 2
0 1 2
2 1
(c) 11,10
3 1
2 1
1 0
2 0
2 1 -1
(e) 1 ) 0 ) -1
3 1 -2

Oben haben wir die gegebene Matrix A mit dem Gaussverfahren in die Zeilen-

stufenform
2 1 -1 2

0 -1 -1 -2
o 0 0 O

gebracht. Daher sind die Losungen des Gleichungssystems Az = 0 durch
Tro = —T3— 2])4

Try = %((1}34—2.%4)4—1‘3 —2I4) = I3
gegeben, wobei x3 und x4 freie Parameter sind. Der Kern von A hat somit die
Dimension 2.
Die Vektoren (1,—1,1,0)T,(1,-3,1,1)" sind Losungen von Az = 0 und linear
unabhéngig, da der zweite kein Vielfaches vom ersten ist. Sie bilden daher eine
Basis vom Kern von A.
Die zweite Antwort ist falsch, weil jede Basis vom Kern von A zwei Elemente
hat.
Die dritte und fiinfte Antwort sind falsch, weil Vektoren im R3 nicht im Kern
von A liegen.
Die vierte Antwort ist falsch, weil (1,0, —1,0)" keine Losung von Az = 0 ist.



6. Gegeben sei der Vektorraum V? = R? mit der Standardbasis B. Die Matrix

A=

W= oo =

W[ Ut
WO | —

definiert eine lineare Abbildung von V2 nach V3.

a) Durch die Wahl der neuen Basis

2 —1 1
B = 0o, T |
—1 0 2

werden neue Koordinaten eingefiihrt. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix T
von B nach B'.

b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten
beschrieben?

c¢) Interpretieren Sie die Abbildung geometrisch.
Loésung:
a) Die Ubergangsmatrix von B’ nach B ist durch

O = =
N

2

S = 0

-1

gegeben, weil deren Spalten aus den Koordinatenvektoren der neuen Basis-

vektoren beziiglich der Standardbasis bestehen. Die gesuchte Ubergangsma-
trix T von B nach B’ ist invers zu S. Wir invertieren darum S mit dem

Gaussverfahren:
2 -1 1]1 0 0 1 -+ 4]3 00
0 1 1/010]—{0 1 1/0 10
-1 0 2|0 0 1 0 -3 2|4 01
1 -3 2[5 00 1013 5 0
— |0 1 1|0 1 0]—|01T1|0 1 0
1 1 1 1 1
0 0 3|3 & 1 00 1| L 4
100 3 35 —3
— o1 oI ¥ -
Somit gilt
11 _1
i3 1
T=1-% 2 _1
7 7
6 6 3



b) Nach der Formel aus der Vorlesung gilt B = TAT ! = T AS. Somit bekom-

men wir
1 1 _1 5 1 1 _
O I e A o O I A Y
SR I
11 1\ /.9 1 0 1 0 0
:7%%% 0 -1 0|=[0 -1 0
5 5 3 100 000

c) Wir bezeichnen die Basisvektoren aus B’ mit b}, b5 und b%. Nach Aufgabenteil
b) wird b} auf —b] und b}, auf —b), sowie b5 auf 0 abgebildet. Somit handelt
es sich um die Projektion entlang b5 auf die Ebene, die durch b} und b}
aufgespannt wird, gefolgt von einer Punktspiegelung am Nullpunkt.

Bemerkung: Weil b} senkrecht auf b} und b, steht, ist die obige Projekti-
on entlang b5 die Orthogonalprojektion auf die Ebene, die durch &} und b}
aufgespannt wird (beziiglich des Standardskalarprodukts).



7. Gegeben seien zwei lineare Gleichungssysteme Ax = b;, i = 1,2 mit

2 0 1 1 2
3 1 2 1 1
A= 0 -2 -1 b= [ 2= o
2 0 1 1 2

Entscheiden Sie mit Hilfe der Fredholm-Alternative, ob die beiden Gleichungs-
systeme jeweils eine Losung besitzen.

Losung: Die Fredholm-Alternative besagt: Ein Gleichungssystem Ax = b
ist genau dann ldsbar, wenn b senkrecht auf allen Lisungen des adjungierten
Gleichungssystems ATy = 0 steht.

Da das Standardskalarprodukt linear in beiden Argumenten ist, ist dies genau
dann erfiillt, wenn b senkrecht auf den Vektoren einer Basis des Losungsraums
von ATy = 0 steht.

Wir bestimmen daher eine Basis des Losungsraums von ATy = 0 mit dem
Gaussverfahren:

2 3 0 2 1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
01 -2 0)—=1(101 -2 0]—={0 1 -2 0)—=1(0 1 -2 0
1 2 -1 1 2 3 0 2 0 -1 20 0 0 0 0

Die Losungen erfiillen also yo = 2ys und y1 = —2ys + y3 — ya = —3y3 — Y4,
wobei y3 und y4 freie Parameter sind. Eine mogliche Basis des Losungsraums
ist damit gegeben durch die Vektoren

N

-3
e ?
0

_ o O =

Somit finden wir:
e Az = b hat eine Losung, da (by, ¢M) = (by, ¢?) = 0.
e Ax = by hat keine Losung, da (by, ¢(V) = —2 £ 0.



8. Darstellung eines vierdimensionalen Wiirfels:

Sei W := {(x1,29,73,24)" € R*: 0 < 2; < 1} der Einheitswiirfel in R*. Wir
betrachten die Projektionen P; : R* — R* entlang von (1,1,1,—2)" auf den
Unterraum mit x4 = 0 und P, : R* — R* entlang von (2,1,—4,0)" auf den
Unterraum mit x3 = 0, sowie die Abbildung

E:R* 5 R?, ($1,$2,$3,$4)T — (CCl,.’EQ)T‘

Man bestimme die Darstellungsmatrizen von P;, P, und F.

Man bestimme die Darstellungsmatrizen der zusammengesetzten Abbildun-
gen Poo Py und ¢ := Eo Pyo P;.

Man skizziere das Bild der Kanten von W unter ¢.

Loésung:

Wir bezeichnen die Vektoren der Standardbasis von R* mit e, ey, e3 und

€q.

Da e, ep und ez im Unterraum mit x4 = 0 liegen, gilt P(e1) = ey,
Pi(e2) = ez und Pj(ez) = e3. Weiter haben wir

1

1 1
P1(€4):€4+§' 1
-2

(@) SIEENIEE NI

denn bei einer Projektion wird ein Punkt/Vektor (hier es) soweit ent-
lang der Projektionsrichtung (hier (1,1,1,—2)T) verschoben, bis er im
Unterraum (hier {(x1,x2, 23, 24) € R* | 24 = 0}) liegt, auf welchen pro-
jiziert wird. Konkret liefert dies in unserem Fall das Gleichungssystem

O % % ¥

Die 4. Komponente liefert also A = %
Somit ist die Darstellungsmatrix von P; (beziiglich der Standardbasis)
durch

1 00 &
010i
001%
00 0 0

gegeben.

Da ey, e und e4 im Unterraum mit x5 = 0 liegen, gilt Pa(e1) = eq,
Py(e2) = ea und Py(eq) = eq. Weiter haben wir

1
P2(63):€3+1' 4 =

O Okl



Somit ist die Darstellungsmatrix von P, (beziiglich der Standardbasis)
durch

10 % 0
01 1o
0 0 0 O
00 0 1
gegeben.
. 1 0 . 0
Es gilt E(ey) = 0 und E(es) = 1 , sowie F(e3) = E(eq) = L
Somit ist

1 0 0 0
01 00
die Darstellungsmatrix von E, beziiglich der Standardbasen von R* re-

sp. R2.

Die Darstellungsmatrix von P, o P; ist das Produkt der Darstellungs-
matrizen von P, und P;:

1 0 L o0 1 00 4 1 0 & 3

7 7 T3
01 10 010%_0148
00 0 0 001 3 (o000
000 1/ \o0o0O 00 0 0

Die Darstellungsmatrix von ¢ ist das Produkt der Darstellungsmatrizen
von F und P o Py:

1 0 1 3
1 00 0 01ié 10 4 3
a8 = I
<0100)0000 (0148)
00 0 0

c¢) Fur die Darstellung der Kanten des vierdimensionalen Wiirfels berechnen

wir die Bilder der 16 Ecken (z1, 2,23, 74) | mit x; € {0,1} unter ¢:

$((0,0,0,00T) = (0,0)7 6((0,0,0,1)T) (3,9
Ty _ T Ty _ (7 5\"
¢((1,0,0,0)T) - (1,0)T ¢((1,0,0,1)T) - (3,51;2 .
¢((0,1,0,0)T) = (0,1)T ¢((0,1,0,1)T) = (g,g)T
ot A4 St Z )
,,7T_ 3’4117 77’T_ 3,§T
¢((1=0,170)T) = (?vg)T ¢((1707171)T) = (§=§5) .
¢((0,1,170)T) - (g,g)T ¢((07171,1)T) - (g’g)T
¢((1a17170) ) - (571) (;5((1’17131) ) (Za@)

(Linearitét ausnutzen! z.B. sind die Werte 5 — 8 der ersten Spalte gleich den
ersten 4 Werten verschoben/addiert um (%, 1)T). Die Kanten verbinden die

11
274

Ecken, die sich nur in einer der vier Koordinaten unterscheiden. Dies ergibt
folgendes Bild:



0.5

0.5




