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Losungen Serie 11

1. Die allgemeine Losung von 3’ = ay ist y(z) = .

(a) richtig
(b) falsch

y(z) = e** ist eine spezielle Losung von y' = ay. Fiir ¢ € R beliebig ist aber
auch y(z) = ce® eine Losung. Die allgemeine Losung von y’' = ay lautet daher
nicht y(x) = *®, sondern y(z) = ce®®

2. Sind y; und yo Losungen von y”(z) = a(z)y(z) + b(x)y’(x), so ist auch jede
Linearkombination von y; und y, eine Lésung.

(a) richtig

(b) falsch

Wenn y; und yo Losungen von ¢ (x) = a(z)y(z) + b(x)y’(x) sind, gilt

yi' () = a(x)yi(x) + b(x)y;(z)

fiir ¢« = 1, 2. Daher folgt fiir eine beliebige Linearkombination z = Ajy; + A2y2
von y; und ys

(x) = Aly’(x)+>\2y2( )

Ar(a(@)yr (@) + b(x)yi () + Az (alz)y2(x) + b(x)ys(x))
= a(@)My(@) + Az () + b(x) Ay (z) + Aays(2))
a(z)z(x) + b(x)z'(2).

Eine solche Linearkombination ist also auch eine Losung.

Bemerkung: Daraus folgt insbesondere, dass die Losungen von y”(x) =
a(x)y(z) + b(x)y'(x) einen Vektorraum bilden.



3. sin(wz) und cos(wz) sind Lésungen von y”’ + w?y = 0.

(a) richtig

(b) falsch
Es gilt
(sin(wz))” = (wcos(wz))’ = —w?sin(wz)
und
(cos(wz))” = (—wsin(wz)) = —w? cos(wz).

Daher sind sin(wz) und cos(wz) Losungen von 3" + w?y = 0.

4. asinh(wx) + bcosh(wr) ist die allgemeine Losung von y” — w?y = 0.
(a) richtig
(b) falsch
Es gilt
(sinh(wz))” = (wcosh(wz))’ = w?sinh(wz)

und
(cos(wz))” = (wsinh(wz))" = w? cosh(wz).

Daher sind sinh(wz) und cosh(wzx) Lésungen von y” —w?y = 0. Da diese beiden
Funktionen linear unabhingig sind und 3" — w?y = 0 eine lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist, miissen diese Funktionen den Lésungsraum von
y" — w2y = 0 aufspannen. Die allgemeine Losung lautet also tatséichlich

y(x) = asinh(wzx) + b cosh(wx).



5. ae®® + be~“? ist die allgemeine Losung von y" — w?y = 0.
(a) richtig
(b) falsch

Es gilt
(ewz)// — (wewx)/ — w2€wm

und
(e—wz)/l — (_we—ww)l — w2e—wx

Daher sind e“® und e~“* Losungen von y” — w?y = 0. Da diese beiden Funk-

tionen linear unabhingig sind und y” — w?y = 0 eine lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung ist, miissen diese Funktionen den Loésungsraum von

y" — w?y = 0 aufspannen. Die allgemeine Losung lautet also tatsichlich

y(x) = ae®® + be™ 7.
Bemerkung: Mit a = %, b= —% bzw. a = b = % erhélt man die Losungen
sinh(wz) und cosh(wz), die wir in der vorherigen Frage gefunden haben (und
ebenfalls den gesamten Losungsraum aufspannen).



6. Losen Sie folgendes Ausgleichsproblem mit der @ R-Zerlegung;:

4171 + T9 - 9 = T
7%1 + o — 12 = T2
4ry + 4dx9 — 15 = rs3.

Um Thnen aufwéndige Rechnungen zu ersparen, geben wir ) an:

(L -1 8
Q=5 (7 —4 4
4 8 -1

a) Verifizieren Sie, dass () orthogonal ist.

C

)
b) Geben Sie zuerst A und c an, und bestimmen Sie dann R und d = Q "c.
) Losen Sie das Ausgleichsproblem.

)

d

Bestimmen Sie die Lénge des minimalen Residuenvektors 7.

Losung: Bermerkung: Die Losung zu dieser Aufgabe gibt es auch als

Youtube-Video: [Link.

a) Wir rechnen nach, dass Q' Q = I3 gilt:

1 4 7T 4 4 -1 8 1 81 0 0
QTQ= a1 -1 —4 8 7T -4 4] = 30 81 0 | =1Is.
8§ —4 -1 4 8§ —1 0 0 81

Daher ist Q invertierbar und es gilt Q' = Q. Somit ist Q orthogonal.

b) Das Problem ist in der Form Az — ¢ = r gegeben mit

4 1 9
A = 7 1 5 C = 12
4 4 15
Wegen A =QRgilt R=Q 'A=Q"A, also
1 4 7 4 4 1 9 3
R= 9 -1 -4 8 7 11=10 3
8 —4 -1 4 4 0 0
Weiter gilt
4 7 4 9 20
T ].
d=Q =3 -1 -4 8 121=17
8 —4 -1 15 1

c¢) Nach Multiplikation mit Q" ist das Ausgleichsproblem in der Form Rz —d =
s gegeben, wobei s := Q7 genau dann minimal ist, wenn 7 minimal ist. Die
Losung dieses Problems ist das eindeutige & mit Ryx = dy, wobei Ry bzw.


http://youtu.be/KMo25M8oGfc

dy die obersten zwei Zeilen von R bzw. d bezeichnen. Die Losung x erfiillt
daher

91’1+3CE2 = 20,
3.732 = 7,

d.h. 29 = % und z; = 3(20 —31y) = %. Es gilt also

13
3
d) Weil @ orthogonal ist, gilt ||7|| = [|QT7|| = ||s||, somit ist die Linge des
minimalen Residuenvektors » durch

[l = llsll = | Rz — d|| = [|da[| = 1

gegeben, wobei d; den untersten Eintrag von d bezeichnet.



7. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung ¢ = Ay, wobei
010
A= 1 1 1
010

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung.

b) Bestimmen Sie die spezielle Losung zu den Anfangsbedingungen
1
y(0) =1 2
0
¢) Bestimmen Sie alle Anfangsbedingungen y;(0),y2(0),y3(0), fiir welche die
zugehérigen Losungen yi (), y2(t), ys(t) gegen Null streben fiir ¢ — +oo.

Loésung:

a) Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A (Entwicklung nach der ersten
Zeile):

—A 1 0
det(A — ;) = 1 1-X  1]=-AA1=A)—1)—1(=))
0 1 -A

= AAZ—A-—2)=-AA+1)(A—2)=0.

Die Eigenwerte von A sind also durch A\; = —1, Ay = 0, A3 = 2 gegeben.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = —1 sind gegeben durch
1 1 010 1 1. 0/0 11 010
12 1j]0]—-1011/0]—=|01T1]0
01 1|0 01 1|0 0 0 0|0
1
Also ist zum Beispiel —1 eine Basis von F_1.
1
Die Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 0 sind gegeben durch
01 0|0 1 1 110
11 1{0 ) =101 0|0
01 0|0 0 0 0|0
1
Also ist zum Beispiel 0 eine Basis von Fj.
-1

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A3 = 2 sind gegeben durch

-2 1 0]0 —2 1 00 -2 1 010
1 -1 1|0 |- 0 —3 1]0 |- 01 =20
0 1 —-2|0 0 1 =210 0 0 0|0
1
Also ist zum Beispiel 2 eine Basis von Fs.



Fiir die Transformationsmatrix

1 1 1
T= -1 0 2
1 -1 1
gilt somit
-1 0 O
D:=T7tAT=( 0 0 0
0 0 2

Nach der Transformation y(t) = Tz(t) ist das Differentialgleichungssystem
durch

& = Dx(t),
also
T = -7,
1:2 = Oa
353 = 2333

gegeben. Das transformierte System hat die allgemeine Losung

x1(t) = cre”t,
$2(t) = Co,
r3(t) = cze?.

Die allgemeine Losung des urspriinglichen Systems ist also durch

Il
N
8

—~
=

I

\
—_
s

y(t)

gegeben.

1

Die Anfangsbedingungen y(0) = | 2 | eingesetzt in die allgemeine Losung
0

ergeben das lineare Gleichungssystem

1 1 1 1

1 1 1 C1
21 =¢ -1 + o 0 + c3 2 =1-1 0 2 Co
0 1 -1 1 1 -1 1 c3

fiir ¢1, co, c3. Dieses 16sen wir mit dem Gaussverfahren:

roT (1], [T T 1] 1], [T 1 1] 1
10 22| %o 1 3] 3]0 —2 0] -1
1 -1 1]0 0 -2 0]—1 0 0 3|25




o 1,152 1
BT 2T AT Ty T T 6 3

Somit ist die spezielle Losung zu diesen Anfangsbedingungen durch

1 1 1 5 1
y(t):fge Blo-1 |+ 0 +662t 2
1 -1 1

gegeben.

Fiir t — oo gilt c;e™" — 0 und c3e?* strebt gegen +oo0 oder —oo, ausser wenn

cs = 0 ist. Somit sind die Grenzwerte von y (t), y2(t), ys(t) fir ¢ — oo nur
fiir cg = 0 endlich und in diesem Fall gilt

1
y(t) oo Co 0
-1

Die zugehorigen Losungen y1(t), y2(t), ys(¢) streben also fiir ¢ = ¢3 = 0 und
c1 beliebig gegen Null. Dies ist genau fiir die Anfangsbedingungen

y(O) =C -1

mit ¢; € R beliebig der Fall.



8. Gegeben sei folgendes Massen-Feder-System in Ruhelage:
z

W

Aus dem Hookeschen Federgesetz
Kraft einer Feder = Federkonstante - Ausdehnung der Feder
und dem Newtonschen Prinzip
Masse - Beschleunigung = Kraft
konnen wir das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
miji = —fin +  fa(y2— 1)
malia = —fa(y2—y1) — f3y2

herleiten, wobei f1, fa, f3 die Federkonstanten der drei Federn bezeichnen.
Wir nehmen an, dass die Federkonstanten mit den Massen wie folgt zusam-
menhéngen: f; = 3my, fo = 2my = ma, f3 = 3mg. Die Bewegung wird also
durch das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

v = —Oy + 2y
Yo = vy — 4y
beschrieben. Bestimmen Sie die Losung dieses Systems zu den Anfangsbedin-
gungen
Y1 (0) = 67 yl (0) =0 )
y2(0) = 0, 92000 = 0.

Losung: Wir schreiben das System in der Form §j = Ay mit A = ( 7? 2 )

—4
0= (560

Um die allgemeine Loésung zu bestimmen, berechnen wir zuerst die Eigenwerte
und Eigenvektoren von A:

—5—A 2
1 —4 - A

und

det(A — AI)

= (=5 =N(=4—-X) —2=X+9\+18

(A+3)(A+6) = 0.



Die Eigenwerte sind also A\; = —6, Ay = —3.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = —6 sind gegeben durch

120_>120
1 210 0 00 /"

Also ist zum Beispiel { (_?) } eine Basis von F_g.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert Ao = —3 sind gegeben durch

-2 20_)1—10
1 =110 0 00 /"

Also ist zum Beispiel { (}) } eine Basis von E_3.

Fiir
2 1
()
gilt somit
iga (60
D:=T AT_< 0 3
Nach der Transformation y(t) = Tz(t) haben wir also & = —6z1, &3 = —3xs.

Die allgemeine Losung fiir z lautet

z1(t) = ay cos(vV6t) + by sin(vV6t),
z2(t) = ag cos(V3t) + by sin(v/3t).

Die a;, b; lassen sich mit Hilfe der Anfangsbedingungen bestimmen:

6 . - . a1 _( 2a1 + a2 . .
(O)y(O)Tx(O)T( s ) (_a1+a2> = a1 = ay = 2,

(0) =00 =i ( B )= (BB V)

Also folgt x1(t) = 2cos(v/6t) und z2(t) = 2cos(v/3t) und wir erhalten die
spezielle Losung

(nin ) = ()= (1) G
_ ( 4 cos(v/6t) 4 2 cos(v/3t) ) .
—2cos(v/6t) + 2 cos(v/3t)

Dies kann man natiirlich zur Kontrolle in das urspriingliche Differentialglei-
chungssystem einsetzen.



