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3.1. MC Fragen: Folgen und Reihen. Wihlen Sie die einzige richtige Antwort.
(a) Die Folge (an)n>1 sei definiert durch

1+ k falls n = 3k + 1 fiir ein £ € N,

12k+1
a, = 5:33:1’“, falls n = 3k + 2 fiir ein k € N,
%, falls n = 3k + 3 fiir ein £ € N.

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
O lim,,_, a, existiert in R;

Falsch: Die Teilfolge (asy1)x konvergiert gegen 1+ 4/1/12, die Teilfolge (aski2)k
konvergiert gegen 5 und die Teilfolge (asx)r gegen 0. Es folgt, dass (ay),>1 nicht
konvergiert.

® liminf, ,, a, existiert in R;

Richtig: Die Folge (a,)n>1 hat die untere Schranke —1. Also existiert der Limes
inferior von (a,),>; in R.

O limsup,, .. a, =1+ /1/12.

Falsch: Wie oben bemerkt ist {1+ 4/1/12,5,0} die Menge der Haufungspunkte
der Folge (ay)n>1. Der grosste Haufungspunkt 5 ist der Limes superior.

(b) Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(O Sei (gn)n>1 eine Folge rationaler Zahlen, so dass
|gn — Gni1] — 0 fir n — oo.

Dann ist (gy)n>1 eine Cauchy-Folge.

Falsch: Als Gegenbeispiel konnen wir ¢, = >_}_4 % nehmen. Dann ist ¢, € Q und
es gilt |¢n — gni1| = | — 735 = 0 fiir n — 00, aber (gn)n>1 ist keine Cauchy-Folge,
wie zum Beispiel aus

1
Cn+1

1

TR .
92n — dn om = o 2

folgt.
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® Sei (ay)n>1 eine konvergente Folge, und o eine Permutation von N* (d.h. eine
Bijektion der Menge N* auf sich selbst). Dann konvergiert auch die Folge (b,),>1
definiert durch b, = a,(y) fiir n > 1.

Richtig: Sei a € R der Grenzwert der Folge (ay,),>1. Es gilt
Ve > 03N, e NVn > N.: |a — a,| < &.

Wir definieren M. = max({k | o(k) < N.}). Es ist M. < oo, da N. < oo und
o eine Bijektion ist. Dann gilt fiir alle n > M., dass |a — b,| = |a — as@m)| < €.
Somit folgt lim,, .. b, = a.

(c) Sei (z,,)n>1 eine Cauchy-Folge in R. Dann:

O konvergiert die Reihe >";51 v/Zk;

Falsch: Zum Beispiel ist die konstante Folge z,, = 1 eine Cauchy-Folge, aber die
Reihe 375>, V1= >k>1 1 ist divergent.

O kann (x,),>1 unbeschrankt sein;
Falsch: Jede Cauchy-Folge konvergiert in R, und ist daher beschrankt.

@ gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dass fiir alle m,n > N

|z — x| < e.

Richtig: Das ist die Definition einer Cauchy-Folge.
(d) Seien X,, = [, 2tL) und Y, = [n? — n,o00) fiir n > 1. Welche der folgenden

2n 7 2n

Aussagen ist richtig?

O X, C X, fur jedes n > 1; () es existiert n > 1,sodass Y,, C Y,y1;

Losung: N,>; X, = {1/2}.

(e) Sei >j>; ax eine reelle oder komplexe Reihe. Welche der folgenden Aussagen ist
richtig?

(O Wenn lim,,_, a, = 0, dann konvergiert die Reihe >, ax.

Falsch: Gemaéss Beispiel 2.7.3 divergiert die harmonische Reihe ", 1/k, obwohl
lim,, oo 1/n = 0.
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® Wenn die Reihe }°;~, a; konvergiert, dann gilt lim, . a, = 0.

Richtig: Die Partialsummen S, = >} a; konvergieren gegen > 7, a;, und
ap, = S, — Sp_1 fir n > 2. Somit folgt aus der Konvergenz der Reihe, dass

lim a, = 71113010(5,1 — Spo1) = Zan — Zan =0.
k=1 k=1

n—oo

(O Wenn die Folge (S,,)n>1 der Partialsummen beschrénkt ist, dann konvergiert die

Falsch: Fiir a; = (—1)* ist die Folge der Partialsummen gegeben durch S, = —1
fiir n ungerade und S,, = 0 fiir n gerade. Die Folge der Partialsummen ist also
beschrankt, konvergiert jedoch nicht.

(O Wenn die Reihe 37, a;, konvergiert, dann gilt lim,, o n’a, = 0.

Falsch: Zum Beispiel konvergiert mit aj, = 1/k* die Reihe ;5 1/k* (Beispiel
2.7.8 im Skript), aber lim,,_,o, n%a, = 1.

(f) Was ist der Wert der Reihe Y ;> 1/(4k% — 1)?

O1 °; O 3 O

=

Losung: Durch Partialbruchzerlegung erhalten wir

11 1
4k2 -1 2(2k—1) 22k +1)

fir alle £ > 1. Fiir die Folge (S,,),>1 der Partialsummen impliziert dies

no 1 1
S”_Z4k2—1_§_2(2n+1)

k=1
far alle n > 1. Somit ist

i 1 y (1 1 > 1
—— =lm( - ] ==
AR -1 noe\2 22n 4+ 1)) 2

3.2. Komplexe Folgen. Entscheiden Sie in den folgenden Fallen, ob die komplexe
Folge (z,)n>1 konvergiert oder nicht. Im Falle der Konvergenz, bestimmen Sie den
Grenzwert.

13. Mirz 2024 3/7



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
FS 2024 Losung 3 Dr. R. Prohaska

() == ()"

Losung: Es gilt
1 1

= - = — < 1.
TRV

1
=
L) =o.

Somit folgt limnﬁw(m

(b) Zn = n? 2o

n—n2-i

Losung: Indem wir Zihler und Nenner durch n? dividieren und Rechenregeln fiir
konvergente Folgen anwenden, finden wir

. on?+2-n-i o 14+5-1
hmﬁ:hm?:—,zl
n—oo n—n<-1 n—oo E_Z —1

(c) z, =a" fir ein a € C mit |a| =1

Losung: Fir alle n > 1 gilt aufgrund der Rechenregeln fiir den komplexen Absolut-
betrag, dass
= 2l = [ = 0 = fa]" o~ 1] =Ja - 1]

—~—

=1
Somit kann diese Folge (z,),>; nur dann eine Cauchy-Folge sein, wenn a = 1 gilt.
Daraus folgt, dass die Folge fiir a # 1 nicht konvergieren kann. Im Fall a = 1 ist die
Folge konstant mit z, = 1 fiir alle n > 1, und konvergiert daher gegen 1.

3.3. Folge mit summierbaren Abstidnden. Sei (z,),>1 eine komplexe Folge mit
der Eigenschaft, dass

1
|Zn+1 - Zn’ S 27
fir alle n > 1. Zeigen Sie, dass (2,),>1 konvergiert.
Hinweis: Zeigen Sie, dass (z,)n>1 eine Cauchy-Folge ist.

Losung: Sei m > n > 1. Dann gilt aufgrund der Dreiecksungleichung:

|ZTL - 2m| = |Zn — Znt1 T Znt1l — Bnt2 T Zpg2 — 0 Zme1 — Zml
<z = Zng1] + 2041 — Znga| + -+ [2m-1 — 2
1 1 1 ml
S2771_’_271-%-1 +"'+2m—1 :kz ok”
=n
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Auf die letzte obere Schranke wenden wir nun das Beispiel 2.7.2 der geometrischen
Reihe an:

1 1
ok ok —

1 ™ 1 X
“ 2 Sl g

——
=2

Wir haben also gezeigt, dass fiir alle m > n > 1 die Ungleichung |z, — z,,| < 1/2"!
gilt. Dies impliziert, dass (z;,),>1 eine Cauchy-Folge ist. Gemadss Satz 2.6.6(1) ist die
Folge also konvergent.

3.4. Limes superior und Limes inferior I. Sei z, =2"(1+ (=1)") + 1 fir n > 1.
Bestimmen Sie (mit Beweis):

(a) liminf, . x,

Losung: Fir alle n > 1 gilt z,, > 1 und wenn n ungerade ist, dann x, = 1. Fir alle
n € N gilt also, dass inf{zy | £ > n} = 1. Daraus folgt, dass

liminf z, = lim inf{zxy | k >n} =1

(b) limsup,,_,. Tn

Losung: Fiir gerade n gilt z,, = 2""! + 1, was nach oben unbeschréinkt ist. Fiir alle
n € N gilt also, dass

sup{zy | k > n} > sup{2kJrl +1|k>n,k gerade} = 00
Daraus folgt, dass limsup,, ., *, = 00.

(c) liminf, . xzzl

Losung: Wir bemerken zuerst, dass x,,41/x, > 0 fir alle n > 1. Wenn n gerade ist,
dann gilt == = 1/z, = 1/(27! + 1), was gegen 0 konvergiert. Fiir alle n € N gilt
also, dass

0 <inf{zpi1/zx |k >n} < inf{l/(2"“rl +1)|k>n,k gerade} =0.
Daraus folgt, dass

ligg}f(xnﬂ/xn) = 0= lim inf{xgi1/xr | k>n} =0.
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(d) limsup,_,, ==+

Tn+t1

Losung: Wenn n ungerade ist, dann ist = Zp11 = 22 + 1, was nach oben

unbeschrankt ist. Fiir alle n € N gilt also, dass
sup{xg1/zx | kK > n} > sup{2kJr2 +1|k>n,k ungerade} = 0.

Daraus folgt, dass limsup,,_, . (zp11/2,) = 00.

3.5. Limes superior und Limes inferior II. Sei (z,),>; eine beschrankte Folge
reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass lim inf,, . 2, der kleinste Haufungspunkt von (z,),>1
und limsup,,_, . x,, der grosste Haufungspunkt von (x,,),>; ist.

Losung: Wir haben in der Vorlesung Folgendes bewiesen: Fiir alle € > 0 gibt es ein
N € N, so dass fiir alle n > N gilt, dass

Ty € (h}g g.}f Tp — €, hinﬁsolip T+ 5).
Hieraus folgt, dass alle Haiufungspunkte der Folge (z,),>1 im abgeschlossenen Intervall
[lim inf, o @, limsup,,_, . ,] liegen mussen.

Nun miissen wir noch zeigen, dass der Limes inferior und Limes superior tatsédchlich
Héaufungspunkte sind. Wir beweisen diese Behauptung nur fiir liminf,, . z,, da der
Beweis fiir lim sup,,_, ., @, analog verlauft. Sei also r := lim inf,,_, . x,,. Wir zeigen nun,
dass fiir jedes € > 0 und fiir jedes N € N ein k > N existiert, so dass |z, —r| < .
Dies wird implizieren, dass eine Teilfolge existiert, die gegen r konvergiert.

Betrachten wir hierzu die Folge (b,,),>1 in der Definition des Limes inferior, die in
Abschnitt 2.3 des Skripts eingefiihrt wurde. Da sie gegen r konvergiert, konnen wir
fir gegebenes ¢ > 0 und N € N ein £’ > N finden, so dass |by — r| < 5. Aufgrund
der Definition von by konnen wir nun ein & > &’ finden, so dass by < x5, < b + 5.
Zusammen folgt

€ €
|I’k—7‘|§|{Ek—bk/|+|bk/—r|<§+§:5,

was wir beweisen wollten.

Zur Konstruktion der Teilfolge von (x,),>1, die gegen r konvergiert, wahlen wir eine
streng monoton steigende Indexfolge (I(n))n, so dass |z, — r| < +. Dies machen wir
induktiv: Wir wahlen den ersten Index I(1) so, dass |21y — 7| < 1. Haben wir schon

die Indizes (1) < I(2) < - -+ < I(n) mit der gewlnschten Eigenschaft konstruiert, dann
wéhlen wir [(n + 1) > I(n) + 1 so, dass |Zims1) — 7| < 725. Dies ist moglich, indem
1

wir in der oben bewiesenen Aussage N :=[(n) + 1 und ¢ := 5 setzen. Induktiv
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erhalten wir also die gewiinschte Teilfolge, welche dann die Eigenschaft hat, dass
|%y(ny — r| = 0 fiir n — co. Die konstruierte Teilfolge konvergiert also gegen .

3.6. Konvergenz und Hiaufungspunkte. Sei (z,,),>1 eine beschrankte Folge reeller
Zahlen und ¢ € R. Verwenden Sie den Satz von Bolzano—Weierstrass um zu zeigen:

: jede konvergente Teilfolge von (z,),>1 hat ¢ als
z,)n>1 konvergiert gegen ¢ <« I€ & g n)n>1

(n)nz1 & 8te Grenzwert

Losung:

= Sei (@y(n))n>1 eine Teilfolge von (z,,)n>1. Gegeben € > 0, wihlen wir N € N mit
|z, — c| < ¢ fir alle n > N, was aufgrund der Konvergenz von (z,),>; gegen
¢ moglich ist. Da die Indizes der Teilfolge streng monoton wachsend sind, gilt
[(n) > n fir alle n > 1. Also gilt fir alle n > N, dass [(n) > N, und damit folgt
| Ty — ¢| < ¢ fiir alle n > N. Wir haben also bewiesen, dass aus der Konvergenz
von (x,)n>1 gegen c folgt, dass jede Teilfolge auch gegen ¢ konvergiert.

< Sei [a, b] ein Intervall in R, so dass z,, € [a, b] fir alle n > 1. Nehmen wir an, dass
die Folge (x,),>1 nicht gegen ¢ konvergiert. Fiir den Beweis der gewiinschten
Implikation “<” (iiber die Kontraposition) miissen wir dann eine konvergente
Teilfolge konstruieren, deren Grenzwert nicht c ist. Die Negation der Konvergenz
von (2,)n>1 gegen ¢ bedeutet:

Je>0YN eN3In>N: |z, — | >e.

Ahnlich wie in der Losung der Aufgabe 3.5 konnen wir dies zur Konstruktion einer
Teilfolge (x(n))n>1 Nutzen, mit der Eigenschaft, dass |2,y —c| > € fiir alle n > 1.
Alle Folgenglieder der Teilfolge sind also in der Menge K := [a,c — ] U [c+¢, ]
enthalten. Wir wenden nun den Satz von Bolzano—Weierstrass auf diese Teilfolge
an. Daraus erhalten wir eine weitere Teilfolge, die konvergent ist. D.h. es
gibt eine Folge (I'(n)) von Indizes, so dass (z(n)))n>1 konvergiert. Setzen wir
L(n) :=(I'(n)). Dann ist (2(n))n>1 also eine konvergente Teilfolge von (2, )n>1,
deren Folgenglieder alle in K = [a, c—e]U[c+¢, b] enthalten sind. Der Grenzwert
lim,, o Z1(n) kann also nicht c sein.
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