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6.1. MC Fragen: Stetige Funktionen, Konvergenz von Funktionenfolgen.
Wahlen Sie die einzige richtige Antwort.

(a) Sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion.

O Wenn f(z) # 0 fir alle x € [0, 1], dann gibt es N > 1, so dass f(z) > 1/N fir
alle x € [0,1].
Falsch: Die konstante Funktion f(x) = —1 ist ein Gegenbeispiel.

O Wenn f(0) =1/2 und f(1) = 1/4, dann gibt es x € (0, 1), so dass f(x) < 1/4.
Falsch: Die Funktion f(z) = 1/2 — x/4 ist ein Gegenbeispiel.

xT

® Wenn f(0) <1 und f(1) > e, dann gibt es x € [0, 1], so dass f(z) = €”.

Richtig: Die Funktion g(z) = f(x) — e” ist stetig und erfiillt g(0) = f(0) —1 <0
und g(1) = f(1) — e > 0. Somit gibt es ein z € [0,1] mit g(x) = 0, was zu
f(x) = e” dquivalent ist.

(b) Sei f:[0,1] — [0, 00) eine beliebige Funktion.
(O Wenn f bijektiv ist, dann ist f monoton.

Falsch: Da [0, 1] und [0, 00) dieselbe Kardinalitdt haben, existiert eine Bijektion
f zwischen diesen Mengen. Ein Beispiel einer solchen Bijektion f: [0, 1] — [0, c0)
kann man wie folgt konstruieren: Sei g(z) = %= fiir # € [0,1) und definiere

g(27" 1), falls x = 27" fiir ein n € N,
o) = { 2

g(x), sonst.

Allerdings kann eine monotone Abbildung f: [0, 1] — [0, o) niemals surjektiv (al-
so auch nicht bijektiv) sein, da aus der Monotonie folgt, dass alle Funktionswerte
f(z) fur = € [0, 1] zwischen f(0) und f(1) liegen.

® Wenn f stetig ist, dann ist f nicht bijektiv.

Richtig: Aus dem Min-Max-Satz (Satz 3.4.5) folgt, dass jede stetige Funktion
definiert auf [0, 1] beschrénkt sein muss. Insbesondere kann eine solche Funktion
nicht [0, c0) als Bildmenge haben.

(O Wenn f monoton ist, dann ist f stetig.

Falsch: Die Funktion f definiert durch f(z) =« wenn x € [0,1/2), f(z) =2 +1
wenn x € [1/2,1] ist ein Gegenbeispiel, denn sie ist (streng) monoton steigend,
aber unstetig im Punkt 1/2.
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(c) Seien f,: R — R Funktionen, so dass (f,),>1 gleichméssig in R gegen f: R — R
konvergiert.

® Wenn f, stetig ist fiir alle geraden n > 2, dann ist f stetig.

Richtig: Die Funktionenfolge (fa,)n>1 besteht aus stetigen Funktionen und
konvergiert in R gleichméssig gegen f. Somit ist f aufgrund von Satz 3.7.4 stetig.

O Die Funktionfolge (f2),>; konvergiert gleichméssig.

Falsch: Wir betrachten als Gegenbeispiel f,,(z) =  + 1/n. Dann konvergiert
(fu)n>1 in R gleichméssig gegen f(z) = z, da |f.(z) — f(z)] = 1/n fir alle
n > 1 und alle * € R. Die “quadrierte Funktionenfolge” f2(z) = (z + 1/n)?
konvergiert in R punktweise gegen f2(x) = x?. Allerdings ist |f2(n) — f%(n)| =
(n+1/n)*> —n? =2+ 1/n* > 2 fiir alle n > 1. Somit gibt es kein n, so dass
|f2(z) — f3(z)] < 1 fiir alle z € R. Es folgt, dass (f?),>1 nicht gleichmissig (in
R) konvergiert.

(O Wenn f,, streng monoton wachsend ist fiir alle n, dann ist f streng monoton
wachsend.

Falsch: Um ein Gegenbeispiel anzugeben, definieren wir g(z) = 5 e fir z € R.

Dann ist g streng monoton wachsend und |g(x)| < 1 fir alle z € R. Wir setzen
fu(z) = g(z)/n. Dann ist fir alle n die Funktion f,(z) streng monoton wachsend,
und (f,,)n>1 konvergiert in R gleichméssig gegen die konstante Funktion f(z) = 0,
welche nicht streng monoton wachsend ist.

(O Wenn f stetig ist, dann ist mindestens eine der Funktionen f, stetig.

Falsch: Ein Gegenbeispiel ist die Funktionenfolge der unstetigen Funktionen
gegeben durch f,(z) = 1/n wenn x < 0 und f,(z) = —1/n wenn x > 0. Diese
konvergiert gleichméssig in R gegen die konstante Funktion f(z) = 0.

(d) Wir betrachten die Funktionenfolge (f,,),>1 gegeben durch
fn:0,00) = R, 2+ (Vo +n1)2
Welche der folgenden Aussagen gilt?
O lim, o fo(x) = 2 4+ 24/ fir alle z € [0, 00)

Falsch: Es gilt im0 (vZ +n")? = (lime(v@ + 1Y) = (vV2)? =z #
x+2y/x falls © > 0.
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O Es gibt M > 0, so dass die Folge der Funktionen f,|{a00): [M,00) = R gleich-
maéssig in [M, 0o) konvergiert.

Falsch: Die Funktionenfolge konvergiert punktweise in [0, 00) gegen die Funktion
f(x) = x. Es gilt jedoch | fo () — f(2)] = 22+ L und deshalb |f,(n?) — f(n?)| =
2+ . Somit liegt auf keinem Intervall der Form [M, 00) gleichméssige Konvergenz
vor.

@ Fir alle M > 0 konvergiert die Folge der Funktionen f,|pa: [0, M] — R
gleichmaéssig in [0, M].

Richtig: Die Funktionenfolge konvergiert punktweise in [0, 00) gegen die Funktion
f(z) = z. Fir alle z € [0,M] gilt |f,(z) — 2] = 22 4 L < 2 4 1 Dy

oS
Q{LM + # — 0 fiir n — oo folgt hieraus, dass (f,|0,a) gleichmassig gegen f|o,an

konvergiert.

6.2. Stetigkeit. Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen f: D — R stetig sind.
(a) D=R, f(x) = exp(exp(z’® — 2))

Losung: Die Funktionen x — 2% — 2 und z + exp(z) sind stetig in D = R (Ko-
rollar 3.2.7 und Satz 3.6.1). Mit zweimaliger Anwendung von Satz 3.5.1 folgt, dass
f(z) = exp(exp(z® — 2)) stetig in D = R ist.
1 1
(b) D = (0,0), F@) = 3+ oo

Losung: Aus Korollar 3.2.8 folgt, dass z + 1 in D = (0,00) stetig ist. Wie in (a)
sieht man, dass = — exp(z?) stetig ist (in R). Aus Satz 3.2.5(1) folgt dann, dass
r +— exp(z?) + 1 stetig ist (in R). Wegen Satz 3.6.1 ist exp(z?) +1 > 1 fiir alle
z € R und somit hat diese Funktion keine Nullstellen in R. Aus Satz 3.2.5(2) folgt
daher, dass x — m stetig ist (in R). Letztlich konnen wir Satz 3.2.5(1) noch
einmal mit D = (0, 00) anwenden und erhalten, dass die gegebene Funktion f stetig
in D = (0, 00) ist.

6.3. Grenzwerte. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim ("’ +2)/(1°=6)
n—oo

Losung: Sei a,, = Zifg fiir alle n > 2. Diese Folge ist wohldefiniert, weil n3 — 6 > 0

fiir alle n > 2. Fir diese Folge gilt

3492 8
liman:hmn—i_:hm<1+ ):1.

n—00 n—oo n3 — 6 n—00 n3 —6
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Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion (Satz 3.6.1) und dem Satz iiber Folgenste-
tigkeit (Satz 3.2.4) folgt nun, dass

lim e +2/(°=6) — iy ¢ = ¢! = ¢.
n—oo n—oo
1/n
(b) lim —5 <

n=yoo gn?/(n?+1) +3
Losung: Wir definieren die Funktion

62?

f(if):my (z €R)

sodass

el/n 1/n

e
f(/n) = o1/ (141/n2)

_|_ 3 = eng/(n2+1) _|_ 3

fiir alle n > 1. Mit dhnlichen Argumenten wie in Aufgabe 6.2 sehen wir, dass f stetig
ist (in R). Mit Satz 3.2.4 iiber Folgenstetigkeit finden wir, dass

el/n 1

lim ——5———— = lim f(1/n) = f(0) =

n—00 en2/(n2+1) +3 n—00 e+ 3

a1
(c) lim ln<n1n<") + )
n—o00 n

Losung: Geméss Definition ist nEw = exp(lngn) -ln(n)) =exp(l) = efirn > 1. Nun,
da wir wissen, dass der natiirliche Logarithmus stetig in (0, co) ist (Korollar 3.6.5),

konnen wir mit dem Satz 3.2.4 iiber Folgenstetigkeit wieder schliessen, dass

| 1 1 1
lim ln(nlﬂw + ) = lim ln<e + ) = ln< lim (e + )) =lIn(e) = 1.
n—o0 n n—o0 n n—o0 n

6.4. Existenz von Losungen. Zeigen Sie, dass die folgenden Gleichungen je min-
destens eine reelle Losung im angegebenen Bereich D haben. Finden Sie fiir jede
Gleichung ein beschrénktes Intervall I C D, in dem die Loésung liegt.

(a) 2 —2z—12=0, D = (—00,0)
Losung: Die Funktion z* — x — 12 ist stetig in R und es gilt
(-2)*—(-2)-12=6>0, (-1)*—(-1)—-12=2-12=-10<0,

woraus mit dem Zwischenwertsatz folgt, dass die Gleichung eine Losung im Intervall
I = (—2,-1) hat.
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(b) z* —2x =0, D = (1,00)
Losung: Der Wert x = 2 erfiillt die Gleichung 2* — 2x = 0.
(c) ze* =1, D =(0,1)

Losung: Sei g(x) = xe” — 1. Diese Funktion ist stetig in R. Da g(0) =0—-1=—-1<0
und g(1) = e — 1 > 0, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass g eine Nullstelle in
I =(0,1) und somit die gegebene Gleichung eine Losung in diesem Intervall I hat.

(d) e* = x+2, D = (0,00)
Losung: Sei g(z) = ¢* — /x — 2. Die Funktion g ist stetig in D. Aus e ~ 2.71 < 3
und e* > 1+ z fur alle x > 0 folgt

g)=e—-1-2<0, g =e"—Vi-2>5-Vi-2=1>0.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass ¢ eine Nullstelle in I = (1,4) und somit die
gegebene Gleichung eine Losung in diesem Intervall I hat.

6.5. Umkehrfunktionen. Analysieren Sie die folgenden Funktionen f: D — R auf
strikte Monotonie, und falls moglich, bestimmen Sie die inverse Funktion.

(a) D= (-7,00), fz)=4-In(z+7)+3

Losung: Strikte Monotonie von f folgt aus der strikten Monotonie von In und
die Bildmenge ist f(D) = R, da In: (0,00) — R surjektiv ist. Somit existiert die
inverse Funktion g: R — (=7, 00). Wir berechnen diese, indem wir in der Gleichung
y=4-In(x +7)+ 3 das z freistellen:

exp(y) = (z+7)" - exp(3) = x = C/exp(—S) -exp(y) — 7 = exp (TJ,) -7

Also ist die Inverse von f gegeben durch

o) = e (L7) -7

fir y € R.
(b) D =R, flz) = ——

Losung: Die Funktion x — e” ist streng monoton wachsend und z — e~7 ist streng
monoton fallend. Insbesondere ist x — —e™ streng monoton wachsend. Es folgt, dass
f streng monoton wachsend ist. Nach Satz 3.6.1 und Korollar 3.2.5 ist f des Weiteren
stetig. Im Beweis von Satz 3.6.1 haben wir auch gesehen, dass lim,, ,,, €” = co und
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lim,, o, €™ = 0 gilt. Daraus folgt lim,, ., f(n) = oo und lim,,_,, f(—n) = —oo. Mit

dem Zwischenwertsatz folgt hieraus, dass die Bildmenge f(D) = R ist. Somit existiert
die inverse Funktion g: R — R. Um diese explizit zu bestimmen, wollen wir wieder
Yy = % nach x auflésen. Hierfiir definieren wir z = €”. Dann ist die aufzulésende
Gleichung in der neuen Variablen z:

L1

Yy = 5 2 = 22—z —1=0.

Falls wir letztere quadratische Gleichung nach z l6sen kénnen, dann konnen wir x
erhalten, indem wir In auf z = ¢* anwenden. Wir berechnen mit der quadratischen
Losungsformel:

2 \/4 \/4
Z1 = yt y+ +\/y "—1 29 y_'_ —\/Y

s VY2 + 1> vy? = |y| folgt, dass z; > 0 und 22 < 0. Wegen z = ¢* > 0 kommt die
Losung 29 also nicht in Frage. Also betrachten wir nur z; und nehmen den natiirlichen
Logarithmus:

x :ln(y—|— \/y2—|—1>.

Also ist die inverse Funktion g von f gegeben durch ¢g(y) = In(y 4+ vy? + 1) fir y € R.
(c) D=R, flz) = e

Losung: Die Funktion erfillt f(—z) = f(x) und ist somit symmetrisch beztiglich der
y-Achse. Insbesondere kann f nicht injektiv sein (z.B. f(2) = f(—2)) und damit ist f
nicht strikt monoton und es existiert keine inverse Funktion.

6.6. Gleichmaissige Konvergenz. Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionenfolgen
in D = [0, 1] gleichméssig konvergent sind. Bestimmen Sie jeweils die Grenzfunktion.

(a) fule) = 5 +a+1

Losung: Die Funktionfolge f,(z) = x/n* + z + 1 konvergiert punktweise gegen
flz)=a+1:

lim<x2—|—:lt+1>—hm< )+:U+1—:17—|—1
n—oo n n—oo n

Wir zeigen, dass f, gleichmaéssig in [0, 1] gegen f konvergiert. Gegeben ¢ > 0 sei
N € N so gewdhlt, dass N > £7'/2. Dann gilt fiir alle n > N und alle = € [0, 1], dass

Ifo(2) — f(2)] = |z/n* +2+1— (x+1)] =|z/n?* <1/n* <1/N? <e.
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n ekx
k=1
Losung: Sei gi(z) = i—f Dann ist
n ekx n
fule) = 5 = Y i)
k=1 k=1

Wir wollen Satz 3.7.9 anwenden. Hierfiir miissen wir eine konvergente Reihe 37;~; ¢
von nichtnegativen reellen Zahlen finden, so dass fiir alle z € [0,1] und k£ > 1 gilt,
dass |gr(7)| < ¢g. Diese Reihe finden wir, indem wir die Positivitdt und Monotonie
der Exponentialfunktion verwenden:

kx

sup{|gk($)| |z € [0, 1]} - Sup{ elT!

ekx ek
|z e [O,l]} :sup{k!|x€ [0,1]} =g e

Die Reihe iiber die ¢, konvergiert, da

oo _k k

© e > e
ch: —:—1—1—2—:(36—1.
k=1 i k! o k!

Somit konvergiert die Funktionenfolge (f,,),>1 aufgrund von Satz 3.7.9 in [0, 1] gleich-
méssig gegen die punktweise Grenzfunktion

> o okz 00 z\k
f(fc)zzgk(ﬁ):Ze,:—lnLZ( ‘> —exp(e®) =1 =¢e” — 1.
k=1 = R = K

6.7. Punktweise vs. gleichmissige Konvergenz. Die Funktionenfolge (f,,)n>1

sei gegeben durch
1+ n22?
n: |0, —- R, —_
Ju: 10,20) T 0t na)?

(a) Zeigen Sie, dass diese Funktionenfolge in [0, 00) punktweise gegen die konstante
Funktion f(z) =1 konvergiert.

Losung: Sei x > 0 beliebig. Dann gilt fiir n > 1

1+ n2ax? 1 4+ n2z? # + 72

(I+nz)?  T+2na+n2?  L+Z4a

fn($> =

Fiir n — oo ist aus letzterer Darstellung ersichtlich (vgl. Satz 2.1.8), dass lim,, o, fn(z) =
ﬁ—z = 1. Fiir = 0 ist f,,(0) = 1 fir alle n > 1, sodass auch in diesem Fall die Konver-
genz gegen f(0) = 1 gilt.
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(b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz nicht gleichméssig in [0, 00) ist.
Losung: Wir setzen x = % in f,, ein und sehen, dass

1+1 1
L =G5 =y

Wenn wir € = 1/2 setzen, dann gibt es also fiir alle n > 1 ein x,, € [0, 00) (nédmlich
x, = 1/n), so dass

>

N | —

Somit kann es fiir dieses € kein N € N geben, so dass fiir alle n > N und alle z € [0, 00)

gilt, dass |f,(z) — f(z)| < e. Damit ist gezeigt, dass (f,),>1 nicht gleichméssig in
[0,00) gegen f(x) = 1 konvergiert.
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