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7.1. MC Fragen: Hiaufungspunkte, Grenzwerte von Funktionen. Wéhlen Sie
die einzige richtige Antwort.

(a) Sei D C R eine Teilmenge. Welche der folgenden Bedingungen besagt, dass
xo € R ein Haufungspunkt von D ist?

O

o €D

Falsch: “Isolierte Punkte” von D sind keine Haufungspunkte von D. Somit kann
es Punkte in D geben, die keine Haufungspunkte von D sind. Auf der anderen
Seite kann es Haufungspunkte von D geben, welche nicht in D liegen. Siehe z.B.
Beispiel 3.10.2 im Skript.

fir jedes § > 0 gilt ((xo — 8,20+ 9)\ {xo}> ND#0

Richtig: Siehe Definition 3.10.1 im Skript. Diese Definition ist &quivalent dazu,
dass eine Folge (ay,)n>1 in D\ {zo} existiert mit lim,, o a,, = o, was fur o € R
die Definition in der Vorlesung war.

fir jedes 0 > 0 gilt (xg — 0,20+ )N D #

Falsch: Hier wird x(y nicht “weggenommen” und somit waren isolierte Punkte
von D auch als Hiufungspunkte erlaubt, was sie aber nicht sind.

es gibt eine Folge (ay,)n>1 in D mit lim, o a, = o

Falsch: Diese Bedingung ist dquivalent zur dritten Antwortmdéglichkeit und wiirde
somit auch isolierte Punkte von D als Haufungspunkte erlauben.

(b) Sei D C R eine Teilmenge. Welche der folgenden Bedingungen besagt nicht, dass
oo ein Haufungspunkt von D ist?

O

fiir jedes e > 0 gibt es ein x € D mit 2? > 1
Richtig: D = (—00,0) ist ein Gegenbeispiel.
fir jedes M € N gilt (M,00) N D # ()

Falsch: Diese Bedingung impliziert, dass oo ein Haufungspunkt von D ist. Eine
Folge in D, die gegen oo (uneigentlich) konvergiert, kann konstruiert werden,
indem a,, € (n,00) N D gewéhlt wird.

sup(D) = oo

Falsch: Diese Bedingung impliziert die Bedingung in der zweiten Antwortmog-
lichkeit, da sie aussagt, dass kein M € N eine obere Schranke von D sein kann,
und somit (M, 00) N D # () folgt.
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O es gibt eine Folge (a,),>1 in D mit lim,, o a, = 00
Falsch: Dies ist die Definition aus der Vorlesung.

(c) Sei f(z) = cos( ) fir z # 0. Wéhlen Sie die richtige Antwort.
O lim f(x

lim f(z) =
® lim f(z) =
(z) =
(x)

O lim f(x

T—00

O lim f(x) existiert nicht

T—r00

Losung: Da cos stetig ist, folgt aus Satz 3.10.6 im Skript, dass

1 1
lim cos () = cos (lim ) = cos(0) = 1.
x

T—00 T—00

(d) Sei g(z) = M fur x # 0. Wéhlen Sie die richtige Antwort.

@ limg

gl
O lim g(z
O lim g(z
O lim g(x
Losung: Nach Definition ist

2 ' 2 2 gt 6
cos(z)=1— 4+ - 4...=1— -4 F...

)=
)=
)=
z)

existiert nicht

21 41 6l

Mit derselben Argumentation wie im Beweis von Korollar 3.9.2 findet man, dass

2 4
x x < S(a) <

T
21 4 2!

fiir alle z € [0,v/12]. Daraus folgt

2 1'2 374

T
1—§§COS(ZL‘)S1—2 +j

fur alle x € [0, v/12]. Da alle Funktionen in der letzten Ungleichung gerade sind, é&ndern
sie sich nicht, wenn wir x durch —x ersetzen. Daher gelten diese Ungleichungen fiir
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alle x € [—v/12,4/12]. Aus den letzten Ungleichungen und der Definition von g ergibt
sich

fur alle z € [—v/12,v/12]\ {0}. Da die linke und rechte Seite in der letzten Ungleichung
fir x — 0 gegen 0 konvergieren, folgt, dass lim, .o g(z) = 0 ist (vgl. Bemerkung
3.10.4(5)).

7.2. Gleichmissige Konvergenz von Potenzreihen I. Sei ;- cpx® eine Po-
tenzreihe, die gleichméssig in R konvergiert. Beweisen Sie, dass ein N € N existiert,
so dass ¢, = 0 fur alle n > N ist.

Losung: Die gleichméssige Konvergenz der Potenzreihe bedeutet, dass die Folge
der Partialsummen S, = 37, czz* gleichmissig in R konvergiert. Wenn wir das
Cauchy-Kriterium fiir gleichméssige Konvergenz auf die Folge der S,, anwenden, dann
folgt (fiir e = 1), dass es ein N € N* gibt, so dass fiir alle m,n > N — 1 gilt, dass

|Sp(x) — Sp(x)] < 1
fir alle x € R. Far n > N und m = n — 1 impliziert dies, dass
|cna”| = [Sn(x) — Sho1(z)] <1

fir alle x € R. Wére ¢, # 0 fir ein n > N, so konnten wir hieraus direkt einen

Widerspruch erhalten, wenn wir z = T{/1|—‘ setzen. Somit folgt ¢, = 0 fir alle n > N.
Cn

7.3. Gleichmaissige Konvergenz von Potenzreihen II. Geben Sie je ein Beispiel
fiir eine Potenzreihe Y ;> cxz® mit Konvergenzradius 1 an (mit Beweis), so dass

(a) die Potenzreihe nicht gleichmaéssig in (—1, 1) konvergiert
Hinweis: Betrachten Sie eine Potenzreihe, die eine unbeschrinkte Funktion darstellt.

Losung: Die geometrische Reihe >7;+ 2* hat Konvergenzradius 1, wie man direkt
tiber das Konvergenzverhalten fiir |x| < 1 und |z| > 1 oder uber die Formel fiir den
Konvergenzradius sehen kann. Wir wissen, dass fiir |z| < 1 gilt, dass

= 1
k
> 2t = ——
k=0 1

X

(vgl. Beispiel 2.7.2). Die Potenzreihe stellt also eine auf (—1, 1) unbeschrénkte Funktion

dar, da lim, ,;- == = oo. Gleichméssige Konvergenz in (—1,1) wiirde bedeuten,
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dass die Folge S, = °7_, % der Partialsummen gleichméssig in (—1, 1) konvergiert.
Allerdings sind alle S,, fir n € N beschrankt in (—1,1). Somit kann es kein n € N
geben, so dass fir alle z € (—1,1) gilt, dass

1
1—=x

Sp(x) < 1.

Dies zeigt, dass die Folge der Partialsummen nicht gleichméssig in (—1, 1) konvergieren
kann.

(b) die Potenzreihe gleichmassig in (—1, 1) konvergiert

Losung: Wir betrachten die Potenzreihe 37~ i—z Der Konvergenzradius ist wiederum
1, da limy_, (“/k—lQ = 1. Da >4 k% konvergiert (siehe Beispiel 2.7.8), konvergiert
die Potenzreihe auch fiir x = £1 (absolut). Wir zeigen nun, dass die Potenzreihe
gleichmaéssig konvergiert, und zwar sogar im abgeschlossenen Intervall [—1,1]. Aus
der Konvergenz von ;- 1%2 folgt, dass es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt mit

€
k=N+1 k?

Fir n > N und z € [—1, 1] folgt dann aufgrund der Dreiecksungleichung fiir Reihen,
dass

o] [L’k n l'k o] ZL‘k 00 |[L’|k o) 1 o] 1
R e e P R NP U
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=N+1

Dies weist aufgrund der Definition die gleichméssige Konvergenz in [—1, 1] nach.

7.4. Spezielle Werte von Cosinus und Sinus. Berechnen Sie cos(z) und sin(z)
fir:
T

(a) z=7

Losung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass sin(7/2) = 1 und cos(7/2) = 0 ist. Aus
den Winkelverdoppelungsformeln (Korollar 3.8.3) folgt:

S

0= cos(g) = cos(2 . %) = cos(%)2 — sin(%f

Da wir auch wissen, dass sin(7/4), cos(mw/4) > 0 sind (Korollar 3.9.3), folgt aus der
zweiten Gleichung oben sin(m/4) = cos(m/4). Die erste Gleichung impliziert dann

sin(7)* =,
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und wiederum aus der Positivitat folgt

LT T 1 \/§
sin(Z) = cos(Z) = ﬁ 2

70

b =—
(b) ="
Hinweis: Finden Sie ein Polynom, das € als Nullstelle hat, und bestimmen Sie alle
(komplexen) Nullstellen dieses Polynoms.

Losung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass ™ = —1 (Korollar 3.9.3(1)). Somit ist
e’ eine Nullstelle des Polynoms 23 + 1. Da —1 auch eine Nullstelle dieses Polynoms
ist, hat es den Linearfaktor z + 1. Wir finden (z.B. durch Polynomdivision):

P H1=(2+1)(2* -2 +1).

Die Nullstellen von z? — z + 1 finden wir mit der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen:

1+ivV3

21,2 = .

2

Da €5 = cos(m/3) + isin(7/3) und sowohl cos(7/3) als auch sin(m/3) positiv sind
(Korollar 3.9.3), muss ¢'5 diejenige Nullstelle von 2° + 1 sein, die positiven Real- und
Imaginarteil hat, also

T NG

(& = 9 .

el

Daraus erhalten wir

LT \/3 T 1
sm(g) = 50 cos(g) =

(c) $:%

Losung: Aus den Winkelverdoppelungsformeln (Korollar 3.8.3) und Aufgabenteil (b)
folgt:

V3. ™ L -
— = sm(g) = 3111(2 . 6) = 28111(6) cos(g)

; = cos(z) = COS(2 . %) = (:os(%)2 - sin(%)Q
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Unter Verwendung von sin(z)? + cos(z)? = 1 (Satz 3.8.2(5)) konnen wir die zweite
Gleichung umformen zu

; =1- 28111(%)2 - Sin(%)2 = 1
Aus sin(7/6) > 0 folgt somit
LT 1
sm<6> =3

Setzen wir dies in der ersten Gleichung oben ein, so erhalten wir sofort

™ V3
):

COS (6

7.5. Trigonometrische Funktionen I.

(a) Schreiben Sie cos(5z) als Linearkombination von Produkten von Potenzen von
sin(z) und cos(x).

Losung: Wir wissen aus Satz 3.8.2(4), dass cos(z +w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
und sin(z+w) = cos(w) sin(z)+sin(w) cos(z). Insbesondere cos(2z) = cos?(z) —sin?(z)
und sin(2z) = 2sin(z) cos(z) (vgl. Korollar 3.8.3). Wir berechnen damit:

cos(bx) = cos(x + 2(2z)) = cos(z) cos(2(2z)) — sin(z) sin(2(2z))

= cos(x)(cos?(2z) — sin?(2x)) — 2sin(z) sin(22) cos(2x)
= cos(x )((cos (z) — sin*(x))? — 4sin?(x) COSZ(J}))

— 4sin(z) sin(z) cos(x )(COS2(£I7) - sinQ(x))
= cos(x (C ) + sin*(z) — 6sin?(z) cosQ(x)>

— 4sin*(z) cos(z )(COS (x )—sin2(x))

= cos’ () + 5 cos(z) sin*(z) — 10 cos® () sin?(z).
(b) Schreiben Sie sin(z)® als Linearkombination von sin(kz) und cos(kz), wobei
0 < k < 5 natirliche Zahlen sind.
Losung: Aus Satz 3.8.2(3) folgt, dass

(ei:r: _ e—ia:)5 (eix _ 6—1’:(:)5
/l prm—

sin®(z) =

21 (21)°
B 652':(; _ 6—5i1‘ o 5632':(; + 56—31':0 + 106“ o 106—@':5
N 32i
sin(bx) — 5sin(3z) 4+ 10sin(x)

16
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7.6. Trigonometrische Funktionen II.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle z,w € C

. . . Z—w Z+w
smz—smwzQsm( 5 )cos( 5 )

. zZ—w\ . Z+w
COSZ—COSU}:—QSIH( 2 >Sln( 2 >

Losung: Wir verwenden Satz 3.8.2(4) mit 25 und +25%:

zZ+w z—w) ,(z—{—w z—w)
— sin

5 T3 2 2

. (z—l—w) (z—w>+ (z—l—w) . (z—w)
= SIn n
S 5 CcoS 5 coS 5 Si 5
. <z+w> <z—w>+ (z+w) . (z—w)

sin 2 coSs 5 cos 5 sin 5

. Z—w Z+w
:2sm( )COS( )

2 2

Z+w z—w) (z—l—w z—w>
+ — COS
2 2 2 2

<z+w> (z—w) . <z+w> . (z—w)
= COS coS — sin sin
2 2 2 2
(z—l—w) (z—w) . <Z+w) . (z—w)
— — sin n
cOS 5 coS 5 S 5 S 5
9 <z—w) . (z+w)
= — 2sin sin
2 2

(b) Zeigen Sie, dass sin: [~7, 7] — [~1,1] streng monoton steigend und bijektiv ist.

sin z — sinw :sin<

COS 2 — COSw :COS<

Losung: Wir wissen aus der Vorlesung (vgl. Satz 3.9.1, Korollar 3.9.3) dass
a) sinz > 0 fur alle z € (0, )
b) cosx > 0 fir alle x € (-3, 7)

)
)
c) sinf = 1,sin(—%) = —1
d) sin(x)? + cos(z)? = 1 fiir alle z € R

Aus d) folgt, dass sin auf R nur Werte in [—1, 1] annimmt. Somit ist sin: [-Z, 5] —
[—1, 1] wohldefiniert.
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Streng monoton: Fir -3 <y < z < Z gilt, dass 5% € (0, %] und ¥ € (—%,2).
Somit kénnen wir aus Aufgabenteil (a) und den Feststellungen a) und b) oben folgern,

dass
sinx —siny = 2sin (H) coS (W) > 0.
2 2
Dies zeigt, dass sin: [-7, 7] — [—1, 1] streng monoton steigend ist.

Bijektiv: Da sin: [—7, 7] — [—1, 1] wie zuvor gezeigt streng monoton wachsend und

auch stetig ist (Satz 3.8.1), folgt aus dem Satz tiber die Umkehrabbildung (Satz 3.5.3),

dass sin: [—F, 5] — J bijektiv ist, wobei J = sin([—g, g]) ein Intervall ist. Wir wissen,
dass J C [—1,1], aber auch dass —1 € J (dasin(—35) = —=1) und 1 € J (da sin § = 1).

Es folgt, dass J = [—1,1] ist, was die Bijektivitat von sin: [-F, 7] — [~1, 1] zeigt.

(c) Zeigen Sie, dass cos: [0, 7] — [—1, 1] streng monoton fallend und bijektiv ist.

Lésung: Es ist moglich, analoge Uberlegungen wie in der Losung zu Aufgabenteil (b)
anzustellen. Alternativ gentigt es zu bemerken, dass wegen Korollar 3.9.3(2)

cos(r) = cos(—x) = sin (;T N x) = —sin (a: a 72T)

ist. Damit folgt aus der Bijektivitat und strengen Monotonie von sin: [—7, 7] — [—1, 1]
aus Aufgabenteil (b) direkt, dass cos: [0, 7] — [—1, 1] streng monoton und bijektiv ist.
Man bemerke nur, dass das Minus vor dem Sinus auf der rechten Seite in der obigen

Formel “streng monoton steigend” zu “streng monoton fallend” umkehrt.

7.7. Polarkoordinaten in komplexer Form.

(a) Sei S' = {z € C| |z|] = 1} der komplexe Einheitskreis. Beweisen Sie, dass die
Funktion cis: [0,27) — S, x — ¢ bijektiv ist.

Losung: Um die Injektivitdt zu zeigen, bemerken wir, dass fiir z,y € [0,27) die
Gleichung e = e dquivalent ist zu

1 =¢'@Y = cos(z — y) +isin(z —y),

also cos(x—y) = 1 und sin(z—y) = 0. Da die Nullstellen von sin aufgrund von Korollar
3.9.3(5) gegeben sind durch 7Z und z —y € (—2m, 27), folgt hieraus z —y € {—m,0,7}.
Allerdings ist cos(+m) = —1, sodass nur © —y = 0, d.h. = y in Frage kommt. Dies
beweist die Injektivitét von cis auf [0, 27).

Um die Surjektivitdt zu zeigen, bemerken wir, dass fiir 2 € S? gilt, dass (Rez)? +
(Im 2)? = 1. Aufgrund von Aufgabe 7.6(c) konnen wir x € [0, 7| wihlen mit cos(z) =
Re z. Wegen cos(x)? + sin(z)? = 1 folgt hieraus, dass auch |sin(x)| = |Im z| gilt. Es
gibt also zwei Moglichkeiten:

8/10 15. April 2024



D-INFK Analysis | ETH Zirich
Dr. R. Prohaska Losung 7 FS 2024

« Entweder es ist sin(z) = Im 2. Dann ist z = €.

« Oder es ist sin(z) # Im z, aber sin(z) = —Im 2. Dann ist x # 0, also 27 — x €
[0,27), und es gilt aufgrund der Periodizitdt von sin und cos und der Tatsache,
dass cos gerade und sin ungerade ist, dass

cos(2m — x) = cos(—x) = cos(z) = Re z,

sin(2m — x) = sin(—x) = —sin(z) = Im 2.

Also ist in diesem Fall z = ¢/27—%)

Somit ist z in jedem Fall in cis([0, 27)) enthalten, was die Surjektivitat beweist.

(b) Zeigen Sie, dass es fir jedes z € C mit z # 0 eindeutige reelle Zahlen r > 0 und
¢ € ]0,27) gibt, so dass z = re'®.

Losung: Sei r = |z| > 0. Es folgt, dass |2| = 1, also gibt es aufgrund von Aufgabenteil
(a) ein ¢ € [0,27) mit €¥ = 2. Dann ist z = re’?. Die Zahlen r > 0 und ¢ € [0, 27)

sind eindeutig, da aus z = re’ zuerst durch Anwendung des Absolutbetrags folgt,

z
o

dass |z| = |re®?| = |r||e”?| = r und dann aus der Injektivitat von cis: [0,27) — S!,
dass auch ¢ € [0,27) mit '¥ = 2 = é eindeutig bestimmt ist.

7.8. Bogenmass. Es seien 7 € R, n € N* und 2, := ¢**/" € S fiir k =0,1,...,n.
Ferner sei

n
Ln = Z |Zn,k - Zn,k—1|
k=1
die Lange des Polygonzuges 2z, 0, zn.1, - - -, 2nn. Man zeige:

L,=2n-

sin <$>‘ und  lim L, = |z|.
on n—00

Bemerkung: Fir grosse n € N* und fir z € [0, 27| wird das Bild von [0, z] unter der
Abbildung cis durch den Polygonzug 2,0, Zn.1, - - - ; 2nn, approximiert. Also kann L,, als
Néherungswert fiir die Lange des im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreisbogens
von 1 nach cis(z) = €' verstanden werden. Folglich zeigt diese Aufgabe, dass durch
die Abbildung cis: R — S die Gerade R lingentreu auf S* “aufgewickelt” wird.

Losung: Wir mochten beweisen, dass unabhéngig von k € {1,...,n} gilt, dass
" (5)
sin | —
2n
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ist. Es geniigt, die Behauptung fiir £ = 1 zu beweisen, da
|6ikac/n . 6i(k—l)x/n| _ lei(k—l)m/nHeix/n . 1| _ |6zac/n . 1|
ist. Setzen wir y = z/n, so erhalten wir wegen e = cos(y) + isin(y), der Identitét

cos(y)? + sin(y)? = 1 und der Winkelverdoppelungsformel cos(y) = cos(y/2)* —
sin(y/2)? = 1 — 2sin(y/2)?, dass

le¥ — 1] = \/(cos(y) —1)2 +sin(y)? = v2y/1 — cos(y) = V/2y/2sin(y/2)?
= 2sin (y)‘ .
2

Zusammen zeigt all dies, dass

n n
L, = Z ‘Zn,k - Zn,k—l’ = Z 2
k=1 k=1

sin (m)‘ =2n -
2n

n(50)
sin [ —
2n

gilt.

Es bleibt, die Behauptung beziiglich des Grenzwerts zu beweisen. Nehmen wir an,
dass = # 0, da sonst das Ergebnis klar ist. Aus Beispiel 3.10.5 und der Stetigkeit des
Absolutbetrags folgt, dass

sin(t)
t

lim

t—0

-

Da die Folge definiert durch a,, = x/(2n) in R \ {0} enthalten ist und gegen 0
konvergiert, folgt aus obigem Grenzwert, dass

sin (32)] _ ,,, lsinfan)] _
-~ 7 = 1 -

x
2n

lim
n—oo

Aus den bekannten Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergibt sich somit

sin (;;)’ = lim |z]|- M = |z|.

n—oo

lim L, = lim 2n -
n—oo n—o0

x
2n

10/10 15. April 2024



