D-INFK Analysis | ETH Ziirich
Dr. R. Prohaska Losung 11 FS 2024

11.1. MC Fragen: Hohere Ableitungen, Funktionenfolgen, lokale Extrema.
Wahlen Sie die einzige richtige Antwort.

(a) Welche der folgenden Implikationen stimmt nicht fiir f: (—1,1) — R?
@ f ist differenzierbar = f ist stetig differenzierbar
Richtig: Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist:

x?sin(1/z), falls 2 # 0,
flay = & A, Tl 7
0, falls x = 0.

In allen Punkten = # 0 ist f differenzierbar und nach Produkt- und Kettenregel
gilt:
f'(z) = 2zsin(1/x) + 2 cos(1/z) - (—1/2*) = 2z sin(1/x) — cos(1/x).

Auch in x = 0 ist f differenzierbar:

£/(0) = lim M = lim zsin(1/x) = 0,

x—0 x—0 x—0

vgl. Aufgabe 8.6(b) in Serie 8. Ahnlich wie in Aufgabe 8.6(a) sicht man aber,
dass der Grenzwert von f’ fiir x — 0 nicht existiert. Also ist f’ nicht stetig.
Gemass Definition bedeutet dies, dass f nicht stetig differenzierbar ist.

(O f ist differenzierbar = f ist stetig
Falsch: Die Aussage ist gemass Korollar 4.1.5 wahr.

(O f ist differenzierbar und f’ kann als konvergente Potenzreihe dargestellt werden
= [ ist glatt

Falsch: Die Aussage ist wahr: Geméss Korollar 4.4.3 sind konvergente Potenzrei-
hen glatt. Wenn f’ existiert und glatt ist, ist geméss Definition auch f glatt.

(O f ist zweimal differenzierbar = f ist stetig differenzierbar
Falsch: Die Aussage ist geméss Bemerkung 4.3.2 wahr.

(b) Sei (f)n>1 eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf R, die gleichmassig
gegen eine differenzierbare Funktion f: R — R konvergieren. Welche der folgenden
Aussagen stimmt?

(O Die Folge der Ableitungen (f!),>1 konvergiert gleichméssig in R gegen f’.

Falsch: Gleichmassige Konvergenz wiirde punktweise Konvergenz implizieren.
Diese gilt aber nicht im Allgemeinen (siche das Gegenbeispiel bei der folgenden
Antwortmoglichkeit).
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(O Die Folge der Ableitungen (f),>1 konvergiert punktweise in R gegen f’.

Falsch: Ein Gegenbeispiel fiir die ersten beiden Antwortmdoglichkeiten ist gegeben
durch f,(z) = sin(nz)/n fir + € R, n € N*. Die Folge der f, konvergiert fiir
n — oo gleichméssig in R gegen f = 0, aber f/(x) = cos(nx) konvergiert nicht
punktweise gegen ' =0 (z.B. ist f/ (7) = cos(nw) = (—=1)").

® Wenn die Folge der Ableitungen (f]),>1 gleichmaéssig in R gegen eine Funktion
p: R — R konvergiert, dann gilt f' = p.

Richtig: Dies folgt aus Satz 4.4.1.
(c) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

fa/2) =2, f(1/2)=0, f'(1/2)=-1.
Welche der folgenden Aussagen gilt?
® Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 1/2.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 1/2.
O Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 1/2.
(O Alle oben genannten Féalle sind moglich.

Losung: Da f/(1/2) = 0 und die 2. Ableitung in 1/2 negativ ist (wobei 2 gerade ist),
folgt aus Korollar 4.4.7, dass f in 1/2 ein lokales Maximum besitzt.

(d) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

fO)=2, f(0)=f"0)=0, f"(0)=-1
Welche der folgenden Aussagen gilt?
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.
® Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.
(O Alle oben genannten Fille sind moglich.

Losung: Da f/(0) = f”(0) = 0 und die 3. Ableitung in 0 ungleich 0 ist (wobei 3
ungerade ist), folgt aus Korollar 4.4.7, dass f in 0 kein lokales Extremum besitzt.

(e) Sei f:[—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

f0) =2, f(0)=f"(0) = f"(0) =0.
Welche der folgenden Aussagen gilt?
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(O Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
(O Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.
(O Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.
@ Alle oben genannten Fille sind moglich.

Losung: x4 +2 besitzt ein lokales Minimum in 0, —2*+ 2 besitzt ein lokales Maximum
in 0, 2° + 2 besitzt kein lokales Extremum in 0 (jeweils aufgrund von Korollar 4.4.7),
und alle diese Funktionen erfiillen die Voraussetzungen. Also sind alle Falle moglich.

11.2. n-te Ableitung. Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die n-te Ablei-
tung fir alle n € N*.

(a) f(z)=a2"+2°—2°+ 20— 3

Losung: Wir berechnen die ersten paar Ableitungen unter Verwendung der Regel
(z™) = na™ ! (Beispiel 4.1.10(1)) und der Linearitéit der Ableitung (Satz 4.1.9(1)):

f(z) = 42® + 32 — 22 + 2, (x € R)

Fiir alle n > 5 ist (™ (x) = 0 fiir alle z € R.

(b) g(x) =

Losung: Wir verwenden die Regel (z¢) = az®! fiir negative Exponenten a (Bei-
spiel 4.1.13(2)) und die Kettenregel (Satz 4.1.11) und erhalten fiir die ersten paar
Ableitungen:

1
. 1
S rz#g

/(@) = (=9) (0 € B\ {1/3)
@) = (=32

g (x) = (-3)*-2-3 (3:(;11)4’

I = (31234
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Wir erkennen das Muster und lesen die allgemeine Formel ab:

1

9" (x) = (=3)" - n!- B — 11

(z € R\ {1/3}) (1)

Wir beweisen diese Formel mit vollstdandiger Induktion. Fiir die ersten Werte von n
haben wir die Formel oben schon nachgerechnet. Angenommen die Formel (1) ist fir
n € N wahr. Dann folgt fiir n + 1:

g0 = (ot )

(Bx —1
. 1
= (=3) -n!-(—n—l)-3'W
_ (_3)n+1‘(n+1)].w.

Dies beendet den Induktionsschritt und beweist die Formel (1) fiir alle n € N.
(c) h(z) = sin(x)?

Losung: Die erste Ableitung ist nach der Kettenregel und Beispiel 4.1.8(2) gegeben
durch

h'(z) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x), (x € R)

wobei wir fiir die zweite Gleichheit die Winkelverdoppelungsformel aus Korollar 3.8.3
verwendet haben. Wenn wir nun weiter ableiten, dann erhalten wir durch die Ketten-
regel in jedem Schritt einen zusétzlichen Faktor 2, und die Winkelfunktionen wechseln
zyklisch durch sin, cos, —sin, — cos (geméss Beispiel 4.1.8(2)). Das heisst es gilt fir
n € N*:

2rtgin(2z), fallsn=4k+1 firen k € N,
2"t cos(2x),  falls n = 4k + 2 fiir ein k € N,

—2n~Lgin(2x), falls n = 4k + 3 fiir ein k € N,
—2""1cos(2x), falls n =4k + 4 fiir ein k& € N.

A" (z) =

11.3. Darstellung als Potenzreihe. Sei f(z) = exp(z?) fir 2 € R.

(a) Zeigen Sie, dass es Koeffizienten a,, € R gibt, so dass fir alle z € R

flz) = i anx”.
n=0
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Losung: Da fiir alle y € R
9] yk
eXp(y) = Z Ea
k=0 "

folgt mit y = 22, dass

0 ka: 00
fla) =expla?) = Y- = Y ana”
k=0 n=0
wobei
0, falls n ungerade ist,
n = {(7112)'7 falls n gerade ist.

(b) Folgern Sie, ohne explizit die Ableitungen zu berechnen, dass fir j € N*
, 0, falls j ungerade ist,
F0) = {J” falls j gerade ist
G [alls j gerade ist.
Losung: Nach Korollar 4.4.3 gilt fiir alle j € N
F9(0) = jlay,
und mit den in Teil (a) bestimmten Koeffizienten ergibt dies genau die zu zeigende
Formel.
11.4. Lokale Extrema. Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen alle lokalen
Extrema und entscheiden Sie, ob es sich um lokale Maxima oder Minima handelt.
(a) f(z)=zexp(1/2?) fir z >0

Losung: Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen mit der Produktregel (Satz
4.1.9(2)) und der Kettenregel (Satz 4.1.11):

1) = ep(1/2) + zesp(1/a?) - (=) = (1= 5 ) exp(1/22),
£() = /) + (1= 5 ) ew/e) - (- 5) = 5 (14 ) ew(1/2),

fiir x € (0, 00). Die einzige Nullstelle von f’ in (0, 00) ist o = /2, da exp(1/2?) > 0
fiir alle z # 0. Nach Satz 4.2.2(3) ist z9 = v/2 also der einzige Kandidat fiir ein lokales
Extremum von f. Die zweite Ableitung von f ist fiir alle x > 0 positiv, wie wir aus
dem Resultat oben fiir f”(z) ablesen. Nach Korollar 4.4.8 folgt hieraus, dass zo = v/2
ein lokales Minimum von f ist.
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(b) g(x) =3 -3z + 3 fur x > -2

Loésung 1: Wir berechnen die erste Ableitung mit der Kettenregel (Satz 4.1.11) und
unter Benutzung der Tatsache, dass (y/x) = ﬁ (Beispiel 4.1.13(2) mit a = 1/2):
g'(x) = $a 1)
2Vad —3x +3
fir x > —2. Wir sehen, dass ¢’ in (—2,00) die Nullstellen ; = —1 und z5 = 1 hat,

welche wieder nach Satz 4.2.2(3) die einzigen Kandidaten fiir lokale Extrema von g in
(—2,00) sind. Nun berechnen wir die zweite Ableitung von g mit der Quotientenregel:

332— 2
B 12$V$3—3$+3_% ~ 12x(2® = 3z +3) — 9(2* — 1)°

"
g'lw) = 4(x3 — 3z + 3) 4(x3 — 3w + 3)3/2
_ 3(a* — 6% 4 122 — 3)
4(x3 — 3w + 3)3/2
fur z > —2. Fur z; = —1 und 29 = 1 erhalten wir durch Einsetzen:

3
"Nr)=———=<0,¢"(x =3>0.
g"(x1) 75 <09 (2)
Nach Korollar 4.4.8 folgt hieraus, dass ;1 = —1 ein lokales Maximum von ¢ und
xo = 1 ein lokales Minimum von g ist.

Losung 2: In Losung 1 wurde als vorausgesetzt angenommen, dass g wohldefiniert
ist, also dass fiir z > —2 tatsichlich 2® — 3z + 3 > 0 gilt und die Quadratwurzel in
der Definition von g somit immer existiert. Daher geben wir noch eine zweite Losung,
die dies nicht voraussetzt, sondern auch beweist.

Dazu studieren wir die Hilfsfunktion h(x) = 2® — 3z + 3. Sie hat als Ableitung
B(z) = 3(z* — 1)

fir alle x € R. Die Ableitung A’ ist also fir + < —1 und z > 1 positiv und
fir x € (—1,1) negativ. Nach Korollar 4.2.5 impliziert dies, dass h in (—oo, —1]
und in [1,00) streng monoton steigend und in [—1, 1] streng monoton fallend ist.
Hieraus folgt unmittelbar, dass A im Punkt z; = —1 ein lokales Maximum annimmt
und dass h(x) > h(=2) = 1 > 0 fur alle z € [-2,—1]. Des Weiteren folgt aus
diesem Monotonieverhalten von h, dass h in x5 = 1 ein lokales Minimum hat und
h(z) > h(1) = 1 > 0 fiur alle z € [~1,00). Insgesamt haben wir also nicht nur
bewiesen, dass h(x) > 1 > 0 fir alle x € [—2, 00) ist, sondern auch, dass h in z; = —1
ein lokales Maximum und in x5 = 1 ein lokales Minimum hat.
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Nun miissen wir nicht einmal mehr Ableitungen von g berechnen, sondern kénnen
einfach bemerken, dass die Wurzelfunktion = — +/z in [0, c0) streng monoton steigend
ist. Somit sind die lokalen Minima und Maxima von ¢ = /A dieselben wie von h.
Also hat g in z; = —1 ein lokales Maximum und in x5 = 1 ein lokales Minimum.

11.5. Taylorpolynom. Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils das
Taylorpolynom der Ordnung 3 im Punkt xg.

(@) f(z)=In(1+(1+2)%), xo=-1

Losung: Die ersten drei Ableitungen von f sind aufgrund von In(z) = 1 (Bei-
spiel 4.1.13(1)) und der Kettenregel (Satz 4.1.11) und Quotientenregel (Satz 4.1.9(3)):
2(1+2)
/
— LA R
F@) = e (v €R)
() = 20+ (142)*) —4(1+2)* _ 22(v+2)
(14 (1+x)%)? (14 (1+2)%)2
() = ~ Mo DO+ A+ 2)")" = Sa(z + (@ +2)(1 + (1 +2)7)
B (1+ (1 + x)2)4
A+ DA+ (1 42)?) = 8o+ 1)(x +2)
(14 (1+x)%)3
A2+ 327 —2)
T+ +2)2)3°
Durch Einsetzen von zg = —1 finden wir:
f(=1) =In(1) =0, f(=1) =2
f'(=1) =0, F7(=1) = 0.
Daher ist das Taylorpolynom von f der Ordnung 3 im Punkt zqg = —1 gegeben durch:
" _1 " _1
Tif(z;—1) = f(=1)+ f{(-1)(z+ 1) + / (2' )(x +1)* + / é, )(x +1)°
= (v + 1)
B _ sinh(z) e —e7® B
(b) g(z) = tanh(x) = cosh(z) ~ et e 29=10

Losung: Die ersten drei Ableitungen von g sind aufgrund von sinh’(z) = cosh(z),
cosh’(x) = sinh(z) und cosh(z)? — sinh(z)? = 1 (vgl. Beispiel 4.2.7) und der Quotien-
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tenregel (Satz 4.1.9(3)):

/) = o (v €R)
o= 22
§"(x) = _ 2cosh(z) _Cfsil?;)(g) cosh(z)
_ 2cosh(z)® — 6sinh(z)?
B cosh(z)*
_ 2(2sinh(z)* - 1)
B cosh(x)*

Durch Einsetzen von xy = 0 finden wir:
g(0) =0, g"(0) =0,
1, g"(0) = —2.
Daher ist das Taylorpolynom von g der Ordnung 3 im Punkt xy = 0 gegeben durch:

an) n .CL'3
Ts9(x;0) = g(0) + ¢'(0)z + 92(' ):1:2 +7 3(' )x3 =r-

11.6. Glatter Niveauwechsel. Sei f: R — R definiert durch

exp(—1/x), falls x >0,
) = { P
0, falls < 0.

(a) Lesen Sie im Buch von Koénigsberger das Beispiel auf Seite 156 in Kapitel 9.6
(LINK) und vollziehen Sie nach, dass f glatt in R ist mit ™ (0) = 0 fiir alle n € N.

(b) Wir definieren die Funktion F': R — R durch F(z) =e°f(f(1) — f(1 — z)) fir
x € R. Beweisen Sie:

(i) F ist glatt in R,

(ii) F(x) =0 fir alle x <0,
(iii) F(z) =1 fir alle z > 1,
(iv) F ist in [0, 1] streng monoton wachsend.
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Losung: Da z +— 1 — glatt in R ist (Beispiel 4.3.4(2)) und f gemaéss Teil (a) glatt in
R ist, folgt aus Satz 4.3.6, dass x — f(1 — z) glatt in R ist. Mit Satz 4.3.3(1) ist auch
z+— f(1) — f(1 — z) glatt in R. Nochmalige Anwendung von Satz 4.3.6 zeigt, dass
z— f(f(1)— f(1—2x)) glatt in R ist. Letztlich multiplizieren wir mit der Konstanten
e® und finden, dass F glatt in R ist (Satz 4.3.3(2)). Dies beweist (i).

Aus x < 0 folgt, dass 1 —x > 1 und somit f(1 —x) > f(1), da f monoton wachsend
ist. Also ist dann f(1) — f(1 — x) < 0, und es folgt F(z) = 0 fiir x < 0 gemaéss
Definition von f. Dies beweist (ii).

Fir z > 1ist 1 — 2 <0 und damit f(1 —z) = 0. Wegen f(1) = 1/e ergibt sich

Flr) = e f(f 1)) = = S =1

ee
fir > 1, und somit (iii).
Um (iv) zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass

1
) = 5 exp(~1/2) > 0
fir alle x > 0 ist, und somit insbesondere f in [0,00) streng monoton wachsend
ist (Korollar 4.2.5). Dann leiten wir F' unter Verwendung der Kettenregel ab. Wir
erhalten

F'(z) = e f/(f(1) = f(1 =) f'(1 - x) (2)

fir z € R. Fir x € (0,1) ist 1 — 2 > 0 und somit f'(1 —xz) > 0. Aus x > 0 folgt
ausserdem 1 — z < 1 und somit f(1) — f(1 —x) > 0, da f in [0, 00) streng monoton
steigend ist, was f'(f(1)— f(1—=x)) > 0 nach sich zieht. Insgesamt haben wir bewiesen,
dass fiir x € (0,1) alle Faktoren auf der rechten Seite in (2) positiv sind, und somit
F'(x) > 0 gilt. Korollar 4.2.5 impliziert also, dass F in [0, 1] streng monoton wachsend
ist, was zu zeigen war.

(c) Zeichnen Sie den Graphen von F'im Intervall [—1, 2] mit einem Computeralge-
brasystem Ihrer Wahl.

Losung: Siehe nachste Seite.
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