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Dr. R. Prohaska Losung 13 FS 2024

13.1. MC Fragen: Substitution bei unbestimmten Integralen. Wahlen Sie die
einzige richtige Antwort.

(a) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende unbestimmte Integral
zu berechnen?

cos(z)

1 + sin(z)? de
® y = sin(z)
O y = cos(x)

O y=1+sin(z)?
(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.
Losung: Sei y = sin(z). Dann ist cos(z) dz = dy und

cos(z)
1 4 sin(z)?

1
T = / 1+ dy = arctan(y) + ' = arctan(sin(z)) + C'.

(b) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende unbestimmte Integral
zu berechnen?

3

[

® y =sin(x)
O y = cos(z)
O y =sin(x)’

(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.

Losung: Sei y = sin(x). Dann ist cos(z) dz = dy und

cos(z)? 1 — sin(x)? 11—y 1 1
7d:/7 d:/ dy=—+-—+C
/sin(m)7 v sin(x)7 cos(x) de y’ Y 6y i 4yt N
3 si 2 i
_ sm(.:c) 2 e
12 sin(z)8

(c) Welche Substitution ist am besten geeignet, um das folgende unbestimmte Integral
zu berechnen?

e —1
/ orr 1 omw dx
e T + e7rz
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Oy=e"
. y — 671'27
Q Y= 627'(.27

(O Keine dieser Substitutionen vereinfacht das Integral.

Losung: Sei y = ™. Dann ist me™ dz = dy und

e —1 e —1 o 1 y—1
S ST S T N
6271'1 + ez 63771 + 627r:p T y3 + y2
Das neue Integral in y kann man nun mit der Partialbruchzerlegung ﬁ = %—y%—y%
berechnen:
1 -1 21n 1 2Injy +1
Lry Qdy:J+i_L+(
Y°+y T Y ™
Daher ist
T —Tx 2 1 T 1
/75 de=20+5— — n(e™ + )+C‘.
eTT 4 ™ T ™
13.2. Elementare Integrale. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
/12dx /(x2/3—2)(x2+3)dx
o 22+1 , ’
4 4—x"+x
/ (e® —1)dx, /7dx.
3 x
Losung: Eine Stammfunktion von —'7 ist arctan(z) und arctan(1) = 7, daher gilt

1

L2
/0 21 dz = 2arctan(z)| = 2(arctan(1) — arctan(0)) = g

Eine Stammfunktion von e” ist e*, daher gilt

0

4
=et—4—(e2—-3)=e' - - 1.
3

/34(6‘” —1)dz = (¢ — x)

Fiir das erste unbestimmte Integral haben wir:

/(372/3_2)(372+3)dx:/( 83 4 323 — 227 6) dz

311/3 9xb/3 243
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Fiir das zweite unbestimmte Integral haben wir:

4 g3 3 |
/mdx:/<4x_l—x2+1) dx:4ln|x|—x—+x+(7.
x 3

13.3. Integration durch Substitution. Berechnen Sie die folgenden Integrale
durch geeignete Substitutionen:

L2 1
/ R /(:U4+4x+4)2024(4x3 +4)da,
0o 224+ 2+1
/4 .
/ / cos(2z) dz, /cos(cos(:v)) sin(z) dz,
0

! 2 /2x dx
t d
/0 x tan(x®) dx, /3 422

Lésung: Mit ¢(z) = 22 +z+1 gilt ¢'(z) = 2x+1 und daher mit der Substitutionsregel
(Satz 5.4.6):

1241 ! o(1) 1
el / d :/ St =1
/o:f2+x+1 T e )(b() T ooy 1 !

Fiir das zweite bestimmte Integral schreiben wir cos(2z)? = 1 —sin(2x)? und erhalten:

=In(3) —1In(1) = In(3).

w/4 /4
/ cos(22)® dx = / cos(22)(1 — sin(22)?) dy
0 0
w/4 w/4
:/ cos(2x) d:c—/ sin(2z)? cos(2z) dx
0 0

Nun verwenden wir fiir das linke Integral die Substitution ¢(z) = 2z und fir das
rechte 1(z) = sin(2x) und erhalten mit der Substitutionsregel (Satz 5.4.6):

— ; (/Oﬂﬂcos(t)dt—/OItht) = ; (sin(t) :) = ; (1 — ;) = ;

Fiir das dritte bestimmte Integral verwenden wir ¢(x) = cos(z?). Dann gilt ¢/(x) =
—2z sin(z?) und daher mit der Substitutionsregel (Satz 5.4.6):

I 1 L
2 — — — —
/0 tan(e)dr = —3 | o5? 2/ £ 4 2

ln(cos(l))'
2

/2 3

0 3

COS

1
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Fiir das erste unbestimmte Integral substituieren wir u = z* + 42 4+ 4. Dann ist
du = (423 + 4) dz und

u2025 + (v _ ($4 + 41, + 4)2025
2025 2025

/ (2 + 4o+ )22 (4% + 4) da = / W20y = LC.

Fir das zweite unbestimmte Integral substituieren wir v = cos(z). Dann ist du =
— sin(z) dz und

/cos(cos(x)) sin(z)dz = — /Cos(u) du = —sin(u) + ' = —sin(cos(x)) + C.

Mit der Substitution v = 3+ 42?2, du = 8z dz, erhalten wir fiir das dritte unbestimmte
Integral:

Vu V3 + 4a?

u=-—+C=——+C.

/ 2z d / 1 d
——dr = | —F—= =
V3t 42 1/u 2 2

13.4. Partielle Integration.

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration:

/2
/ 2% cos(2x) du, /xzex dz,
0
1
/ xarctan(z) dz, /arcsin(:r) dz,
0
w/2 . 2
/ ¢5% sin(3z) dz, /smh(m) dz.
0
Losung: Das erste bestimmte Integral berechnen wir wie folgt:
/2 2 gin(24) |7/ /2 /2
/ 2% cos(2z) dr = 2" sin(2z) —/ xsin(2z)dr = —/ xsin(2z) dz.
0 N~ e — 2 0 0 0
=0
Erneute partielle Integration ergibt:
/2 2.2 1 w2
/ x sin(2x) dz = _zeos(Ze) +7/ cos(2x) dz
0 N~ e — 2 0 2 Jo
@) gr(z)
=%
w/2
1
= % + isin(Qa:’) i = %
—_——
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Also insgesamt:

w/2
/ 2% cos(2z) dr = T
0 4

1

Fiir das zweite bestimmte Integral erinnern wir uns daran, dass arctan’(z) = 1=

und arctan(1) = 7. Damit konnen wir berechnen:

1 2 arct R R
xr arctan(x) dzr = a”arctan(z) |1 .
N —_——— 2 0 2Jo 1+ x2

1

- 1+z2

=%
T 1 ! 1 1 1
=——— | 1ldz+- /7d
8 2/0 x+2 o 1+ 22 o
-1

=arctan(1l)—arctan(0)=7

e
N | —

Fiir das dritte bestimmte Integral I = [; /2 g6z sin(3z) dz integrieren wir partiell, bis
wir auf der rechten Seite wieder das gesuchte Integral I stehen haben:

/2 6z 3 /2 w/2
I= / % sin(3x) do = _ & cos(3z) +2/ % cos(3z) dz
0 SN e—_ 3 0 0
1@ g
_1
3
1 . /2 "
= -+ - e sin(3xz) —4/ e’ sin(3x) dx
3 0 0
=3 =I
1 — 23"
=== _ur
3

Umstellen nach I ergibt also:

12T
15

1

Fiir das erste unbestimmte Integral integrieren wir zweimal partiell:

/ 22 € dx = z%e” — Q/xexdx = z%e” — 2 <xe"” — /exdx)
N~
f(z) g'(z)

= (2 =2z +2)e" + (.
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Fiir das zweite unbestimmte Integral erinnern wir uns an arcsin’(z) = ——— und

11—z
integrieren partiell, indem wir einen Faktor 1 hinzufiigen:

T
1 -arcsin(z) dx = x arcsin(zx —/7dx.
L -arcsin(x) @[ =

9@ @)

Zur Bestimmung des letzten Integrals substituieren wir u = 1 — 22, du = —2z da:

1
/arcsin(x) dz = zarcsin(x) + / NG du = zarcsin(z) + vu + C

= zarcsin(z) + V1 — a2 + (.

Fiir das dritte unbestimmte Integral erinnern wir uns an cosh(z)? — sinh(z)? = 1 und
berechnen:

/sinh(ac) -sinh(z) dz = sinh(z) cosh(x) —/ cosh(r)? dx
—_—— —— ————
f(=) g'(z) =1+sinh(z)?

= sinh(z) cosh(z) — z — /sinh(x)2 dz.

Stellen wir nach dem gesuchten Integral um, erhalten wir:

inh h(x) —
/sinh(ac)2 gp — Sin (x) COQS () —z e

(b) Verwenden Sie eine Methode wie in der Vorlesung, um das folgende unbestimmte
Integral zu berechnen (vgl. Beispiel 5.9.1(5) im Skript):

1
/(1 )8 dz.
1

Losung: Sei J, = [ Ty dx. In der Vorlesung haben wir durch partielle Integration

des Integrals J; eine Beziehung zwischen J; und J, hergeleitet, die uns letztlich unter
Verwendung von J; = arctan(z) erlaubt hat, die folgende Formel fir J; zu finden:

x 1 :
m ‘I— 5 aI‘Ctan(fL‘) —+ ( .

Jy =
Wiederholen wir nun dasselbe Vorgehen ausgehend von J,. Wir integrieren partiell

mit Sei ¢'(r) =1 und f(z) = m:

1 T 222
_ /1. dr — 2 [ h e
= G+ " x2e 2 Gxeop ™
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Wir schreiben den Zéhler im letzten Integral als 22 = 2(1 + z®) — 2. Dann ist

2J> =2J3
also
x T 3J5
Jo=———-=+4)—4); — J3=———— + —.
2= Qo TH T R TE R PR

Hier konnen wir nun die Formel fiir J, aus der Vorlesung einsetzen und erhalten das
gesuchte Integral

x 3z 3arctan(z)
+ +
11+ 22?2 ' 8(1+a2) 8
_ x(32%45) N 3arctan(z)
—8(1 4 22)2 8

+C

J3:

+C.

13.5. Partialbruchzerlegung. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale
durch Partialbruchzerlegung:

/Wd / ! ar, [ ! d
2z +2) 25— 622+ 1z —6 - D@2+ 12

Losung: Fir das erste Integral berechnen wir A, B und C|, so dass

T+ 7 _é_'_ﬁ C  Azx(x+2)+ Bz +2)+ Ca?
w2(r+2) w22 r+2 z%(z + 2)

9

also nach Multiplikation mit dem Nenner:
v+ 7=Ar(z+2)+ Bz +2)+Cz®> = (A+C)2x* + (2A+ B)z + 2B.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das lineare Gleichungssystem

A+C =0,
2A+B =1,
2B =1T.
Auflésen von unten nach oben ergibt B = % A=-2 und C = 2. Daher gilt
/ x+7 d / 5+ 5ln|x] 7+51n|x+2|+(,
z?(x + 2) Az x—|—2 2z 4
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Fiir das zweite Integral miissen wir zunéchst den Nenner Q(z) = x® — 62+ 11z — 6 fak-
torisieren. Da x1 = 1 eine Nullstelle des Nenners ist, konnen wir durch Polynomdivision
den Linearfaktor (z — 1) abspalten:

(2° — 622 + 112 —6) : (x — 1) = 2° — 5z + 6.
Die zwei Nullstellen von 22 — 5z + 6 sind nach der quadratischen Lésungsformel
5EvV25—-4-6

2 —

Also ist der Nenner gegeben durch Q(z) = (x — 1)(z — 2)(z — 3). Wir machen also
den Ansatz:

1 A B C

Q(x)_x—1+x—2+x—3'

T23 = Ty = 2, T3 = 3.

Nach Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir:
1=Az—-2)(z—-3)+Blxz—-1)(x—3)+C(x —1)(z —2)
= (A+ B+ C)2* + (—54 — 4B — 3C)x + (6A + 3B + 20)
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das lineare Gleichungssystem

A+B+C=0,
5A+4B+3C =0,
6A+3B+2C =1.

Wenn man dieses lineare Gleichungssystem auflost (zum Beispiel durch Gauss-
Elimination), erhdlt man A = C = %, B = —1. Dabher ist

/ ! dx—/ ! _ + ! dx
23— 622+ 1lv —6 2@ —-1) -2 2(xz-3)

1 —1 1 -3
:n\xQ |—ln|m—2|+n’$2 ’Jr(‘.
Fir das dritte Integral machen wir den Ansatz
1 A Bx+C Dx+FE

G- D@+1)? -1 241 @ri2
Nach Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir:

1=A@*+ 1)+ Br+O)(z - 1) (2*+ 1)+ (Dx + E)(z — 1)
= (A+B)2* + (=B +C)2* + (2A+ B — C + D)a?
+(-B+C—D+E)z+(A—C—E).
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Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das lineare Gleichungssystem

A+ B=0,
~B+C =0,
2A+B—C+ D=0,
~B+C—-D+E=0,
A-C-E=1.

Hier kéonnen wir zur Vereinfachung bemerken, dass die zweite Gleichung B = C
impliziert. Wenn wir dies in die vierte Gleichung einsetzen, folgt auch D = E. Damit
erhalten wir das vereinfachte System

A+ B =0,
2A+ D =0,
A-B-D=1.

Wenn man dieses lineare Gleichungssystem nun auflost (zum Beispiel durch Gauss-

Elimination), erhdlt man A = %, B = —% =C, D= —% = FE. Daher ist

/ (x — 1)(11172 +1)2 dz = / (4(x1— 1) - 4&2—:_11) - 2<§2—:_11)2> dz.

Berechnen wir die nun auftretenden Integrale getrennt:

1
/ de=In|z — 1| + C,

r—1
r+1 x 1
d :/7@1 /7d
/:r2+1 v 2+ 1 v 2l
In(2? + 1
= n(x2+) + arctan(x) + O,
r+1 x 1
————d:/————d /————d
/@uqy“7 E+ 1T @y
! + * +1 tan(x) + C
=— —arctan(z) + C
222 +1)  2(x2+4+1) 2
r—1 1 )
:m+§arc‘can($)+(,

wobei wir zweimal die Substitution v = 22 + 1, du = 2z dz, verwendet und uns an das
Integral [ (x2_1H)2 dz = 7+ s arctan(z) aus der Vorlesung (oder Aufgabe 13.4(b))
erinnert haben.

T
2(z2+41
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Setzen wir alles zusammen, erhalten wir also schliesslich:

1 Injz -1 In(2*>+1) 1
dox = — — Zarct
/ D@11z " 1 8 7 vctan(z)

r—1 1 )

— m — Z arCtan(QJ) + C
1—x Injz—1] In(z*+1) 1 )
= — — —arct C.

E D) + 1 S 5 AIC an(z) +

13.6. Integral-Trainer. Uben Sie im Integral-Trainer auf Moodle selbststindig
weitere Integrale, bis Sie geniigend Routine im Integrieren haben. (LINK)
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