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Nur die Aufgaben mit einem ⋆ werden korrigiert.

3.1. MC Fragen: Folgen und Reihen. Wählen Sie die einzige richtige Antwort.

(a) Die Folge (an)n≥1 sei definiert durch

an =


1 +

√
k

12k+1 , falls n = 3k + 1 für ein k ∈ N,
5k3+k
k3+1 , falls n = 3k + 2 für ein k ∈ N,

(−1)k

k
, falls n = 3k + 3 für ein k ∈ N.

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

⃝ limn→∞ an existiert in R;

⃝ lim infn→∞ an existiert in R;

⃝ lim supn→∞ an = 1 +
√

1/12.

(b) Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

⃝ Sei (qn)n≥1 eine Folge rationaler Zahlen, so dass

|qn − qn+1| → 0 für n → ∞.

Dann ist (qn)n≥1 eine Cauchy-Folge.

⃝ Sei (an)n≥1 eine konvergente Folge, und σ eine Permutation von N∗ (d.h. eine
Bijektion der Menge N∗ auf sich selbst). Dann konvergiert auch die Folge (bn)n≥1
definiert durch bn = aσ(n) für n ≥ 1.

(c) Sei (xn)n≥1 eine Cauchy-Folge in R. Dann:

⃝ konvergiert die Reihe ∑
k≥1

√
xk;

⃝ kann (xn)n≥1 unbeschränkt sein;

⃝ gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N, so dass für alle m, n ≥ N

|xm − xn| < ε.

(d) Seien Xn = [n−1
2n

, n+1
2n

) und Yn = [n2 − n, ∞) für n ≥ 1. Welche der folgenden
Aussagen ist richtig?

⃝ Xn ⊂ Xn+1 für jedes n ≥ 1;

⃝ ⋂
n≥1 Xn ̸= ∅;

⃝ es existiert n ≥ 1, so dass Yn ⊂ Yn+1;

⃝ ⋂
n≥1 Yn ̸= ∅.
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(e) Sei ∑
k≥1 ak eine reelle oder komplexe Reihe. Welche der folgenden Aussagen ist

richtig?

⃝ Wenn limn→∞ an = 0, dann konvergiert die Reihe ∑
k≥1 ak.

⃝ Wenn die Reihe ∑
k≥1 ak konvergiert, dann gilt limn→∞ an = 0.

⃝ Wenn die Folge (Sn)n≥1 der Partialsummen beschränkt ist, dann konvergiert die
Reihe ∑

k≥1 ak.

⃝ Wenn die Reihe ∑
k≥1 ak konvergiert, dann gilt limn→∞ n2an = 0.

(f) Was ist der Wert der Reihe ∑
k≥1 1/(4k2 − 1)?

⃝ 1 ⃝ 1
2 ⃝ 1

3 ⃝ 1
4

3.2. Komplexe Folgen. Entscheiden Sie in den folgenden Fällen, ob die komplexe
Folge (zn)n≥1 konvergiert oder nicht. Im Falle der Konvergenz, bestimmen Sie den
Grenzwert.

⋆(a) zn =
(

1
1+i

)n

⋆(b) zn = n2+2−n·i
n−n2·i

(c) zn = an für ein a ∈ C mit |a| = 1

3.3. Folge mit summierbaren Abständen. Sei (zn)n≥1 eine komplexe Folge mit
der Eigenschaft, dass

|zn+1 − zn| ≤ 1
2n

für alle n ≥ 1. Zeigen Sie, dass (zn)n≥1 konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie, dass (zn)n≥1 eine Cauchy-Folge ist.

3.4. Limes superior und Limes inferior I. Sei xn = 2n(1 + (−1)n) + 1 für n ≥ 1.
Bestimmen Sie (mit Beweis):

(a) lim infn→∞ xn

(b) lim supn→∞ xn

⋆(c) lim infn→∞
xn+1

xn

(d) lim supn→∞
xn+1

xn

2/3 8. März 2024



D-INFK
Dr. R. Prohaska

Analysis I
Serie 3

ETH Zürich
FS 2024

3.5. Limes superior und Limes inferior II. Sei (xn)n≥1 eine beschränkte Folge
reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass lim infn→∞ xn der kleinste Häufungspunkt von (xn)n≥1
und lim supn→∞ xn der grösste Häufungspunkt von (xn)n≥1 ist.

3.6. ⋆ Konvergenz und Häufungspunkte. Sei (xn)n≥1 eine beschränkte Folge
reeller Zahlen und c ∈ R. Verwenden Sie den Satz von Bolzano–Weierstrass um zu
zeigen:

(xn)n≥1 konvergiert gegen c ⇐⇒ jede konvergente Teilfolge von (xn)n≥1 hat c als
Grenzwert
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