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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

4.1. MC Fragen: Reihen und Potenzreihen. Wahlen Sie die einzige richtige
Antwort.

(a) Sei Y,50cn2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p € (0, 00). Sei ausserdem
p' der Konvergenzradius der Potenzreihe 37,5, ne,z"~'. Welche Aussage trifft zu?

Op>p
Op<y
Op=yr
(O Es liegen nicht geniigend Informationen vor, um dies zu entscheiden.

(b) Wir nehmen an, dass >°;; a absolut konvergiert und dass "~ by, konvergiert.
Geben Sie die korrekte Antwort auf folgende zwei Fragen an.

(A) Die Reihe Y5 af
(O konvergiert nicht notwendigerweise.
(O konvergiert immer, aber konvergiert nicht notwendigerweise absolut.
(O konvergiert immer absolut.
(O keine der obigen Aussagen trifft zu.
(B) Die Reihe Y=~y axby
(O konvergiert nicht notwendigerweise.
(O konvergiert immer, aber konvergiert nicht notwendigerweise absolut.
(O konvergiert immer absolut.
(O keine der obigen Aussagen trifft zu.

(c) Sei ¢p: N* — N* eine Abbildung, 3,5, a, eine Reihe und b, = ag) fiir n > 1.
Welche der folgenden Aussagen stimmt?

O Xu>1ay ist konvergent und ¢ surjektiv = 3", -, b, ist konvergent.
O Xu>1ay ist konvergent und ¢ injektiv = >, b, ist konvergent.
O Xn>1an ist absolut konvergent und ¢ surjektiv =}, -, b, ist konvergent.

O X.u>1ay ist absolut konvergent und ¢ injektiv = >, -, b, ist konvergent.
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4.2. Konvergenz von Reihen. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender
Reihen (d.h. entscheiden Sie in jedem Fall ob die Reihe absolut konvergent, bedingt
konvergent, oder divergent ist).
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4.3. Konvergenzradius. Bestimmen Sie in den folgenden Teilaufgaben (a)—(d) den
jeweiligen Konvergenzradius pg, pp, pe, pa der gegebenen Potenzreihe und beantworten
Sie jeweils die zusétzlichen Fragen rechts.

(a) Z Sk Zeigen Sie, dass die Potenzreihe in allen Punkten z € C mit
k>0 |z| = pq divergiert.

(b) Z 1 L Finden Sie 21, 2o € C mit |z1| = |22| = p», so dass die Potenzreihe
=1k in z; konvergiert und in 2, divergiert.

(©) Z i Lk Zeigen Sie, dass die Potenzreihe in allen Punkten z € C mit
1 k2 |z| = p. absolut konvergiert.

(k!)? Zk Hinweis: Verwenden Sie nicht die Definition des Konvergenzradi-
2k)! us, sondern wenden Sie direkt das Quotientenkriterium an.

*(d) 2

k>1 (

4.4. Wurzelkriterium vs. Quotientenkriterium. Sei (a,),>1 eine Folge reeller
oder komplexer Zahlen mit a, # 0 fiir alle n > 1. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

|Gny1]

|Gny1] n+
|an|

lim inf < liminf {/|a,| < limsup /]a,| < limsup
n—00 |6Ln| n—00 n—00 n—00
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|an+t1]

|an]

Folgern Sie, dass falls der Grenzwert lim,, ., existiert, folgende Gleichheit gilt:

Wie interpretieren Sie die Aussagen in dieser Aufgabe im Zusammenhang mit dem
Quotienten- und Wurzelkriterium?

Hinweis: Um eine der Ungleichungen zu beweisen, konnen Sie mit einer reellen Zahl ¢ >

lim sup,,_, |a‘2+|1‘ beginnen, und dann &hnlich wie im Beweis des Quotientenkriteriums
n

zeigen, dass limsup,, . /|a.| < q.

4.5. x b-adische Briiche. Lesen Sie tiber b-adische Briiche im Buch von Konigsberger
(im Abschnitt 6.2.1, LINK). Stellen Sie die folgenden Zahlen als Dualbruch und als
Dezimalbruch dar:

L
37 4 5
Welche der Entwicklungen sind endlich?

4.6. Vertauschen von Limes und unendlicher Summation. Lesen Sie die
Aussage von Satz 2.7.28 im Skript.

(a) Definiere fiir j,n € N:

. 1, falls j =mn,
fn(]) = .
0, falls j #n.

Zeigen Sie, dass f(j) := lim, o fn(j) fur alle j € N existiert, dass aber

> f() # lim > ()
=0 j=0

gilt. Wieso ist Satz 2.7.28 hier nicht anwendbar?

(b) Beweisen Sie Satz 2.7.28.

Hinweis: Wihlen Sie fiir € > 0 zuerst J € N, so dass 372 ; g(j) < . Fir hinreichend
grosse n sind die Abstande zwischen f,(j) und f(j) fir alle 0 < 5 < J klein.
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