Analysis I

m Z [j r i C h Prof. Dr. Emmanuel Kowalski

24.08.23

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

Fiir jede Frage ist nur eine Option richtig. Es gibt keine negativen Punkte.

1.MC1 [1 Punkt] Sei (a,) eine reelle Folge. Was ist die konkrete Bedeutung der folgenden Aussage?

vYT >1,3N > 1,Yn > N,a, < —T.

(A) limy, 400 @y, = —00.
(B) lim,,— 1 G, existiert nicht.
(C) limy, 100 an > 0.
(D) limy,—s 400 |an| = +00.
Losung:

(A)

1.MC2 [1 Punkt]| Sei (a,) eine reelle Folge. Welche mathematische Aussage bedeutet, dass (a,)

das Cauchy-Kriterium erfiillt?
(A) 3¢ > 0,dN > 1,Yn > N,Vm > N, |a, — a,| < €.
(B) Ve > 0,IN > 1,Vn > N,3Im > N, |a,, — an| < .
(C) Ve > 0,3IN > 1,¥n > N,VYm > N, |a, — a,| < €.
(D) Ve > 0,YN > 1,Vn > N,Vm > N,|a, — an,| > €.

Losung:

(©)

1.MC3 [1 Punkt] Welche Formel ist richtig fiir alle Funktionen f, g differenzierbar von R nach R?

(A) (fog)(z) = [f(x)g'(f(x))
(B) (fog)(z)=flz)d(f(x))

(C) (fog)(x) =g (f(x)).

(D) (feog)(x)=yg'(x)f (g(x))
Losung
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(D)

1.MC4 [1 Punkt] Sei f: [—1,1] — R eine differenzierbare Funktion mit folgendem Graph.

Welche der folgenden Aussagen gilt?

(A) f ist konvex.

(B) f’ hat drei Nullstellen.

(C) f hat zwei Nullstellen.

(D) f'(x) >0 fur alle z € [—1,1].

Losung:

(©)

1.MC5 [1 Punkt] Sei (a,) eine Folge von positiven reellen Zahlen, die das Cauchy-Kriterium
erfiillt. Welche der folgenden Aussagen trifft zu?

(A) Die Reihe 3,51 a,, ist konvergent.

(B) Die Folge (a,) konvergiert gegen 0.

(C) Die Folge (1/a,,) ist beschrankt.

(D) Die Folge (a,) hat eine konvergente Teilfolge.

Losung:

(D)

1.MC6 [1 Punkt] Sei f :] —1,1[— R eine stetige Funktion. Welche der folgenden Aussagen ist
richtig?
(A) Es gibt ein lokales Maximum von f.
(B) Esgilt f(1/n) — f(0), wenn n — +oo.

(C) Es gibt eine Folge (a,) mit —1 < a, < 1, sodass a,, — 1 wenn n — +o00, aber die Folge f(a,)
konvergiert nicht.

(D) f ist beschrankt.

Losung:
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(B)

1.MC7 [1 Punkt] Sei f :]0,1] — R eine stetige Funktion. Welche der folgenden Bedingungen
impliziert, dass

%lgnéf( ) =
(A) f(1/n) — 7, wenn n — +o0.
(B) f(z/2) — 7/2, wenn x — 0.
(C) e*f(x) — m, wenn x — 0.
(D) Ve > 0,30 >0,V €] — 1, 1], |z| <e = |f(z) — 7| <.
Losung:
(©)

1.MC8 [1 Punkt| Seien f und g stetige Funktionen von R nach R. Angenommen, dass f(z) — 400
und g(x) — —oo wenn x — 0. Welche der folgenden Tatsachen ist nicht moglich?

(A) lim, o f(x)/g(x) = —1.
(B) limso £(2)/g(x) = +00
(C) limg o f(2)/g(x) = 0.
(D) limgo f(2)/g9(x) = —o0,

1.MC9 [1 Punkt] Sei f:]0,1[— R eine differenzierbar Funktion, sodass

f(=1/2) = £(0) = f(1/2) =
Welche der folgenden Tatsachen ist richtig?

A
B
C
D

f" hat genau drei Nullstellen.

f" hat mindestens zwei Nullstellen.
f" hat hochstens zwei Nullstellen.
f" hat mindestens drei Nullstellen.

(A)
(B)
(C)
(D)

Losung:

(B)
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Aufgabe 2

Bitte tragen Sie Thre Antwort in das Antwortheft ein. Es wird nur das Endergebnis bewertet.

2.A1 [1 Punkt] Bestimmen Sie, ob die folgenden Reihen konvergent sind oder nicht (die Summe,
wenn konvergent, ist nicht erforderlich)

Losung:

2
—1)n . . .
St % konvergiert. 37,5 'z konvergiert nicht.

2.A2 [1 Punkt] Berechnen Sie den folgenden Grenzwert

lim exp(v9n — 1 — 3v/n).

n—+o00

Losung:

lim,, o exp(v/9n — 1 —3y/n) = exp(0) =1

2.A3 [1 Punkt] Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen

20 +1
o) =

f(2) = sin(exp(x))
Losung:

/
(3;;1;) = *6(%42)% und (sin(exp(z)))’ = cos(exp(z)) exp(x).

2.A4 [1 Punkt] Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, oder geben Sie an, dass der Grenzwert
nicht existiert

2 _
lim log(cos(z® — 1))
z—1 r — et

ex _ eac 6
(£
z—=0\sin(x? — x)

lim x cos(z).
r—+00

Losung:
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6
. 2_ . ©_ 22 . .. .
lim,_,q log(cgs_(; L) — kig_(i) =0, lim,_,o (sﬁl(mf_r)) =1, lim, .,  cos(z) existiert nicht.

2.A5 [1 Punkt] Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe

3 (3n)!

n
s CHEN

Losung:

Der Konvergenzradius ist gleich 1/27.

2.A6 [1 Punkt] Finden Sie das Maximum und das Minimum der folgenden Funktion im Intervall
[_17 2]
f@) = /(@ + 1)

Losung:

max = f(2) = €?/5 und min = f(—1) = 1/(2e¢).

2.A7 [1 Punkt] Berechnen Sie die Taylor-Approximation der dritten Ordnung der Funktion
f(x) = cos(my/x), beix=1.

Losung:

7T2 7'('2
4 - 1) = T — 1),

2.A8 [1 Punkt] Berechnen Sie eine Stammfunktion der Funktion f: R — R, die durch

T

flo) = =

definiert ist.

Losung:

1 arctan(z?)

2.A9 [1 Punkt] Berechnen Sie das Integral
1
/ zlog(z® + 1)dx.
0

Losung:
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log(2) — 3.
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Aufgabe 3

Bitte tragen Sie Ihre Antwort in das Antwortheft ein. Jede Behauptung in Ihrer Antwort muss
begriindet werden.

3.A1 [4 Punkte]| Die reelle Folge (a,) sei rekursive gegeben durch

ay = \/§
Gni1 = Va, +2 wenn n > 1.

(a) Zeigen Sie, dass (a,) immer wohldefiniert ist.
(b) Zeigen Sie, dass a,, < 2 fiir jedes n > 1.

(¢c) Zeigen Sie, dass (a,) monoton wachsend ist.
(

d) Folgern Sie, dass (a,) konvergent ist, und berechnen Sie den Grenzwert.

Losung:

(a) Die Folge ist wohldefiniert wenn a,, > 0 fir alle n > 1. Induktionanfang: a; = V2 > 0.
Induktionschritt: wenn a,, > 0 ist, dann a,,; > 0 ist. Das ist wahr: a,, > 0 = a, +2 >
0= va, + 2= a,11 > 0. Wir haben gezeigt, dass die Folge (a,) wohldefiniert ist.

(b) Induktionanfang: a; = V2 < 2. Induktionschritt: wenn a,, < 2 ist, dann Gny1 < 2ist. Das
is wahr: a2, = a, +2 <2+2=4= a,41 <2, weil a, > 0 aus Punkt (a) ist.

(c) Es ist genung zu zeigen, dass die Funktion f : [0,2] — R, f(x) = vz + 1 monoton
wachsend ist: f'(x) =1/v/x + 1> 0.
(d) Die Folge ist monoton wachsend und nach oben beschrankt, dann konvergiert (a,) mit

Grenzwert £ € R (Weierstrass). Nach ¢ = lim,, o0 @, = limy, 1 o0 @1 = limy, o0 vV, + 2 5
V{+1,und ¢ > a, > 0 folgt es, dass £ = 2 ist.

3.A2 [7 Punkte]| Sei f:]— 00,1] — R die Funktion gegeben durch
f(l’) =zV1-— Z,

(a) Erklaren Sie, warum f stetig ist.
(b) Berechnen Sie den Grenzwert
lim f(z).

(c) Erklaren Sie, warum f glatt in | — oo, 1] ist, und berechnen Sie f'(x) fiir x < 1.

(d) Berechnen Sie den folgenden Grenzwert

. /
lim f(z).
<l

(e) Berechnen Sie die Werte von x < 1, bei denen f'(x) = 0 ist.
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(f) Zeigen Sie, dass
2
flz) < 3572

fir jedes x < 1, mit Gleichheit, genau dann wenn = = 2/3.

(g) Bestimmen Sie f”(z) fiir x < 1, und zeigen Sie, dass f”(x) < 0 fiir jedes x < 1 ist.

Losung:

(a) Da z +— z, z — (1 — x) stetige Funktionen fiir € R sind und y — /y stetig fiir y > 0
ist, folgt daraus, dass f stetig ist, weil eine Komposition dieser Funktionen ist.

(b) Da  — —o0 und /1 — 2z — 400 wenn x — —oo, es folgt daraus, dass zv/1 — 2z — —o0.
(c¢) Die Funktion z — x ist glatt, und die Funktion z — /1 — z in x €] — 00, 1] ist ebenfalls
glatt. Produkte von glatten Funktionen sind glatt. Wir berechnen die Ableitung von f

210 —xz)—=z

T
01—z 21—z

(d) Da v1—2 — 0 und ;4= — +oo folgt daraus, dass f'(z) gegen +00 wenn z — 1 und
x < 1 konvergiert.

() flla) =0 VI—r=A4-o2-2t=c&r=3

(f) Der Wert « = 2 ist ein einzigartiges globales Maximum, weil f(1) = 0 und f(z) - —oc0
wenn x — —oc. Es folgt, dass f(x) < £(2/3) =2/3%%in ] — o0, 0].

(g) Wit berechnen:

Fla) = VT =7 -

2 —3x )’_ —6y1—2+(2-3x)/V1—x  3x—4
4(1 —x) 4(1 —x)3/?

@) = (5 =

Da3dr—4<0< x<4/3und (1 —2)%? >0« <1, es folgt daraus, dass f”(z) < 0 fiir
jedes © < 1.

3.A3 [2 Punkte] Sei f(z) = cos(z)? — sin(z)? definiert fiir z € R.

(a) Driicken Sie f(z) als Funktion von cos(ax), sin(bzx), fiir geeignete Werte von a und b aus.

(b) Berechnen Sie das Integral
/ f(z)dx.
0
3.A4 [2 Punkte]

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen a, b, ¢, sodass

20 —1 a b c

z(x? —1) 5+x—1+x—|—1'

5 9p —
/xldx_
2 x(2? —1)

(b) Berechnen Sie das Integral
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3.A5 [3 Punkte] Sei f(z) = ¢* definiert fiir jedes z € R.

(a) Erklaren Sie, warum f glatt ist.
(b) Bestimmen Sie f'(x) und f"(z).

(c) Beweisen Sie durch Induktion iiber n, dass es fiir alle n > 0 ein Polynom H,, gibt, so dass
f0(x) = Hy(z) f ()
fiir jedes x € R.

3.A6 [5 Punkte] Sei f: R — R eine glatte Funktion mit der Eigenschaft, dass f”(z) = f(z) fir
jedes x € R.

(a) Sei g die Funktion, definiert durch g(z) = e*(f(z) — f'(x)) fir alle x € R. Zeigen Sie, dass
¢'(x) =0 fir alle z € R.

(b) Folgern Sie, dass es ¢ € R gibt, sodass f(z) — f'(z) = ce™® fir alle z € R.

(¢) Sei h die Funktion, definiert durch h(z) = e=*f(z) fir alle x € R. Zeigen Sie, dass

R (z) = —ce™

fiir alle z € R ist.

(d) Schliessen Sie, dass es reelle Zahlen ¢; und ¢y gibt, sodass

f(z) = cre” + cpe™ .

(e) Berechnen Sie f” unter Verwendung dieses letzten Ausdrucks und leiten Sie daraus ab, dass
co = 0, und somit, dass f(z) = cie” fir alle z € R.
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