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Aufgabe 1

1.MC1 [2 Punkte] Formulieren Sie die Negation der folgenden Aussage:

VneNImeN: (m>n)A(m < 2n)

(A) VneN,Im eN: (m>n)A(m < 2n)
(B) VneN,dm e N: (m <n)V(m>2n)
(C) dneN,YymeN: (m<n)V(m>2n)
(D) 3neN,Vm e N: (m <n)A(m>2n)

1.MC2 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende Abbildung:
fi[-1,00) =R, f(z)=2>-1
Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

(A)

(B) f ist surjektiv, aber nicht injektiv.
(C) f ist bijektiv.

(D)

f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

f ist weder injektiv noch surjektiv.

1.MC3 [2 Punkte] Bestimmen Sie das Supremum der folgenden Teilmenge von R:

{1-|lneN}n 32

ie Teilmenge besitzt kein Supremum.

1.MC4 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle komplexen Nullstellen des folgenden Polynoms in C:

2 +z
(A) 0
(B) 0,1 und —1
(C) 0, ¢und —i
(D) ¢ und —i
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1.MC5 [2 Punkte] Berechnen Sie fiir die folgende Folge (a,,)nen den Grenzwert lim,, o a,, falls

dieser existiert.
 (n+2?—-(n+1)°

n —

n-+3
(A) 0
(B) 1
(C) 2
(D) Die Folge konvergiert nicht.

1.MC6 [2 Punkte] Die folgende Folge (a,)nen besitzt mindestens einen Haufungspunkt:
a, = sin(n) — cos(n)

(A) Wahr
(B) Falsch

1.MC7 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der folgenden Folge (a,)nen:

n
n = (_1)nn +1

(A) Die Folge hat keine Haufungspunkte.

(B) 1

(C) Ound 1

(D) 1 und —1

1.MC8 [2 Punkte] Es sei (a,)en eine reelle Folge mit

1
la,| < —, VneN.
n

Dann konvergiert die Reihe
S
n=1
(A) Wahr
(B) Falsch

1.MC9 [2 Punkte] Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe:

o0
Z n2n "
n=0
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(A) 0
(B) 3
(€)1
(D) 2

1.MC10 [2 Punkte] Essei f: R — R eine Funktion. Falls gilt

lim f(jl) — #(0) und lim f(—l) — £(0)

n—00 n—o0 n
dann ist f stetig an der Stelle 0.

(A) Wahr
(B) Falsch

1.MC11 [2 Punkte] Berechnen Sie, falls dieser existiert, den folgenden Grenzwert:

:lvig% 1-— ;c;s(x)
(A) 3
(B) 1
(€) -1
(D) Der Grenzwert existiert nicht.

1.MC12 [2 Punkte| Die folgende Funktion f: R — R ist stetig auf R:

T fur <0
fz) = )
xlog(x) fir >0

(A) Wahr
(B) Falsch
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1.MC13 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende Funktion f: R — R:

f(x):{o fuir z<0

¢ fir x>0,

wobei a € R ein Parameter ist. Fiir welchen der folgenden Werte von a ist f an der Stelle x = 0
differenzierbar?

4) =}
(B) a=1
(C) a=3
(D) Keine der obigen Werte.

1.MC14 [2 Punkte] Es sei f : R — R eine stetige Funktion mit f(1) = 2 und f(2) = 1. Dann
existiert ein x € (1,2) mit f(z) = x.
(A) Wahr
(B) Falsch

1.MC15 [2 Punkte] Es existiert eine Funktion f: R — R der Klasse C, sodass gilt

f(0) =1, lim f(x) =0, und f'(x) >0, VreR

T—00
(A) Wahr
(B) Falsch

1.MC16 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen gilt NICHT fiir alle f € C?(R)?

(A) Fir alle z € R, existiert £ € R mit [¢] < |z|, sodass f(z) = f(0) + f/(0)x + 5 f"(£)2>.
(B) Es existiert eine Funktion g : R — R, sodass f(z) = f(0) + f'(0)z + 22g(z).

(C) Es existiert ein C' > 0, sodass |f(x) — f(0) — f'(0)z| < Cz? fiir alle x € [—1,1].

(D) Tin, o2~ 2(f(x) — £(0) — F/(0)) = 0.

1.MC17 [2 Punkte] Essei g: R — R eine stetige Funktion. Finden Sie eine Losung zur folgenden
Differentialgleichung:

f'(x) + f(z) = g(x)

(A) f(z) = e"g()

(B) f(z) = J§ 9(t) dt

(C) flz) = e [§ e'g(t) dt
(D) f(x) =e" Jy g(t)dt
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1.MC18 [2 Punkte] Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
"+ =0
fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f : R — R. Welche der folgenden Aussagen trifft zu?

A
B

(A) Diese Gleichung besitzt keine Losung.

(B)

(C) Diese Gleichung besitzt unendlich viele Losungen.
(D)

Diese Gleichung besitzt genau zwei Losungen.

D) Der Vektorraum aller Losungen dieser Gleichung ist (reell) eindimensional.

1.MC19 [2 Punkte] Welche der folgenden Teilmengen von R ist offen?
(A)

(B)

1.MC20 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende Funktion:
fRE=R, fr,y,2) =ayz.

Bestimmen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt (1,1,0).

(A)

_— o o O O

S
(V)
— = O

(D)

sl
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1.MC21 [2 Punkte] Es sei f: R? — R? eine differenzierbare Abbildung mit

f(O,O):<(1)>, und df((),()):(cl) _21>

Weiter sei
g:R*=R,  g(z,y) =2y

Bestimmen Sie d(g o f)(0,0), das Differential der Komposition g o f an der Stelle (0,0).

(A) d(go £)(0,0) = (1 2)
(B) d(go £)(0,0)= (1 1)
(C) d(go £)(0,0)= (0 1)
(D) d(go £)(0,0)= (0 —1)

1.MC22 [2 Punkte] Wir betrachten das Vektorfeld

cos(x1)
X :R? > R X@)::(e )

sin(e*?)
(x; := i-te Komponente von x) und den Weg
y:[0,27] 5 R% y(t) = (cos(t),sin(t)).

Berechnen Sie das Wegintegral von X langs ~.

(A) [ X -dy=-—n
B) [ X -dy=
C) JX -dy=m
(D) [ X -dy=27

1.MC23 [2 Punkte] Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f:R? =R, f(x)=sin(z;)e™

um den Punkt (0,0).

(A) T]%,(o,o) () =14 2z
(B) T (0,0)(2) = 71 + 2122
(©) Tf,(o,o)(x) =21 + o}

(D) TF o0y (x) = oo + 27 + 23
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1.MC24 [2 Punkte] Berechnen Sie die Menge Crit f der kritischen Punkte der Funktion

3 2

f:R? =R, f(x)::%+%+x§.
(A) Crit f = {(0,0),(~1,0)}
(B) Crit f = {(0,0),(1,0)}
(C) Crit f = {(0,0),(0,-1)}
(D) Crit f = {(0,0),(0,1)}

1.MC25 [2 Punkte] Sei g : R — R die eindeutige glatte Funktion, sodass
et 9@ _ g(z) =0, Ve € R.

Berechnen Sie die Ableitung von g an der Stelle x = 1.

(A) g'(1) = -1
(B) ¢'(1) = —3
(C) ¢(1) =3
(D) ¢(1) =1

1.MC26 [2 Punkte] Wir betrachten die glatte Kurve in R? gegeben durch
C = {(x,y) €R2‘x3+x+y5+y20}.

Berechnen Sie den Tangentialraum an C' im Punkt (z,y) = (1, —1).

1.MC27 [2 Punkte] Berechnen Sie das folgende wiederholte Integral:

I:= /_72; (/01 sin (cos(azl)xg)da:l> dxs

(A) I =—n
(B) I=0
C) I=m
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1.MC28 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende glatte Fliche in R* mit Rand:
Yi={r € R®|zy =af + a3, 23 < 1}.

Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich dem Flécheninhalt von X7

(A)
A1 Y1
/E 0 Yo : Y2 dy
O\ +43) \y?+43
(B)
5.0 %+% m+w
(C)
~/B1(0) ) (
(D)
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Aufgabe 2

Fiir jedes n € N sei:
1

fn:[0,1] = R, folz) = T

2.A1 [3 Punkte] Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nen fiir n — oo punktweise auf [0, 1]
gegen eine Funktion
f:00,1] =R

konvergiert und bestimmen Sie f(x) fir x € [0, 1].
2.A2 [2 Punkte] Konvergiert (f,,)nen gleichméssig gegen f auf [0, 1]? Begriinden Sie Thre Antwort.

2.A3 [2 Punkte] Es sei nun r € (0,1) beliebig. Betrachten Sie die Funktionenfolge (f,)nen ein-
geschrankt auf das Intervall [r,1]. Zeigen Sie, dass diese Funktionenfolge gleichmaéssig auf [r, 1]
konvergiert.

Priifungs-Nr.: 000 XX-XX-XX-000-000 Seite 10 von 14



ETH:-urich

Analysis I & 11

Prof. Tristan Riviere, Dr. Fabian Ziltener

15. Juni 2024

Aufgabe 3

3.A1 [3 Punkte] Berechnen Sie das folgende Integral:

Lo,
/me”:dx
0

3.A2 [4 Punkte] Berechnen Sie das folgende Integral:

/0 s ™

3.A3 [3 Punkte] Essei f:[0,2] — R eine stetige Funktion. Betrachten Sie fiir jedes n € N die

folgende Zerlegung des Intervalls [0, 2] in disjunkte Teilintervalle:

wobei

1
=10~
! {’n}’

2n
[072] = U 127
k=1

k-1 k&
1::( } Vk € {2,3,...,2n}.

n n

Betrachten Sie weiter fiir jedes n € N die Summe

Berechnen Sie den Grenzwert

fiir die folgenden Funktionen f:

12 /k
lim — r
tm 30 ()
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Aufgabe 4

Es seien U,V C R? die folgenden Teilmengen von R?:
V ={(u,v) € R* | v > 0}, U={(z,y) eR*| >0,y >0}

Betrachten Sie die folgende Abbildung;:

ve

UV U U(uv) = (”e )

4.A1 [3 Punkte] Berechnen Sie die Determinante des Differentials von W:

det (D\I/(u, v))

4.A2 [5 Punkte] Zeigen Sie, dass ¥ ein glatter Diffeomorphismus von V auf U ist.

Bemerkung: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ¥ glatt ist.

4.A3 [3 Punkte] Es sei nun S C R? das folgende Gebiet:
, 1 4
S:{(:E,y)ER ‘x>0, —<y< -, y<:p<2y}.
T T

Wir betrachten ¥ als Koordinatentransformation, also x = ve* und y = ve™". Schreiben Sie S in
den Koordinaten (u,v), das heisst, bestimmen Sie die Menge

U H(S) = {(u,v) € R* | ¥(u,v) € S}

4.A4 [3 Punkte] Verwenden Sie ¥ als Substitution, um den Flécheninhalt von S zu bestimmen.
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Aufgabe 5

Betrachten Sie die folgende Funktion auf R?:

F:R* =R, F(z,y)=a>—6x—y®+y?

5.A1 [6 Punkte] Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von F auf R? und bestimmen Sie, ob es
sich dabei um lokale Minima, lokale Maxima oder Sattelpunkte handelt.

5.A2 [6 Punkte] Wir bezeichnen mit Si(0) den Kreis um den Nullpunkt in R? mit Radius 2 und
mit f die Einschrankung von F auf S3(0). Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f.

5.A3 [4 Punkte] Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum von F' auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe

S={(z,y) eR* | 2” +y* < 4}.
Hinweis: Es gilt V2 ~ 1.4
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Aufgabe 6

Wir betrachten die Menge
2= {(y.eM") |y € BX(0)).

Das ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R® mit Rand. (Sie brauchen das nicht zu zeigen.)

6.A1 [4 Punkte] Berechnen Sie eine Koorientierung (= ein Einheitsnormalvektorfeld) v auf 3.

Bemerkung: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass eine bestimmte Abbildung eine globale
glatte Parametrisierung von ¥ ist, falls das tatsédchlich zutrifft.

6.A2 [3 Punkte| Wir betrachten das Vektorfeld

21 sin ( etz
X R = R? X(z):=| xgsin (e1t*2
cos (eml_”)

Berechnen Sie den Fluss

Dy X3 — DyX?
/ DsX' — D, X3 | . vdA.
*\ D X2 - Dyx!

Bemerkung: Sie kénnen diesen Teil der Aufgabe selbst dann 16sen, wenn Sie den ersten Teil
nicht 16sen konnten.
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