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1.1. Partielle Integration

(a) Wir integrieren zuerst die gegebene Funktion und werten sie im letzen Schritt
aus.
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Auswerten der Funktion fiir die gegebenen Grenzen ergibt:
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Auswerten der Funktion fiir die gegebenen Grenzen ergibt:
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(c) Wir wenden zwei Mal partielle Integration an.
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/ (32 4 2%) sin(27)dzr = —5(333 + z?%) cos(23:) 5 3 + 2x) cos(2z)dx
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Einsetzen der angegebenen Randwerte ergibt das Ergebnis.
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1.2. Variation der Konstanten

(a) Zuerst finden wir eine Losung zur entsprechenden homegenen Differentialglei-
chung:
y{wm - 3yhom = Oa

also wo die rechte Seite Null gesetzt wurde. Es ist leicht zu erkennen, das die homogene
Losung gegeben ist druch yuom(z) = Ce3®, wobei C' € R eine konstante ist. Dies kann
man auch wie folgt sehen: die Gleichung entspricht umgeformt

/
Yhom =3
Yhom
Integrieren wir beide Seiten nach x finden wir
yhom / 3dx.
yhom

Verwenden wir auf der linken Seite die Substitutionsregel, so finden wir

log(Yhom () = 3z + ¢,
wobei ¢ € R eine Integrationskonstante ist. Exponentieren beider Seiten ergibt:
Yhom (1) = O™,
wobei wir C' = e¢ umgeschrieben haben.

Um nun die urspriingliche, inhomogene, Differentialgleichung zu losen, verwenden wir
den Ansatz:

y(x) = O(x)e.

Wir nehmen also die homogene Losung und ersetzten die Konstante mit einer Funktion
von z. Diese Methode wird Variation der Konstanten genannt. Setzen wir nun den
Ansatz in die Differentialgleichung ein, finden wir:

C'e +3Ce* — 30e3 = e,
Daraus folgt
C' = e*.
Integrieren ergibt:

1
C= /e2xdx = 5621 + K,

wobei K € R eine Konstante ist. Durch Einsetzen in den Ansatz, finden wir die
Losung:

1 1
y(x) = (56% + K)e¥ = 5655” + Ke**, K cR.
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(b) Wir gehen gleich vor wie in der ersten Teilaufgabe.
Homogene Losung: ypom () = Ce3®

Ansatz: y(z) = C(x)e>®

Ableiten und Einsetzen: C’e3* + 3Ce3® — 3Ce3” = 37
Daraus folgt: C' =1

Integration ergibt: C' =z + K

Und die Losung lautet. y(z) = ze®” + Ke**, K € R.

(c) Homogene Losung: ypom(z) = Ce”

Ansatz: y(x) = C(x)e”

Ableiten und Einsetzen: C'e” + C'e® — Ce* = sin(x)

Es folgt: C" = sin(x)e™™

Integrieren ergibt: C' = [sin(z)e *dx.

Wir berechnen das Integral mit Hilfe von partieller Integration:

C= /sin(x)e_mdx = —e "sin(x) + /COS(I)e_deJ

= —e “sin(z) — e “cos(z) — C
Es folgt: C' = —Se " (sin(z) + cos(z)) + K
Und die Losung lautet damit: y(z) = —3(sin(z) + cos(z)) + Ke*, K € R
1.3. Homogene Differentialgleichungen

(a) Die allgemeine Losung kann von dem charakterisitischen Polynom abgelesen
werden (siehe Satz 5.6.3 im Skript). Dies folgt auch unter Verwendung des Exponenti-
alansatzes y(x) = e*. Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt dieser Ansatz:

y'+y =2y =N+ =2)eM =0.
Das charakteristische Polynom ist also
pAN) =X+ A—2=A+2)(A—1)

mit den beiden verschiedenen Nullstellen A = —2 und A = 1. Dies ergibt mit dem
Exponentialansatz die zwei unabhingigen Losungen e =2 und e®. Da der Losungsraum
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung ein zwei-dimensionaler Vektorraum ist,
ist die allgemeine Losung deshalb gegeben durch

y(r) = Ae™** + Be",

mit A, B € R beliebige Konstanten.
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(b) Das charakteristische Polynom ist
p(A) = AT — 42 = N2\ +2)(\ — 2).

Es hat eine doppelte Nullstelle bei A = 0 und einfache Nullstellen bei A = —2 und
A = 2. Die allgemeine Losung ist deshalb

y(z) = A+ Bx + Ce™** + De*.

(c) Das charakteristische Polynom ist
p(A) = (A= 1)* (A = 4)*.
Es hat zwei doppelte Nullstellen bei A = 1, 4. Die allgemeine Losung ist deshalb

y(x) = Ae” + Bxe® + Ce** + Dre*.

1.4. Federpendel

(a) Das Hookesche Gesetz gibt die Kraft, welche die Feder ausiibt:
Fy = —kx.
Das Stokesche Reibungsgesetz beschreibt die Kraft, die durch die Reibung entsteht:
Fr=—cz
Mit dem zweiten Newtonschen Gesetz finden wir:
mi = Freder + FRreipung = —ci — k.

Umgeschrieben mit den Parameter 6 (Dampfungskonstante) und wy (Kreisfrequenz
des ungeddmpften Systems) finden wir

) c. k .
§=——i— —x =200 —wim,
m m
oder

i+ 207 + wiz = 0.
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(b) Wir nutzen den Exponentialansatz z(t) = e* und finden:
G+ 207 + wir = (A2 + 20\ + wd)eM = 0,

also:
N+ 20A +wi =0
Gemass der Mitternachtsformel ergibt dies:

95+ /467 — 43
A= N st

2

Es gibt zwei Félle zu unterscheiden:

a) Falls 0 < wp, dann sind beide Losungen fiir A komplex und wir finden mit dem
Exponentialansatz komplexe Losungen:

e—étemit’ o0t o=\ w07t
Nehmen wir die Summe und die Differenz der beiden Losungen, so sehen wir:
e—&tew/w%—é%t_'_e—éte—\/wg—&?it _ e—ét(ew/wg—ci?it_f_e—\/wg—d?it) — 92¢ % cog < /w(z) _ 52 t> 7
und ganz analog:

— 2_524 — _ 2_524 . .
e 5t€\/w0 Jzt_e 5te \ w§ Jzt:2le 6tSlIl< /w%—(FQt),

unter Verwendung der Eulerschen Formel. Daher lasst sich die allgemeine reelle Losung
schreiben als:

z(t) = C - e cos (\/wg — 62 t) + D -e % sin (y/wg — 62 t) :

wobei C, D abermals reelle Konstanten sind. Man beachte, dass wir so auf rein reelle
Losungen kommen.

Falls 6 > wy, dann sind die Losungen fiir A beide reell und wir haben also:
l’(t) =C. e(*5+ﬁ)t +D- 6(767M)t

als allgemeine Losung (hier sind C, D reelle Konstanten).
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(c) Im Gegensatz zu 6 = 0, was zu gleichméssigen Oszillationen fiihrt, werden fir
0 > 0 alle allgemeinen Losungen exponentiell gegen 0 gehen, wenn ¢t — 4o00. Im Fall
wo > 0 gibt es hierbei Oszillationen um 0 mit immer kleiner werdendem Ausschlag, im
anderen Fall gibt es keine Oszillationen, nur ein Ausschlag und dann exponentielles
anndhern an 0. Man beachte, dass im zweiten Fall der Wert /62 — wi < § eine
Verlangsamung der Konvergenz gegen 0 bewirken kann, falls C' # 0. Dies liegt daran,
dass die Feder “zu stark” gedampft wird und die Dampfung durch Reibung somit mehr
von der Federkraft kompensiert wird als fiir eine “optimale” Konvergenzgeschwindigkeit
wiinschenswert wéire (Konvergenz wie e, wie im oszillatorischen Fall).

1.5. Vektorraum iiber R

Fir (R, 4+, -) folgt dies aus den elementaren Eigenschaften der reellen Zahlen, siehe
die Axiome im Kapitel 2.2 des Skripts. Beachten Sie, dass das Identitatselement der
abelschen Gruppen (R, +) durch die Zahl 0 gegeben ist und die Inverse zu einem
x € R durch die Zahl —z gegeben ist. Beachten Sie auch, dass die Kompatibilitéit der
Multiplikation in R mit der Skalarmultiplikation, also die zweite Bedingung in der
Definition eines Vektorraums, dquivalent ist zur Assoziativitdt der Multiplikation in
R.

Fir (C, +, ) folgt dies, indem wir komplexe Zahlen z € C schreiben als
z=x 41y
mit x,y € R. Die Addition in C ist dann gegeben durch
21+ 20 = (21 +iyn) + (22 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 1),
und die Skalarmultiplikation mit einem a € R ist gegeben durch
az = a(r + 1y) = ax + tay.

Die gewiinschten Eigenschaften fiir C folgen dann aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten von R. Beachten Sie, dass wieder das Identitatselement der abelschen Gruppen
(C,+) durch die Zahl 0 gegeben ist und die Inverse zu einem z = = + iy € C durch
die Zahl —z = —z — iy gegeben ist. Beachten Sie auch, dass C ein zwei-dimensionaler
Vektorraum tber R ist. Eine Basis ist gegeben durch {1,}.

1.6. Vektorraum von Funktionen
Sei S eine Menge und V' ein Vektorraum iiber R. Wir definieren
X =V,

+: XXX =X, (f+9)(s):=[f(s) +9(s),
CRxX =X, (a-f)(s):=a-(f(s)).
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(Hier verwenden wir auf der rechten Seite die Addition und Skalarmultiplikation im
Vektorraum V.)

Zu iiberpriifen sind die Bedingungen (i-iv) von einem Vektorraum (siche Hinweis bei
Aufgabe 3 auf der Ubungsserie). Bedingung (i), also dass (X, +) eine abelsche Gruppe
ist, folgt daraus, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist. Das Identitétselement in X ist
die konstante Funktion Ox(s) = Oy fiir alle s € S, wobei Oy das Identitatselement in
V ist. Die (additive) Inverse zu einem Element f € X ist die Funktion — f, definiert
durch (—f)(s) := —f(s), also zu jedem s € S wird die (additive) Inverse von f(s) im
Vektorraum V' zugeordnet.

Auf dhnliche Weise folgen die Bedingungen (ii,iii,iv) fiir (X, +,-) einfach aus den
entsprechenden Bedingungen fiir den Vektorraum (V, +,-).



