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9.1. Losung einer polynomialen Gleichung

(a) Das Vorgehen hier ist genau gleich wie in der Aufgabe Nichtlineare Gleichung der
letzten Serie. Wir verwenden den Satz von der impliziten Funktion, siehe z.B. Satz
4.11 (implizite Funktionen) in den Notizen von Dr. Ziltener (hier ist n = 2, p = 1 und
(70,70) = (0,0) € R?). Die Funktion f ist als Polynom glatt, also f € C*°(R? R), und
f(0,0) = 0. Die Ableitung von f nach y ist

Oyf(z,y) =14 5y,

also gilt

Die Ableitung nach y ist nicht Null im Punkt (z¢,y0) = (0,0), also invertierbar als
lineare Abbildung von R nach R. Somit sind alle Bedingungen fiir den Satz von der
impliziten Funktion erfiillt und der Satz liefert offene Umgebungen U, von xy = 0
und Vj von yp = 0 und eine Funktion g € C*°(Uy, V) mit ¢(0) = 0, sodass

F7H0) N Ty x Vo = {(2, 9(2)) | = € Uy}

Wir konnen leicht arrangieren, dass dies auch fiir Intervalle gilt. Namlich wahlen wir
ein offenes Intervall V' C 1} und ein offenes Intervall U C ¢~ (V) C ¢~ (Vp) = Ub.
Wir bemerken, dass die Einschrankung g|y in C*°(U, V') liegt (U wurde so gewéhlt,
dass es unter g nach V' abgebildet wird). Dann gilt auch

FHO)NUxV ={(z,g(z))|zeU}.
Diese Gleichung besagt, dass fir jedes x € U, der Punkt (z,y) = (x,¢g(x)) in der
Losungsmenge f~1(0) liegt, also 16st y = g(x) die Gleichung f(z,y) = 0. Des Weiteren

besagt die Gleichung, dass alle Punkte der Losungsmenge f~1(0) in U x V' von dieser
Form sind. Also fir gegebenes z ist y = g(x) die einzige Losung in V' von f(z,y) = 0.

(b) Es gilt

Wir berechnen

Somit finden wir
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9.2. Kreis ist eine Untermannigfaltigkeit
Wir betrachten die folgenden vier offenen Teilmengen von R%:
Uy = {(:El,xQ) € R?| 2y > O}, Ug = {(xl,xg) € R?*|zy < O},
Ugp = {(:Ul,xg) cR*|z; > 0}, Uy = {(xl,:cg) €R*|x < O}.
Wir konnen den Einheitskreis mit den vier Teilmengen
S'nuy, S'nuUg, S'NUE S'NUy

iiberdecken und werden jeweils in diesen Teilmengen die Definition einer Unterman-
nigfaltigkeit iiberpriifen, also S* dort als Graph einer Funktion darstellen. Diese
Teilmengen sind in der folgenden Abbildung dargestellt: in Schwarz der Einheits-
kreis und farbig gestrichelt jeweils der entsprechende Bereich des Einheitskreises
gekennzeichnet.

X2

Fir z € S' N Uy (dies entspricht der in rot dargestellten Teilmenge) gilt x5 > 0 und

r? 4+ 23 = 1. Wir koénnen diese Gleichung nach z, auflésen, also x5 = /1 — 22, wobei
wir wegen xo > 0 die positive Wurzel nehmen. Wir definieren nun die Abbildung

fo=LY) =R fly) = y1-y?
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und bemerken, dass diese Funktion glatt ist, also f € C*~((—1,1),R) (da 1 —y* > 0
fiir alle y € (—1,1)). Nun kénnen wir S N Uy als Graph dieser Funktion schreiben,

also
S'NUy = gr(f) = {(:z:l, V91— :z:%) |z € (-1, 1)}

Laut der Definition (Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums) in den Notizen
von Dr. Ziltener ist somit S! um jeden Punkt x € S' N Uy eine glatte Untermannig-
faltigkeit der Dimension 1. (Hier mussten wir keine Koordinaten permutieren, also als
Permutation wurde die Identitédt verwenden.)

Fir z € S* N Usg (in blau) gilt 2o < 0 und 2% + 23 = 1. Lésen wir die Gleichung nach

To auf, finden wir nun z, = —y/1 — z?. Wir definieren die Abbildung

g:(=1,1) =R, g(y)=—1-92

Es gilt wieder g € C*°((—1,1),R) und wir kénnen S' N Uy als Graph dieser glatten
Funktion schreiben:

S'NUs = gr(g) = {(xl, —\/1 - x%) |z € (-1, 1)}

Fir z € S'NUg (in orange) gilt z; > 0 und 2?2 + 23 = 1, also z; = /1 — 23. Wir
bemerken, dass die Teilmenge S* N Uy nicht direkt als Graph geschrieben werden
kann, also es gibt keine Funktion h, sodass (z1,x2) = (21, h(xy)) gilt fir alle (z1,25) €
STNUg. Aber wenn wir die beiden Koordinaten vertauschen, dann kann die Teilmenge
als Graph dargestellt werden (d.h. wir schreiben z; als Funktion von xz3). Wir wenden
also die folgende Permutation an

o:{1,2} - {1,2}, o(1)=2, o(2)=1.

Dann gilt
{(w2,21) | (z1,72) € S" NUs} = gr(f) = { (22, /1 = 23) |22 € (-1, 1) }.

Ahnliches gilt fiir S' N Uy, (in griin). Hier haben wir z; < 0 und z% + 23 = 1, also

r1 = —/1 — 23 = g(z2). Wir wenden wieder die Permutation o an und schreiben

{(xg,xl) | (z1,25) € S'N US} =gr(g) = {(mz, —y/1— x%) |29 € (—1, 1)}

Wir haben nun gezeigt, dass S um jeden Punkt eine glatte Untermannigfaltigkeit
von R? der Dimension 1 ist.
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9.3. Die inverse stereographische Projektion ist eine Einbettung

(0,...,0,1)

(yh sy Yn—1, 0)

(a) Die inverse stereographische Projektion ¢ bildet den Punkt y = (yy,...,yn—1) €
R™! auf den Punkt x = (x4,...,2,) € S" ! C R" ab, wo die Gerade durch (0,...,0,1)
und (y1,...,Yn_1,0) die n — 1 Sphére schneidet, siche Abbildung oben. Die Gerade
durch die Punkte (0,...,0,1) und (yi,...,yn_1,0) besteht aus den Punkten

(O,...,O,l)—i—t((yl,...,yn_l,O)—(O,...,O,l)), fir te€R,
also ist die Gerade gegeben durch
G = {(tyl,...,tyn_l,l—t)ue R}.

Die Schnittmenge G N S"~! besteht aus allen Punkten z € G welche ||z]]*> = 1
erfillen. Es gibt natiirlich zwei Schnittpunkte: Der urspriingliche Punkt (0,...,0,1)
und der gesuchte Punkt x € S~ welcher als Bild v (y) definiert wird. Die quadrierte
euklidische Norm von einem Punkt in G ist gegeben durch

n—1
2 42 2 2 42 2 2 2 2
Iyt oas L= = € 0+ (=7 = Pl + (1 =0)" = (ol D =241,
J:

wobei die Norm auf der rechten Seite die euklidische Norm in R*™! ist. Um x = 9(y)
zu finden, setzen wir den Ausdruck oben gleich 1 und l6sen nach ¢ auf. Dies ergibt

2

(lyl?+1)2 =2t =0 = t=0 oder t=-—"1—.
lyll? +1
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Die Losung t = 0 entspricht dem Punkt (0,...,0,1). Die andere Lésung entspricht
unserem gesuchten Punkt:

~ 2y, 21 2 )= ( 2y, 2Yn—1 HyHQ—l)
lyll>+ 17yl + 17 yl? +1 lyll>+ 17yl + 17 lyl* + 1

Wir konnen also die inverse stereographische Projektion wie folgt schreiben:

1

1/):R”_1—>S”_1§R", YY) = —5——
W)= E

(29, 1yl —1).

(b) Die Abbildung v ist offensichtlich glatt. Wir zeigen, dass v eine Immersion ist,
also dass die Ableitung tiberall injektiv ist. Sei y € R"~! beliebig. Die Ableitung von
¥ im Punkt y ist eine lineare Abbildung

d(y) : R = R

Wir miissen zeigen, dass diese lineare Abbildung injektiv ist, also wenn di)(y)-v = 0 fiir
ein v € R"! dann gilt v = 0. In Matrix-Darstellung sind die Eintrige der Ableitung
gegeben durch

v (y)
d k= .
Fir j € {1,...,n — 1} finden wir
W (y) _ 0 ( 2y ) 25 Ayime
Oy Oy \llyl>+1/  lwlP+1  (lyl* +1)*

wobei d;;, = 1 falls 7 = k und ¢, = falls j # k. Fir j = n finden wir

Oy O

oM(y) 0 <||y||2—1> Ay,
lyll>+ 1/ (Jlyll>+1)*

Das Bild di(y) - v € R" von v = (vy,...,v,-1) € R"! ist in Komponenten also
gegeben durch

n—1

(dy(y)-v); =

B o v — Y,
S+ S P+ P17l + 127

26jkvk ni:l 4yjyk7}k 2 4<y7 U>

wenn j € {1,...,n— 1} und fir j = n:

0 :n_l dypor My, v)
(@) 0 = 2 e+ 17 ~ P + 17
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wobei (y,v) das Skalarprodukt von y und v bezeichnet. Falls di)(y) - v = 0 gilt, dann
folgt aus den ersten n — 1 Komponenten, dass v parallel zu y ist, also v = Ay fiir

irgendein A € R. Wenn y = 0 impliziert dies schon v = 0. Wenn y # 0, dann impliziert

4ly|?
lyl[*+1

die n-te Komponente, dass A =0, also A = 0 und somit v = 0. Dies zeigt, dass

dy(y) injektiv ist.

Wir haben gezeigt, dass ¢ eine glatte Immersion ist. Um zu schliessen, dass ¥
eine Einbettung ist miissen wir noch die Injektivitat von 1 und die Stetigkeit der
Umkehrabbildung zeigen. Dies folgt aus der expliziten Formel fiir die stereographischen
Projektion, siche Aufgabe 8.

9.4. Kurve vierter Ordnung, die eine Untermannigfaltigkeit ist.

0.5 8

Wir verwenden den Satz vom reguldren Wert, siche Satz 4.28 (Satz vom reguléren
Wert) in den Notizen von Dr. Ziltener. Dazu definieren wir die glatte Funktion

g:R* =R, g(xy,1) = 2 + 5.
Wir konnen die Menge M als Urbild unter g schreiben:
M =g'(1).

Um den Satz vom reguléren Wert anzuwenden miissen wir zeigen, dass die Ableitung
von ¢ in jedem Punkt von M = g~ !(1) surjektiv ist. Die Ableitung lautet

dg(z1,13) = (493?1’ 41‘3) :
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Diese lineare Abbildung hat fir jeden Punkt (z1,z5) # (0,0) Rang 1, bildet also
R? surjektiv auf R ab. Da der Punkt (0,0) ¢ g~'(1), ist dg(z) fir alle z € g~*(1)
surjektiv und 1 somit ein reguldrer Wert von g. Aus dem Satz vom reguldaren Wert
folgt, dass M = g~1(1) eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2 — 1 = 1 ist.

9.5. Hyperboloid ist eine Untermannigfaltigkeit

Wir verwenden wieder den Satz vom regulédren Wert. Dazu definieren wir die Funktion:
g:R* =R, g(xy,19,73) = 27 + 25 — 3.
Wir bemerken, dass ¢ glatt ist und
M =g *(1).
Die Ableitung lautet
dg(xy, x9, x3) = (2:1:1 279 —2173) )

Diese lineare Abbildung hat Rang 1 ausser im Punkt (0,0, 0). dg(x) : R®> — R ist also
surjektiv fiir alle z # 0. Da (0,0,0) ¢ g~!(1), folgt das 1 ein regulirer Wert von g
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ist und M = g~1(1) somit eine glatte Untermannigfaltigkeit von R?* der Dimension
3—-1=2.

9.6. Tangentialrdume einiger Untermannigfaltigkeiten

Wir bemerken, dass die Untermannigfaltigkeiten in der Aufgabenstellung alle als Lo-
sungsmenge einer Gleichung dargestellt sind. Um den Tangentialraum zu beschreiben
kénnen wir also den dritten Teil von Satz 5.4 (Charakterisierung des Tangentialraumes)
im Skript von Dr. Ziltener verwenden. Dieser besagt, dass fiir eine Untermannigfal-
tigkeit der Form M = g~1(c) der Tangentialraum in jedem Punkt x € M durch den
Kern der Ableitung von g gegeben ist, also T, M = ker(dg(z)).

(a) Esgilt M = g~'(1), wobei
g:R* =R, g(z1,15) = 2170
Die Ableitung in einem Punkt x € M ist
dg(xy1,z9) = (932 xl) )
Der Tangentialraum im Punkt z ist

1
T.M = ker(dg(x)) = {v € R?| w1 + 2105 = 0} = {t <_1> |t e R},

7

wobei wir verwendet haben, dass fiir x € M gilt 2, = L, also vy, = —22v; = — S0,
) x1’ x1 zy

(b) Wieder gilt M = g~*(1), wobei
g:R* =R, g(xy,1) = 2 + 5.
Wir berechnen die Ableitung in einem Punkt x € M:
dg(xy, 1) =4 (x‘;’ x%’) .
Somit ist der Tangentialraum im Punkt z:
T, M = ker(dg(x)) = {v € R?| 23v; + 23v, = 0}.
(c) Esgilt M = g~ !(1), wobei
g:R* =R, gz, 29,23) = 27 + 25 — 13
Die Ableitung im Punkt z € M ist
dg(xy,z9,m9) = 2 (xl T —x3> )
Der Tangentialraum im Punkt z ist somit

T.M = ker(dg(x)) = {v € R*| 210, + 290y — 2303 = 0}.
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9.7. Tangentialraiume an die logarithmische Spirale, Tangentialabbildung

(a)

(b) Die Teilmenge M C R? ist hier als Parametrisierung gegeben. Betrachten wir die
Abbildung
Y :R—R%  9(t) = e'(cos(t),sin(t)),

so ist M das Bild von ¢, also M = ¢(R). Um zu zeigen, dass M eine Untermannig-
faltigkeit ist, verwenden wir Satz 4.23 (“Einbettungssatz”) in den Notizen von Dr.
Ziltener. Wir zeigen, dass 1 eine glatte Einbettung ist. Aus dem Einbettungssatz folgt
dann, dass M = 9(R) eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.

1 ist offensichtlich glatt. Die Ableitung in einem Punkt ¢ € R lautet

(1) = ¢ (cos(t) - sin(t)> ‘

cos(t) + sin(t)
Dies ist eine injektive lineare Abbildung von R nach R? ausser
cos(t) —sin(t) =0, cos(t) +sin(t) =0,

also cos(t) = sin(t) = 0, was unmoglich ist. Somit ist di(t) fiir alle ¢ € R injektiv,
also 1 eine Immersion. Des Weiteren ist 1) selbst injektiv. Tatsdchlich impliziert
(z,y) = ¥(t) = P(s), dass 22 + y? = e* = 2%, also t = s. Die Umkehrabbildung ist
gegeben durch

1
o M =R, pr,y) = 5 log(a” +7),
was stetig auf M ist, da (0,0) ¢ M. Somit ist ) : R — R? eine glatte Einbettung.

Laut dem zweiten Teil von Satz 5.4 (Charakterisierung des Tangentialraumes) in den
Notizen von Dr. Ziltener ist der Tangentialraum im Punkt ¢ (t) € M gegeben durch

Tyt = im(dy(t)) = {8 (COS(t) - sin(t)) |s € R}.

cos(t) + sin(t)
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Dies ist iibrigens genau die Gerade welche von einer Rotation um 45 Grad im
Gegenuhrzeigersinn des Vektors 1(t) aufgespannt wird.

(c) Eine Rotation um den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn bildet e’(cos(t), sin(t))
auf e'(cos(t + a),sin(t + a)) ab. Dies folgt aus geometrischen Uberlegungen oder aus
der Matrix-Darstellung der Rotation

R — (cos(a) —sin(a)>

sin(a)  cos(a)

zusammen mit den Additionsformeln fiir Sinus und Cosinus. Multiplzieren wir noch
mit dem Skalar e?, so finden wir fiir die Abbildung f : M — R*:

f(et(cos(t), sin(t))) = e""(cos(t + a),sin(t + a)).

Offensichtlich liegt das Bild von f wieder in M, also f(M) C M. Des Weiteren ist f
sogar eine Bijektion von M nach M. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

freM =M, fNx)=e "R,
Es gilt also sogar f(M) = M.
(d) Eine Fortsetzung der Abbildung f : M — R? ist gegeben durch
F:R* =R F(x)=e"R,.

Wir bemerken, dass dies eine lineare Abbildung ist. Somit gilt dF'(z) - v = F - v. Dies
kann man auch aus der Koordinaten-Darstellung von F' erkennen:

Flar,23) = ¢ (COS(@)% = Sin(a)x2> |

sin(a)x1 + cos(a)z,

Die Ableitung lautet in Matrix-Darstellung

iF () = e (cos(a) —sin(a)> |

sin(a)  cos(a)

Die Tangentialabbildung df (x) : T,M — Ty M fiir x € M ist die Einschrénkung
dieser Ableitung auf den Tangentialraum im Punkt x, also

df($) = dF($)‘TIM = eaRa|TzM.

Die Tangentialabbildung nimmt also ein Tangentialvektor in T, M, rotiert ihn um den
Winkel a im Gegenuhrzeigersinn und streckt ihn um den Faktor e?. Es gilt {ibrigens

R <Cos(t) — sin(t)) _ (cos(t + a) — sin(t + a)> |

cos(t) + sin(t) cos(t + a) + sin(t + a)
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wie aus den Additionsformeln fiir Cosinus und Sinus folgt. Somit finden wir fiir
r=1(t) € M und s € R:

A (0) - s <cos(t) — sin(t)> _ o <cos(t +a) — sin(t + a))

cos(t) + sin(t) cos(t + a) + sin(t + a)

(e) Seien zg,z; zwei Punkte in M. Die Tangentialrdume in zy und xj sind beides
Geraden durch den Ursprung in R?. Dabei ist der Tangentialraum in z{ eine Rotation
des Tangentialraums in o um den Winkel zwischen xj, und xy. Die Abbildung df (zo)
vollzieht diese Rotation und streckt zusatzlich noch die Tangentialvektoren. Liegen
zo und xj, beide auf dem Strahl (0, 00) x {0} (dies entspricht ¢t = 27n fiir ein n € N),
so sind die Tangentialrdume in zo und z{, gleich und die Abbildung df (z) ist eine
reine Streckung.

9.8. Tangentialabbildung der stereographischen Projektion

Die stereographische Projektion ist die Folgende Abbildung

1
_1—xn

@ :S™INA(0,...,0,D)} = R o(ay, ..., x) (1, xpo1). (1)
Diese Formel kann man herleiten in dem man die Abbildung in Aufgabe 9.3 invertiert.
Wir leiten die Formel vollstindigkeitshalber aus geometrischen Uberlegunen her.
Das Bild von z € S" '\ {(0,...,0,1)} unter ¢ ist der Punkt wo die Gerade durch
(0,...,0,1) und z die Ebene R"™! x {0} schneidet. Diese Gerade ist gegeben durch

{(tz1,. . w1, 1+ H(x, — 1)) [t R},
Wir suchen also t € R und y € R"! (fiir gegebenes ), sodass

(txy,... ,tep_1, 1 +t(x, — 1)) = (y1,...,Yn-1,0).

-1

Die Losung der n-ten Gleichung ist gegeben durch ¢ = (1 — z,)”" und aus den

restlichen Gleichungen folgt dann

1
Yy = 1_xn(x17"'7xn—1)-

Der Tangentialraum in einem Punkt x € S"~! ist gegeben durch
T,5" ' ={v e R"| (x,v) = 0},

also die Vektoren in R", die orthogonal zu z sind. Der Tangentialraum in ¢(z) € R"!
ist einfach R"~'. Die Formel in (1) gibt eine Fortsetzung ® von ¢ auf eine offene
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Umgebung von S"~ 1\ {(0,...,0,1)}, ndmlich R* \ {z € R"|z,, = 1}. Die Ableitung
von ® lasst sich aus (1) berechnen. Sie bildet ein Vektor v € R™ auf den folgenden
Vektor ab

z1
v + Tz, Un

1 vy + 20
dd(z) -v = ? ! "
1—=x,

Tn—1
1—xn

Die Tangentialabbildung von ¢ in einem Punkt z € S™'\ {(0,...,0,1)} ist die
Einschrankung von d®(x) auf T, M = {v € R" | (z,v) = 0}, also

Up—1 + Un

dp(z) : TM = R™, dp(z) = dd(a) |-

9.9. Extrema

(a) Wir bemerken, dass f stetig ist (sogar glatt). Wir schreiben M = ¢g~1(0), wobei
g(z1,79) = z] + 25 — 1. Da g stetig ist, ist das Urbild von 0 abgeschlossen. Des
Weiteren ist die Teilmenge M C R? beschrinkt. Somit ist M eine kompakte Menge.
Jede stetige Funktion nimmt auf einer kompakten Menge seine Extrema an, also
nimmt f auf M sein Maximum und sein Minimum an.

(b) Kandidaten fiir das Maximum und Minimum sind die kritischen Punkte von f
auf M. Um diese zu finden, verwenden wir die Lagrange-Multiplikatorenregel, siehe
z.B. Satz 5.19 (Lagrange-Multiplikatorenregel) in den Notizen von Dr. Ziltener. Dazu
fithren wir den Lagrange-Multiplikator A € R ein und betrachten die Fortsetzung

F:R2—>R, F(l’l,l‘g):l‘l—{—QTg,

von f auf R?. Die kritischen Punkte von f auf M sind gegeben durch die kritischen
Punkte der Lagrange-Funktion:

L:R® >R, L(x1,29,\) = F(21,12) — A\g(x1,22) = 21 + 29 — )\(leL + mg - 1),

wobei wir A als Variable betrachten. Die kritischen Punkte einer Funktion auf R? sind
gegeben durch das verschwinden der Ableitung. Die Ableitung von L lautet

dL(z,\) = (1—4Xa} 1—-4xd ol +af—1).
Wir miissen also das folgende Gleichungssystem losen:

1 —4x2% =0,
1 —4X\z5 =0,
1+ a5 —1=0.
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

:L‘:Si x:gi
SV T Ve

Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein, finden wir

1\3
o( —) =1
(3x) =1

was die folgenden zwei reellen Losungen fiir A ergibt

W

A d A 2
= Z, oaer = —Z

Die kritischen Punkte von f auf M sind also gegeben durch

( 1 1 ) 1 1 )
Setzen wir dies in die Funktion f ein, so sehen wir das (4%/5’ 4%/5) das Maximum von f

auf M ist und (—4%/5, —4%/5) das Minimum von f auf M ist.

(c)

1 Max |

Min

-15 -1 —-05 0 0.5 1 1.5
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