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9.1. Losung einer polynomialen Gleichung

Wir betrachten

f(xvy) ::x+x6+y+y5, (x07y0) = (070)

(a) Zeigen Sie, dass es offene Intervalle U und V' gibt, die o respektive yo enthalten,
sowie eine glatte Funktion ¢ : U — V| so, dass fiir jeden Punkt x € U die Zahl
y = g(x) die Gleichung f(x,y) = 0 16st und so, dass das die einzige Losung im Interval
V ist.

(b) Berechnen Sie ¢/(0).

Tipp: Verwenden Sie den Satz iiber implizite Funktionen.

9.2. Kreis ist eine Untermannigfaltigkeit

Zeigen Sie, dass der Einheitskreis M := S! = {:L‘ € RQ‘HxH = 1} eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R? der Dimension 1 ist.

Bemerkungen:
1. Verwenden Sie die Definition einer Untermannigfaltigkeit.

2. In der Vorlesung haben wir schon gezeigt, dass die Sphéire S™ ! um gewisse
Punkte eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1 ist. Es
geht jetzt darum, das im Fall n = 2 auch noch fiir die tibrigen Punkte zu zeigen.

9.3. Die inverse stereographische Projektion ist eine Einbettung

Sein > 2 und sei v : V := R*™! — S"~! die Inverse zur stereographischen Projektion.

(a) Finden Sie eine Formel fiir 4.
(b) Zeigen Sie, dass 1) eine glatte Einbettung ist.
Bemerkung:

Die stereographische Projektion (beziiglich dem Nordpol) bildet S"~!\ {0,...,0,1}
auf R"~! ab. Die Definition ist wie folgt: Wir identifizieren R"~! mit der Ebene
R"!x {0} C R™ Ein Punkt x € S"~! C R" wird von der stereographischen Projektion
auf den Punkt y € R"~! abgebildet, wo die Gerade durch (0, ...,0,1) und z die Ebene
R"™1 x {0} schneidet.

Umgekehrt bildet die inverse stereographische Projektion ein Punkt y € R*~! auf den
Punkt x € S"! ab, wo die Gerade durch (0, ...,0,1) und (y, 0) die Sphéire S"~! C R"
schneidet. Die Skizze unten veranschaulicht dies.
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Leiten Sie die Formel fiir die inverse stereographische Projektion durch geometrische
Uberlegungen her.

(0,...,0,1)

(yb cee 73/717170)

)

9.4. Kurve vierter Ordnung, die eine Untermannigfaltigkeit ist.

Skizzieren Sie die Menge
M = {xe RQ’:E%—Fxg:l}

und zeigen Sie, dass M C R? eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (Satz vom reguldren Wert).

9.5. Hyperboloid ist eine Untermannigfaltigkeit
Skizzieren Sie das einschalige Hyperboloid gegeben durch

M::{m€R3’xf+m§:x§+1}

und zeigen Sie, dass M C R? eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 2 ist.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (Satz vom reguldren Wert).
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9.6. Tangentialrdume einiger Untermannigfaltigkeiten

Betrachten Sie die folgenden Untermannigfaltigkeiten M des Koordinatenraums.
Berechnen Sie jeweils in jedem Punkt von M den Tangentialraum an M.

(a) Die Hyperbel

M = {x S RQ‘xlxg = 1}.

(b) Die Kurve

M = {xeRz‘x‘f—i—w;‘:l}.

(c) Das einschalige Hyperboloid

M::{xeRg‘x%—i-xg:mg—kl}.

Bemerkung: Laut einem Beispiel aus der Vorlesung und Aufgaben 9.4 und den 9.5
sind diese Mengen tatsdchlich Untermannigfaltigkeiten.

9.7. Tangentialrdiume an die logarithmische Spirale, Tangentialabbildung

(a) Skizzieren Sie die logarithmische Spirale

M := {ey(cosy,siny) ‘y S R}.

(b) Zeigen Sie, dass M C R? eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 ist
und berechnen Sie in jedem Punkt von M den Tangentialraum an M.

(c) Sei a € R. Wir bezeichnen mit R, : R — R? die Rotation um den Winkel a im
Gegenuhrzeigersinn. Zeigen Sie, dass das Bild der Abbildung

f:M —R* f(r):=e"R,z,
gerade M ist.

(d) Berechnen Sie die Tangentialabbildung (Ableitung) von f im Punkt zo € M.

(e) Wie sind die Tangentialrdume in zwei Punkten x¢, z{, € M miteinander verwandt?
Was ist mit dem Fall wenn x¢ und zj, auf dem Strahl (0, 00) x {0} liegen?
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9.8. Tangentialabbildung der stereographischen Projektion

Berechnen Sie die Tangentialabbildung der stereographischen Projektion
s\ {(0,...,0,1)} = R™

in einem Punkt 2o € S™*\ {(0,...,0,1)}.
Bemerkung: Sieche Aufgabe 9.3 fiir die Definition der stereographischen Projektion.

9.9. Extrema
Betrachten Sie die Kurve

M = {me R2’33‘11+x3:1}
und die Funktion

fM—=R, f(z):=x+ .

(a) Beweisen Sie, dass f sein Maximum und Minimum auf M annimmt.
(b) Berechnen Sie das Maximum und Minimum von f auf M.

(c) Skizzieren Sie M und einige Niveaumengen der Funktion f. Vergleichen Sie mit
Threr Antwort zu (b).



