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7.1. Partielle Ableitungen berechnen
(a) Direktes Berechnen zeigt:
O, fi(x,y) = cos(x + y2)e"™ + sin(z + y2)e Y,

sowie:
B, f1(x.y) = 2y cos(a + y?)e ¥ — sin(z + y?)e" V.

Die Funktion ist stetig differenzierbar, da die beiden partiellen Ableitungen stetig
sind. Das Differential lasst sich schreiben als:

dfy(z,y) = (cos(x+y?)e” Y+sin(z+y®)e” ¥)dw+(2y cos(x+y?)e” Y —sin(z+y?)e” ¥)dy
Die beste lineare Approximation von f; um (xg,yo) ist gegeben durch die Funktion:

g1(z,y) := fi(zo,v0) + O f1(x0, Y0)(x — 20) + 8yfz(ﬂﬂo, Y0) (¥ — %o)

Die beste annidhernde Ebene in R? ist gerade gegeben durch diese lineare Approxi-
mation an den Graphen von f; ist somit die Menge aller Punkte, welche folgende
Gleichung erfiillen:

z = fi(xo,Y0) + 0u f1(20, Yo)(x — o) + Iy f1(20, Y0) (¥ — Yo)

Setzen wir unsere partiellen Ableitungen an allen Stellen ein, so wird dies:

z = sin(zg + yg)e™ ™ + (cos(xo + yg)e™ ¥ + sin(zy + yg)exo—%) (x — xg)

+ (240 cos (o + yg)e™ ™% — sin(wo + y3)e™ ™) (y — yo)
(b) Man sieht, dass der Definitionsbereich gegeben ist durch:

1
—+y>0,
i

sowie x # 0. In diesen Punkten ldsst sich die Funktion definieren und die partiellen
Ableitungen berechnen. Direktes Ausrechnen zeigt:

1 1 -1
Oufaw,y) = T —— = ——5—
fa(@.y) %—i—y 2 x4+ ax?y
sowie: .
T
a p— p—
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Die Funktion ist stetig differenzierbar, da die beiden partiellen Ableitungen auf dem
Definitionsbereich stetig sind. Das Differential lasst sich schreiben als:

dfg(l’,y) =

—d d
T+ x%y x+1+xy Y

Fiir alle Punkte (¢, yo) im Definitionsbereich finden wir dank den gleichen Argumenten
wie in der vorherigen Teilaufgabe fiir die beste Approximation des Graphen durch
eine Ebene:

1 (1+ )+ L V) () (= )
z=log|— —— | (z—2 —_— —
& T Yo xo + 23yo 0 1+ zoyo v

(c) Die Funktion ist iiberall definiert, aber wegen dem Absolutbetrag wird die
Funktion nicht iiberall differenzierbar sein. Direktes Berechnen zeigt fiir x # 0:

O, f3(x,y) = sign(x)e”™? + |z] - 2wye” ™,

wobei sign(z) gerade 1 ist, wenn z > 0, und —1, wenn x < 0. Fir z = 0, also an den
Stellen (0,y), existiert die partielle Ableitung nach x nicht. Des weiteren berechnen
wir:

Oy falz,y) = |a| - *e"™.

Die partielle Ableitung nach y existiert auf ganz R?, hier gibt es keine Probleme mit
den Stellen (0,y), da f3(0,y) = 0 als Funktion von y.

Die Funktion ist stetig differenzierbar in allen Punkten mit = # 0, da die beiden
partiellen Ableitungen stetig sind. Das Differential lasst sich schreiben als:

dfs(z,y) = (sign(z)e™™ + |z| - 2zye™Y)dz + |z| - 22 Vdy
Falls z = 0, so sehen wir:

h,y) — h|eh™
lim f3( ay) f3(07y) = lim | |€

h—0+ h r—0t h h—0+
wahrend:
h,y) — h|eh*v )
lim fs(h,y) = £5(0,9) = lim [hle = lim —e"¥ = —1
h—0— h h—0— h h—0—

Somit ist die partielle z-Ableitung an diesen Stellen nie wohldefiniert /existiert nicht.

Fir alle Punkte (z,yo) im Definitionsbereich, in denen f3 differenzierbar ist, fin-
den wir dank den gleichen Argumenten wie in der ersten Teilaufgabe fiir die beste
Approximation des Graphen durch eine Ebene:

2 = |wole”8 + (sign(wo)e™® + |wo| - 2moype”8 ) (z — zo) + (|20l - 23™5%) (y — o)
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(d) Direktes Berechnen zeigt:

2
Opfa(z,y) = —(1_:;;/2)2 + sin (sin (e — e¥)) cos (e” — €Y) e”,
sowie:
Oy fa(z,y) = i sin (sin (e — e¥)) cos (e” — €¥) ev.
x

Die Funktion ist stetig differenzierbar, da die beiden partiellen Ableitungen stetig
sind. Das Differential ldsst sich schreiben als:

dfs(z,y) = <_(1—2{—9[;.qu2)2

1
+ <1+x2 — sin (sin (e” — €¥)) cos (e — eY) ey) dy

+ sin (sin (e” — €)) cos (e* — €Y) ex> dx

Fiir alle Punkte (g, o) im Definitionsbereich finden wir dank den gleichen Argumenten
wie in der ersten Teilaufgabe fiir die beste Approximation des Graphen durch eine
Ebene:

Yo

— cos (sin (e — e%))

1+I'0

T+ 2
( _ZTOY0 4 i (sin (€% — e%)) cos (€0 — e¥0) ezo> (z — o)
(g s e = e con e = ) e ) (5~ )

7.2. Partielle Differenzierbarkeit # Differenzierbarkeit

In dieser Aufgabe wollen wir beweisen, dass partielle Differenzierbarkeit an einer
Stelle nicht ausreicht, um zu folgern, dass die Funktion differenzierbar an ebendieser
Stelle ist.

(a) Dank direktem Ausrechnen, kénnen wir sehen, dass die partiellen Ableitungen
iiberall existieren. Genauer, wenn wir x fixieren, so ist die Funktion in y differenzierbar,
und wenn wir y fixieren, so ist die Funktion in x differenzierbar. Dies ist hochstens fiir
x = 0 oder y = 0 nicht ganz klar (da wir sonst den Quotienten zweier glatter Funktio-
nen betrachten, wobei der Nenner nie 0 wird), und hier gilt f;(x,0) = f1(0,y) = 0,
was ebenfalls in z, respektive y, differenzierbar ist.
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Ausrechnen zeigt uns:

2T — 20y :

Y &l 0,0
8mf1($ay) - 1'2 +y2 - \/mg, wenn (I’y) 7é ( , )
0 wenn (x,y) = (0,0).

Analog finden wir:

2 2 Yy
2z\/x4 +y Qxy\/m 9,3

Ay f1(z,y) = 2P = e Y (z,y) # (0,0)
0 wenn (z,y) = (0,0).

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen ausserhalb von (x,y) = (0, 0) stetig sind
und f; somit dort stetig differenzierbar ist.

(b) Wir sehen:
9:f1(0,0) =0 = 0yf1(0,0),
also:
df(0,0) =0
Dies bedeutet, wenn f; in (0, 0) differenzierbar ware, so miisste der Grenzwert:

. f(hi,ho) — f(0,0) —df(0,0)(h1, ko) . 2hy1hy
lim = lim 5 5
(hl,hZ)—>0 ‘(hl, h2)| (hl,hg)—>0 hl + hQ

existieren und 0 ergeben. Wahlen wir aber (hy, hy) = (h, h), so sehen wir:

. 2h? .
Hm ops = mo =1,

ein Widerspruch. Somit ist die Funktion in (0,0) nicht differenzierbar. (Der obige
Grenzwert fir (hy, hy) — 0 existiert ibrigens nicht, vergleiche Serie 6, Aufgabe 6.4)

(c) Wir lassen v = (vq,v2) einen beliebigen Vektor sein und definieren g; wie in der
Aufgabenstellung. Dann finden wir:

i 2 =0 0) _ o filhorhes) o 20, 2k
h—0 h h—0 h h—0 h\/m hs0 |h|\/m
= lim 20102 sjgn(h)’

h=0 Jv? + v2

wobei der Grenzwert, falls v; £ 0 und vy # 0, nicht existiert, da sich der letzte Ausdruck
fir h > 0 und h < 0 zwei verschiedenen Werten néahert. Falls entweder v; = 0 oder
vy = 0, dann gilt g,(h) — ¢1(0) = 0 fir alle h, also existiert der obige Grenzwert
trivialerweise und ergibt 0, was mit der Berechnung der partiellen Ableitungen in
(0,0) tibereinstimmt.
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(d) Durch Ausrechnen sehen wir:

f2(h70> _f2(070> . 0

A h =gy =0
und ferner: (0.1 — £(0.0) 18
. 2\Yy - J2\Y, T - _
T T T

Also, haben wir:

afo(Oa O) = 07 ayf2(07 0) =-1
(e) Durch Einsetzen sehen wir:

2()=p©) _ . BEin 1)) St

lim &=———~——=" 2 = =
h—0 h h—0 h3 (U% + U%) ’U% + v%

Dies ist die gesuchte Ableitung.

(f) Nein, denn fiir v = (1,0) haben wir als Ableitung 0 und fiir v = (0, 1) haben wir
—1. Allerdings gilt fur v = (1,1):

3—1

o1z ),
also kann die Abbildung nicht linear sein. Somit ist die Funktion f, an der Stelle (0, 0)
nicht differenzierbar. Denn falls das Differenzial df2(0,0) existieren wiirde, impliziert
die Kettenregel g4(0) = df5(0,0) - v, was linear von (v, vs) abhéngt.



