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9.1. Potentiale

(a) Nehmen wir an, es existiert eine Funktion f(x,y) mit 0, f(x,y) = z,0,f(z,y) =
yev". Dann sehen wir sofort, falls wir f(0,0) = 0 fixieren (dies ist 'zuféllig’ gewéhlt,
Potentiale sind bestimmt bis auf die Addition einer Konstanten!):

F(@.0) = F(,0) = £0,0) = [" 0.0y dt = [ tat = o

Ganz analog auch:

Yy 1, L 1, 1
0 2 0 2 2

Man priift nun direkt, dass f ein Potential zu A ist, also df = .

(b) Es sei v : [0, 2n] — R? gegeben durch:

7(t) = (cos(t),sin(t))

Man beachte, dass v(0) = v(27). Dann gilt (mit cos(¢)? + sin(t)? = 1):

L A= 7 (~ sin(#), cos(t)) (‘C(f:zg)) dt

21
— / sin(t)? + cos(t)*dt
0

2w

= ldt =27 # 0,
0

da aber der Start- und Endpunkt des Pfades v identisch waren und ~ vollstandig in
R?\ {0} liegt, folgt daher, dass A kein Potential auf R? \ {0} besitzen kann.

(c) Man kann hier wie in der ersten Teilaufgabe vorgehen und annehmen, dass f
gerade df = X erfiillt und stiickweise integrieren mit Kreiskoordinaten. So findet man
zum Beispiel fiir » > 0 und ¢ € [0, 27[:

©

f(T‘ COS(QO), rsin(gp)) - f(?“, 0) =

S—

A(r cos(t), rsin(t)) (‘Tsm(t)) dt

r cos(t)

)

1 1. —rsin(t)
; (r~"cos(yp), " sin(p)) (rcos(t) > dt

I
e
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Die Funktion ist also rotationssymmetrisch, und es gilt f(z,y) = f(v2? + y?,0).
Somit kénnen wir nun folgern:

fla,y) = F(ya? + 92, 0)

1o+/ 7 0, £ (1. 0)dt
s+ [V

= f(1,0) +log(y/2? +3?) — log(1) = f(1,0) +log(y/2* + y?),

und mit f(1,0) = 0 (dies ist ’zuféllig’ gewéhlt, Potentiale sind bestimmt bis auf

die Addition einer Konstanten!) haben wir den Kandidaten f(z,y) = log(v/z? + y?).
Direktes Nachrechnen beweist, dass f tatséchlich ein Potential ist, also df = .

(d) Essei f(z,y) eine Funktion mit
O f(w,y) = da’e””,

0, f(x,y) = 2atye?”

1+ 92

Dann sehen wir sofort, falls wir f(0,0) = 1 (dies ist ’zuféllig’ gewéhlt, Potentiale sind
bestimmt bis auf die Addition einer Konstanten!) fixieren:

F(2,0) =1 = f(z,0) — £(0,0) :/Oxamf(t,c)) dt:/om4t3dt:a:4.

Ganz analog auch:

flay) = F@.0)+ [0, f (.t dt

Y 2 1
gt / 22tte! dt
+:B+0<:v 1—|—t2>

=1+ 2*+ 2%’ — 1) + arctan(y) = 1 + z*e?" + arctan(y).

Man prift nun direkt, dass f ein Potential zu A ist, also df = \.

9.2. Anwendbarkeit des Satzes von Schwarz

(a) Direktes Berechnen zeigt

4
Ly
xty
ayf<x>y) - 2(1'2 +y2)2
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Partielles ableiten von 0, f(x,y) nach y und ergibt

By

ayamf<x7y) - 8m7
2y

0.0y f(x,y) = 8@-

Hier konnte man auch den Satz von Schwarz anwenden anstatt zweimal zu rechnen,
da die Funktion auf R? \. {(0,0)} glatt, also insbesondere von der Klasse C? ist.

(b) Auf R?~ {(0,0)} ist f offensichtlich stetig differenzierbar, wir miissen also nur
den Punkt (0,0) in betracht zichen. Wir berechnen die partiellen Ableitungen als

Limes:
8,£(0,0) = lim f(@,0) = f(0,0) . 0-0

z—0 €T z—0

d log:
e Fe,0)— £(0,0) . 00

€T z—0 x

9,£(0,0) = lim

Um die Stetigkeit an der Stelle (0, 0) zu tiberpriifen, schreiben wir die Formeln oben fiir

die partiellen Ableitungen in Polarkoordinaten um, also (x,y) = (7 cos(p), rsin(y)).
Wir finden

7 cos(p)rt sin(p)?

Opf(z,y) =2 i = 2r cos(ip)* sin(yp)
Oyf(z,y) = 2T4 COS(QP);T sin(p)” = 2r cos(yp) sin(p)*

Fiir eine konvergierende Folge (x,, y,) — (0,0) geht auch r, — 0, und da sin(p,,), cos(p,,)
beschrénkt bleiben, egal wie sich ¢,, verhaltet, folgt 0, f (zn, yn) — 0, Oy f(2n, yn) — 0.
Die partiellen Ableitungen sind also stetig, und somit f € C'(R?).

(c) Wir haben gesehen, dass die Funktion f an der Stelle (0,0) differenzierbar ist
und 0, f(0,0) = 9, f(0,0) = 0. Wir nehmen nun die partielle Ableitung nach x an der
Stelle (0,y) und berechnen den Limes:

lim 021(0,9) = 0:1(0,0) = lim v =0.

y—0 Yy y—0 Y
Analog finden wir

lim Oy f(2,0) = 9,£(0,0) = lim v =0.

z—0 T z—0 g

Somit existieren diese partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) und es gilt

0,0.£(0,0) = 9,0, (0,0) = 0.
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(d) Man kann zum Beispiel die Folge (z,,yn) = (&, L) betrachen. Diese Folge erfiillt
(@, Yn) — (0,0) wenn n — oco. Einsetzen in der Formel fir 0,0, f oben ergibt

11 1
n3 3 nb 1
ayazf(xna yn) = 8(% _3’_ 3%)3 - 8(126)3 - 8? =L

Somit gilt
nh—>r£lo ayazf(xm yn) =1 7& 0= ayaxf(0> 0)7

also kann die Funktion 0,0, f nicht stetig sein an der Stelle (0, 0). Dies zeigt auch, dass
f & C*(R?), und somit ist der Satz von Schwarz nicht auf die Funktion f anwendbar.
Trotzdem, gilt hier 9,0, f(0,0) = 0,0, f(0,0).

9.3. Die Klassen C'(R?) und C?(R?)

(a) Fir (x,y) # (0,0) ergibt direktes Berechnen:

Opfao(z,y) = ycos ((x2 + y2)a) — 2az’y(z® + y*)* ' sin ((m2 + y2)a>,
Oy folx,y) = 2 cos ((m2 + y2)a) — 2azy?(z® + y*)* ' sin ((m2 + y2)a>.

An der Stelle (0,0) betrachten wir den Limes des Differentialquotienten:

lim Ja@0 = Ja0.0) ) 00y 0,
z—0 x x—0 x z—0
lim fo(0,y) = 1a(0,0) = lim 0-0 =1lim0 = 0.
y—0 Y y—0 Y y—0

Somit gilt 9, f4(0,0) = 9,f,(0,0) = 0. Um f, € C'(R?) zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass O, fa, Oy fa stetig sind. Fiir (0,0) € R* \ {(0,0)} ist dies offensichtlich.
Fiir die Stelle (0,0) betrachten wir eine Folge (x,,vy,) — (0,0), und schreiben in
Polarkoordinaten (z,,y,) = (7, cos(¢n), rnsin(y,)). Eingesetzt in die Formel oben,
sehen wir

o sin(r,®) cos® (i) sin(n)

O fa(Tn, Yn) = 1y cOs(ri) sin(p,) — 2ar
und

Oy fo T, Yn) =1y Cos(rio‘) cos(¢n) — 2047“7210‘4rl sin(r?la) sin2(gon) cos(¢n)

wenn «a € (—1/2,+00) fiir jede Folge {(zx, i) ey C R? N {0} mit (zg,y,) — 0
(k — o0). Daher ist f der Klasse C! fir a € (—1/2,+00). Da (z,,9,) — (0,0)

gilt auch r, = (/22 + y2 — 0. Beachte, dass die trigonometrischen Funktionen fiir

4/5
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alle (x,,y,) beschrankt bleiben. Daher konvergiert der erste Term in den beiden
Ausdriicken oben gegen 0. Fiir den zweiten Term bemerken wir, dass 2a+ 1 > 0
falls @ > —1. In diesem Fall hat r2**! einen positiven Exponenten und der Term
konvergiert fiir r,, — 0 gegen 0. Falls hingegen o < —% divergiert der Term fir r,, — 0,
da r2°*! dann einen negativen Exponenten hat. Im Grenzfall a = —1 verhindert

sin(r,, ') die Konvergenz der Folge. Wir finden also f, € C*(R?) falls o €] — 3, o0].

(b) Wir gehen ahnlich vor wie in Teilaufgabe a). Fur (z,y) # (0,0) berechnen wir
Oz fa(,y) = —6axy(a® +y*)* " sin((2” +y°)%) — da(a — Da’y(z* +y*)* *sin((2” +57)7)
— 4’y (a® + y?)?* 2 cos((¢® + y)%),
0y0x fa(,y) = 020, fulx,y) = cos((z® + y*)*) — 2a(z® + y*)* sin((z* + y*)*)
—da(a — Da*y®(2? + y*)* ?sin((@® + y*)*) — 4’2y (2° + y*)** % cos((2* + y*)%),
2 _ 2 2va—1 2, 2\ 3.2 | 2va—2 2 2@
9y fol2,y) = —6axy(z” +y7)* sin((2” +y7)?) — 4ol = Day”(2” +y°)* “sin((2” + y7)7)
— 40lxy® (2? + y*)** 2 cos((2? + 3)%)
Nun gehen wir tiber zum Punkt (0,0). Die zweiten Ableitungen 9%f, und 92f,
existieren fiir alle o und ergeben 92 £, (0,0) = 9; fo(0,0) = 0. Dies sicht man, da bei
den ersten Ableitungen 0, f,(z,0) = 0, f,(0,y) = 0 fur alle x # 0 respektive y # 0.
Die gemischten zweiten partiellen Ableitungen existieren hingegen nur wenn a > 0,
und ergeben dann 0,0, f,(0,0) = 0,0,f,(0,0) = 1. Wenn wir némlich 0, f,(0,v)

auswerten, verschwindet der zweite Term und wir erhalten 9, f,(0,y) = y cos(y**).
Der Differentialquotient ergibt somit

axfa(oa y) - axfa(07 O) _ ycos(y2a) —0
Y )
Dies konvergiert fiir o > 0 gegen 1 wenn y — 0, aber fiir @ < 0 erhalten wir keine
Konvergenz. Fiir @ < 0 ist also schon mal sicher f ¢ C?*(R?). Um die Stetigkeit
der zweiten Ableitungen zu untersuchen arbeiten wir wie in Teilaufgabe a) mit
Polarkoordinaten. Wir finden fiir die zwei reinen zweiten Ableitungen

Efalz,y) =r*(..), 0 falz,y) =r>(..),

wobei die Terme in (...) beschrénkt bleiben wenn r — 0. Dies konvergiert fiir @ > 0
gegen 0 und divergiert fiir &« > 0 wenn r — 0. Analog schreiben wir fiir die gemischten
zweiten Ableitungen:

0y0u fal(@,y) = 020y falx,y) = cos(r®®) +r**(...).

= cos(y*).

Dies konvergiert auch fiir & > 0 gegen 1 wenn r — 0 und divergiert fiir o < 0. Somit
sind alle zweiten Ableitungen stetig wenn « > 0. Im Grenzfall @ = 0 sehen wir von
den Formeln oben 0,0, fo(,y) = 0,0, foa(z,y) = 1 und 02 fo(x,y) = 95 fa(z,y) =0
konstant auf R?. Somit ist auch fo € C?(R?). (Dies folgt auch direkt von fo(x,y) = zy.)
Wir haben also gezeigt f, € C?*(R?) fiir a € [0, 00|



