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11.1. Kettenregel

(a) Wir berechnen zuerst die Komposition durch Einsetzten der Komponenten vom
Vektor g(z1,z2) in f, also f o g(z1,22) = f(g1(21,22), g2(1, 22)):

f Og($1vm2) = (

3 2 2 3
riwy + 207xs + T2y + e"r 2
(2329 + T129) €™ T72)

Das Differential lasst sich nun direkt aus den partiellen Ableitung berechnen, ndmlich

o _ arl(fog)l 8x2(f09)1
d<f g) B <a$1<fog>2 am(fog)2>

Wir finden:

3x3Te + dw23 + a3 4 emrhe T3+ 4xixy + 3wyl + e"r T
d(f o g)(z1,22) = 2 2 2\ z1+a2 2 2 2 1 +a2
(xxe + 2125 4 20129 + T3) € (xfxe + 2125 + ] + 23129) €

Wir gehen nun mit Hilfe der Kettenregel vor. Dazu berechnen wir zuerst die jeweiligen
Differentiale von f und g:

1
df(y17y27y3> = < v (:,/yyl1 0) )

Yot
sowie:
1 1
2 2
dg(xl, 1'2) = 21’1ZE2 + Ty I7 + 21’11‘2 ,
6$1+w2 er1+:v2

Dank der Kettenregel gilt:

d(fog)(x1,22) = df (g(w1,22)) - dg(1, 72)

2200 + 2 X 1 1 1

_ 1L2 T T1Xy X1+ T2 9 5

- (£C2£C +x :CQ) e:vl-i-mg €x1+x2 0 21’11'2 + Ty X9 + 2371%2
12 152 6961-1—962 e:cl—i—xz

2229 + 1103 + (11 + 22) (22109 + 23) + ™72 22x0 + 2123 + (21 + 12) (23 + 2219) + €T T2
(23z9 + x123) €72 + (22129 + 23) ™ T2 (2329 + x123) €772 + (22 + 231 30) €™ T2

33Ty + da12h + a3 + e"1 ™2 T3 + 4atzy + 3w 2 + M
(2219 + 2173 + 22129 + 23) €772 (2279 + 2175 + X2 + 221 39) €12

Wir sehen, dass die Resultate miteinander iibereinstimmen.
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(b) Wie in der vorherigen Teilaufgabe berechnen wir zuerst die Komposition:

Foa(a) = Fleos(o)singe).a) = () LRI (L)

xsin(zx)

Das Differential der Komposition ergibt:

A(f 0 g)(x) = ( > )

sin(z) + x cos(x)

Um andererseits mit der Kettenregel vorzugehen, berechnen wir df und dg:

— sin(x)
2 2 2
df (y1, Y2, y3) = ( gl ny yy3> , dg(x) = | cos(z)
3 Y2 1
Unter Verwendung der Kettenregel ergibt sich:
d(f o g)(z) = df (9(x)) - dg(x)
_ (2cos(x) 2sin(z) 2z \ _C(S):E(? B 2z
N 0 T sin(z) ] ) T \wcos(z) + sin(x)

(c¢) Wir miussen hier die Komposition von drei Funktionen berechnen. Wir gehen
schrittweise vor und berechnen zuerst g o h:

201 — 272 — 1123 + Tox
gOh(xl,x2,$3):< 1 143 2 3)

T, — e 2
Wir setzen nun diese Funktion in f ein:
fogoh(xy, s, x3) =log(l + (z; — e ™)?) =log(l + 27 — 2me™ ™ + e~ 272)

Berechnen des Differentials ergibt:

o 2x1—2e” "2 2x1e” %2 —2e~2%2
d(f B g © h) (.:Cl, 1'2, x3) - (1—&-3:%—23016_9”2—5—@_29”2 1+$%—2I16_w2 +e—2x2 0)
Wir gehen nun mit der Kettenregel vor. Die jeweiligen Differentiale sind

df (z1,22) = (0 5%)
2 -1
(i o)

dh(fL‘l,xQ,I'g) - (1 ¢ O >

Ty —T3 T1— T2

dg(y1,y2)
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Zweimaliges Anwenden der Kettenregel auf d(f o g o h) ergibt:

d(f cgo h)(ivhxz, $3) = d(f © g)(h(%, $2,l‘3)) : dh($1,$27$3)
=df (g(h(x1,x2,23))) - dg(h(z1, X2, 23)) - dh(z1, T2, X3).

Wir berechnen:

r1—2e"*2 2 -1
df (9(h(1, 22, 23))) = (0 1+39rf*2256162’”2+6*2””2) ’ dg(h(z1, x2,33)) = <1 0 )

Zusammengesetzt ergibt sich:

r1—2e” "2 2 -1 Loem 0
i ogonenam e = (0 i) (§ o) ( )

T3 —x3 T1— T2

— (0 21— e~ "2 2—mw3 2+ 1x3 12— I
- 1+{E§72$1€712+67212 ’ 1 —x2 0

e

— 2x1—2e %2 2331571272@*212 0
- 1+m§72x1€7z2+672z2 1+1‘§72$1€7$2+67212 ,

was natirlich das selbe Resultat wie oben ist.

11.2. Kugelkoordinaten

(a) Man kann sehen, dass r +— ®(r, 6y, ¢o) Strahlen ausgehend vom Ursprung (wobei
der Ursprung bei 7 = 0 nicht dazu gehort) in eine beliebige Richtung sind, welche
durch die Winkel 6y, 9 bestimmt wird. Aufgrund der Einschrankungen fiir 6y,
kann der Strahl aber nicht in Richtung eines Vektors v = (vy, v2, v3) mit vy = 0 und
v1 < 0 zeigen.

Fir 0 +— ®(rg, 0, po) bemerke man, dass dies Halbkreise zwischen den Polen (0,0, 7¢)
und (0,0, —rg) sind. Alle Halbkreise ausser demjenigen in der zz-Ebene mit negativen
z-Koordinaten sind moglich.

Die Abbildung ¢ — ®(rg, 0y, ) parametrisiert den Schnitt der Sphére mit Radius 7
und einer zur xy-Ebene parallelen Ebene. Man beachte, dass die Parametrisierung
jeweils den Punkt mit verschwindender y-Koordinate und negativer x-Koordinate
auslasst, da dort ¢ = 4+ notig ware.

Fiir eine Skizze betrachte man die Wikipedia-Seite zu Kugelkoordinaten.

(b) Das Bild von ® ist:

Im(®) = {(:E,y, z) € R? ‘ y # 0 oder z > O}
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Das bedeutet, das Bild umfasst alle Punkte, welche nicht in der abgeschlossenen
Halbebene gegeben durch y = 0 sowie x < 0 liegen. Dabei ist die z-Achse ausge-
schlossen, da dort # den Wert m oder —m annehmen miisste, und die offene Halbebene
{z <0,y = 0} ist ausgeschlossen, da dort ¢ den Wert m oder —m annehmen miisste.

(c) Wir berechnen das Differential, a.k.a. Jacobimatrix, der Abbildung:

)sin(y)
cos(p)

sin(f) cos(p) rcos(f)cos(¢) —rsin(f
d®(r,0,) = | sin(f)sin(p) 7rcos(f)sin(p) rsin(0)
cos(6) —rsin(0) 0

Es gilt nun also:
det (d® (1,0, ¢))
= cos(h) (7“2 cos(6) sin(6) cos(p)? + r? sin(#) cos(0) sin(go)z)
+ 7sin(0) (7‘ sin(6)? cos(y)? + rsin(0)? sin(gp)Q)
= r? cos(0)? sin(0) + r? sin(9)?
= r?sin(f),
was die gesuchte Formel ist.

(d) Man bemerke zuerst, dass ® injektiv ist. Dazu bemerke man, dass wenn
O(r,0,0) = 2(r', 0, &),
dann findet man dank der Norm:
r=®(r,0,0)| =206, ) =7
Somit also auch von der Gleichheit der dritten Komponenten:
rcos(f) = 1" cos(8') = rcos(8),

was dank r > 0 zu einer Gleichheit der Kosinus fithrt. Da aber der Kosinus auf |0, 7|
injektiv ist, folgt # = #’'. Die ersten beiden Komponenten von ® lassen sich analog
nun reduzieren zu:

sin(p) = sin(¢'), cos(p) = cos(y’),

denn 7, sin(f) # 0. Dies ist aber in | —, 7[ nur méglich, falls ¢ = ¢’. Also ist ® injektiv.
Per Definition von Bild ist ® auch surjektiv auf sein Bild. Also ® ist eine Bijektion
auf sein Bild und besitzt somit eine Umkehrfunktion ®~!, definiert auf dem Bild von ®.
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Man bemerke nun, dass fir alle (7,0, ¢) im Definitionsbereich gilt, dass:
det (d®(r, 0, p)) = r*sin(f) > 0,

also ist das Differential an jeder Stelle invertierbar. Somit folgt geméss dem Um-
kehrsatz, dass die Abbildung ® in einer Umgebung von jedem Punkt im Bild eine
lokale Inverse von der Klasse C! besitzt. Da eine Inverse von einer bijektiven Funk-
tion eindeutig bestimmt ist, muss diese lokale Inverse mit der globalen Inverse ®~!
iibereinstimmen. Dies zeigt, dass ®~! in einer Umgebung von jedem Punkt C! ist.
Da Differenzierbarkeit und Stetigkeit lokale Eigenschaften sind, ist ®~! also eine
C'-Abbildung auf dem gesamten Bild und ® somit ein Diffeomorphismus.

Anstatt den Umkehrsatz zu verwenden, konnte man hier natiirlich auch explizit die
Inverse zu ® bestimmen und zeigen, dass diese C* ist.

11.3. Zylinderkoordinaten

(a) Man kann analog zu den Kugelkoordinaten argumentieren. Da die Ergebnisse
leichter zu erhalten sind, verweisen wir einfach auf den folgenden Link fiir eine
Darstellung der entsprechenden ’Koordinaten-Achsen’:

https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten#Zylinderkoordinaten

(b) Das Bild ist dasselbe wie fiir die Kugelkoordinaten, also
Im(®) =R*~ {(z,y,2) €eR* | y =0, x <0}

Dies lasst sich dhnlich wie in der vorherigen Teilaufgabe erkennen. Auch hier impliziert
¢ €| — m, 7|, dass die offene Halbebene gegeben durch y = 0, x < 0 vom Bild
ausgeschlossen ist. Die z-Achse ist diesmal durch die Bedingung r # 0 ausgeschlossen.

(c) Man kann direkt berechnen, dass

cos(p) —rsin(p) 0
d®(r,,h) = | sin(p) rcos(p) 0O
0 0 1

Die Determinante lisst sich also leicht bestimmen:

det (d®(r, ¢, h))

= cos(p) - rcos(p) — sin(p) - (—rsin(p))


https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten#Zylinderkoordinaten
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(d) Das lasst sich analog zu den Kugelkoordinaten mittels dem Umkehrsatz folgern.
Man bemerke namlich, dass wegen r > 0 stets die Determinante der Jacobi-Matrix
# 0 ist, also ist das Differential invertierbar. Somit ist ® lokal invertierbar, d.h.
jeder Punkt besitzt eine Umgebung, in der ® ein Diffeomorphismus auf das Bild der
Umgebung ist. Wenn also die Inverse global definiert ist, so ist sie in der Néhe jedes
Bildpunktes differenzierbar und sogar C*, also eine C'-Abbildung.

Fir die Wohldefiniertheit der Inversen zu ¢ muss nur noch Injektivitdt nachgewiesen
werden. Dazu bemerken wir, dass fiir ®(r, ¢, h) = ®(r', ¢, h') sofort gelten muss:

h=h

Zudem auch:

r? = (rcos(p))® + (rsin(p))* = (r' cos(¢'))* + (r'sin(¢'))? = r'?,

also auch r = r’. Um ¢ = ¢’ zu erhalten, argumentiert man wie in der vorherigen
Aufgabe. Damit ist die Funktion ® injektiv.



