HST

Mathematik III HS 2016

Caspar, Hungerbiihler

Serie 2

1. Dialyse

Ein Dialyse-Gerét wird an den Blutkreislauf eines Patienten angeschlossen
und reinigt das Blut des Patienten durch eine semi-permeable Membran.
Im Korper des Patienten wird aufgrund einer Krankheit laufend Gift pro-
duziert, welches das Dialyse-Gerit fortwihrend heraus filtert. Wir nehmen
folgendes Modell an:

Das Blut des Patienten habe das Volumen V; und sei ein Reaktor
mit der Giftkonzentration C4.

Das Blut im Dialyse-Gerét habe das Volumen V5 und sei ein Reaktor
mit der Giftkonzentration Cs.

Das pro Zeiteinheit mit der konstanten Durchflussrate @@ > 0 ins
Dialysegerét stromende Blutvolumen entspricht dem pro Zeiteinheit
in den Kérper zuriickstromendem Blutvolumen (kein Blut geht ver-
loren).

Das Gift strome mit j;, in den Blutkreislauf ein (proportional zum
Blutvolumen V; im Korper).

Das Gift verlasse das Blut iiber die semi-permeable Membran pro-
portional zu dessen Menge im Dialysegeréit mit einer Rate a > 0.

Deklarieren Sie séamtliche Variablen, welche Sie verwenden.

(a)

(b)
(c)

Skizzieren Sie ein Boxmodell mit den Systemvariablen M; und Ms,
d.h. mit den Giftmengen im Blut respektive im Dialysegerét.

Stellen Sie die Bilanzgleichungen zu den Systemvariablen auf.

Dividieren Sie die Differentialgleichung aus der Teilaufgabe (1b) fiir
My durch Vi und die Differentialgleichung fiir M; durch V5, um
1

die Differentialgleichungen fiir die Konzentrationen C; = v und
1

M.
Cy = 2 des Giftes im Blut respektive im Dialysegerit zu erhalten.

2
Berechnen Sie dann die Gleichgewichtskonzentration in den beiden
Teilsystemen.

Langfristig ist eine Dialyse nur sinnvoll, wenn das Gift nicht mehr ins
Blut gelangt. Nach einer erfolgreichen Behandlung versiege die Gift-
quelle im Korper. Zeigen Sie, dass der Gleichgewichtszustand dann
tatséchlich (Cy,C3) = (0,0) ist.

2. Ein SI-Modell

Gegeben sei ein Modell mit einer festen Populationsgrésse N. Diese teile
sich zu jeder diskreten Zeiteinheit n in zwei Bevolkerungsgruppen:

die so genannten Suszeptiblen S,,, welche zwar noch gesund, aber prinzi-
piell fiir die Krankheit anfillig sind, und die Infizierten I,,, die bereits an
der Krankheit leiden.



In jedem (diskreten) Zeitschritt steckt sich nun ein gewisser Prozentsatz
a der Suszeptiblen mit der Krankheit an, wihrend ein gewisser Anteil b
von Infizierten wieder suszeptibel wird.

Online-Abgabe Welche beiden Gleichungen fiir den néchsten Zeitschritt
Sn41 und I, 1 passen zu diesem Modell?

(8) Spi1=Sn —aS, +bl, (d) Ins1 =1, +aS, —bl,
(b)  Sni1 =S, +aS, — b, () Ini1=1I,—aS,+bl,
(©) Spi1 =S, —abS, (f) Ins1 = I+ abSpl, — b,

Spétestens nach der Online-Abgabe kennen Sie die Gleichungen fiir S;, 41
und I, 41. Gibt es einen Gleichgewichtszustand? Bestimmen Sie diesen
allenfalls.

. Ein Boxmodell

Gegeben sei ein 2-dimensionales Boxmodell y/(z) = Ay(x) mit

_ y1() ’ _ vy () A= ail a2
o) = (160)) v = (040) - 4= (oo o)
(a) Wir nehmen an, dass folgende Ungleichungen gelten:

air +ag <0, aijaz > ajpaz > 0.

Zeigen Sie, dass das Modell zum Stationérzustand strebt.

b) Analog zum eindimensionalen Fall méchten wir auch hier eine An-
g
passungszeit T L bestimmen. Diese lisst sich grob mit Hilfe des be-
tragsmaéssig kleineren EW min \; abschitzen: T1. ~ —————. Be-
20 min ||
griinden Sie, warum dies eine sinnvolle Abschéitzung ist, indem Sie
die allgemeine Losung des Systems fiir ¢ — oo anschauen.

. Online-Abgabe

1. Wir betrachten die Ausbreitung eines Virus nach dem SIR-Modell mit
Koeffizienten ¢ = 0.001.

Zu Beginn giibe es S(0) = 100 Ansteckbare. Bei welchen Heilungskoeffizi-
enten w wissen Sie, dass sich die Krankheit nicht weiterverbreitet?

(a) w=0.04 (e) Dafiir habe ich zu wenig Infor-
(b) w=008 mation

(¢) w=0.12

(d) w=0.16



2. Ein Medikament M gelange durch Blutdurchfluss in ein Organ O (li-

nearer Durchflussreaktor). Dabei gelte:

e Die Konzentration von M zur Zeit ¢ in der Blutzufuhr sei Cy, ().
e Die Konzentration in O sei C(t) und erfiille die DGL

C' =~(Cin — C) — kC

mit konstanten Raten v, k.

e Der Verlauf der Konzentrationen sei durch folgende Abbildung gege-

ben.
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(e) Es sind keine Aussagen iiber v und k& mdoglich.



3. Welche Aussagen gelten in der Situation oben mit
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(a) Das Organ O befindet sich zur Zeit t = 2 im Stationdrzustand.
(b) Das Organ O befindet sich zur Zeit ¢ = 12 im Stationéirzustand.
(¢) Das Medikament M wird in O abgebaut.

(d) Bleibt die Konzentration der Zufuhr auf dem Niveau von ¢ = 15,
dann konvergiert die Konzentration in O gegen Null

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 10. Oktober 2016 in der
Vorlesung oder bis 12.00 Uhr im Vorraum vom HG G 53.2.



