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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 1 - Losungen

MC 1-1. Seien A, B C Q) Teilmengen. Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen nicht? (Genau
eine Antwort ist richtig.)

Hinweis: Sie kdnnen ein Venn-Diagramm zeichnen.

Losung: (d) gilt nicht. Sei w € B\ A = BN A°. Dann haben wir w € A°, und somit auch w € A°U B°.
Jedoch ist w € B und somit auch w € AU B, was w ¢ (AU B)¢ ergibt.

Die Darstellung ist:
(AuB)* AU B®

A B A B

— — S— —

MC 1-2. Sei Q = {w;,ws,w3}. Welche der folgenden Kollektionen ist keine o-Algebra auf Q? (Genau eine
Antwort ist richtig.)

a) Fi:={0,0}.

Fo = {0, {w1}, {wz, w3}, Q.

(¢) Fs = {{wi}, {w2} {ws}}.

(@) Fi = {0, for} s} fosh fors b (o}, (s}, ).

(
(b

)
)
)
)

Losung: F3 ist keine o-Algebra, denn zum Beispiel haben wir {w'} € F3, aber {w;}¢ = {wa, w3} ¢ F3.
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Aufgabe 1-3. Uber einen Nachrichtenkanal werden der Reihe nach vier Signale iibertragen. Jedes Signal
wird entweder richtig oder falsch iibertragen. Wir wéhlen als Grundraum Q die Menge der 0-1-Folgen der
Léange 4 gemass

Q= {W = ($17x2,$3,$4) D1, X2,T3,T4 € {07 1}}7

d.h. Q = {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),...,(1,1,1,1)}, und wir interpretieren (fir ¢ = 1,...,4) z; = 1
als “i-tes Signal richtig iibertragen” und x; = 0 als “i-tes Signal falsch iibertragen”. Ferner betrachten wir
folgende Ereignisse:

A : ”’Genau ein Signal wird falsch iibertragen”.

B : "Mindestens 2 Signale werden richtig iibertragen”.

C : "Hochstens 2 Signale werden richtig iibertragen”.
(a) Schreiben Sie die Ereignisse A, B und C als Teilmengen von  auf.
(b) Beschreiben Sie in Worten die Ereignisse BN C, AU B und A°nNC°.

(¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, B und C unter der Annahme, dass alle
Elementarereignisse (21, 2, 3, x4) €  gleich wahrscheinlich sind. Welches Modell benutzen wir hier?

Losung:

(a)

A={(0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1), (1,1,1,0)},
B=1{(1,1,1,1), (0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1), (1,1,1,0),

(0,0,1,1), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (1,0,0,1), (1,0,1,0), (1,1,0,0)},
¢ ={(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1),

(1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,1,1)}.

Bemerkung: C ldsst sich dquivalent formulieren als “Mindestens zwei Signale werden falsch
iibertragen”, und damit ist die Darstellung von C als Menge vollig symmetrisch zu der von B
— man muss nur iiberall 0 und 1 vertauschen.

(b) BN C: “Genau zwei Signale werden korrekt iibertragen.”

AU B: “Mindestens zwei Signale werden korrekt iibertragen” (beachten Sie, dass A C B).

A¢: “Entweder werden keine oder mindestens zwei Signale falsch iibertragen.”
Alternative Formulierung: “Alle oder hochstens zwei Signale werden korrekt tibertragen.”
Alternative Formulierung: “0 oder 1 oder 2 oder 4 Signale werden korrekt tibertragen.”
Alternative Formulierung: “0 oder 2 oder 3 oder 4 Signale werden falsch iibertragen.”

C*¢: “Mindestens drei Signale werden korrekt iibertragen.”
Alternative Formulierung: “3 oder 4 Signale werden korrekt iibertragen.”

A¢ N C¢: “Alle vier Signale werden korrekt iibertragen.”
(c) Q hat 2* = 16 Elemente. Da alle Elementarereignisse (1, 2, 23, 24) gleich wahrscheinlich sein

sollen und sich die Wahrscheinlichkeiten zu FEins summieren miissen, haben alle Elementar-
ereignisse die Wahrscheinlichkeit %6. Um diese Aufgabe rigoros l6sen zu kénnen, miissen wir
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einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) definieren. Weil fiir jedes w € 2 die Menge {w} € F
sein soll (damit sie eine Wahrscheinlichkeit bekommen kann) und weil © endlich ist, muss F alle
Teilmengen von € enthalten, d.h. F = 22, Also wéhlen wir ein Laplace-Modell.

e Der Grundraum Q = {w = (z1, T2, 3, 24) : T1,%2, 23,24 € {0,1}} ist hier schon in der Angabe
gegeben.

« Die o-Algebra F = 2 kann hier als Potenzmenge von € gewihlt werden.

¢ Das Wahrschienlichkeitsmass muss dann als Abbildung
|D| |D|
P:F—10,1],D+ P[D] == — = —

definiert werden.

Die Wahrscheinlichkeiten von A, B, C' kann und muss man somit bestimmen, indem man jeweils zahlt,
wieviele Elemente die Ereignisse haben. Also ist

4 1 11 11

Aufgabe 1-4. Ein Wiirfel wird so lange geworfen, bis eine 6 erscheint. An diesem Punkt wird das Experiment
beendet. Was ist der Grundraum dieses Experiments? Sei F),, das Ereignis, dass n Mal gewlirfelt werden
muss, bis das Experiment gestoppt wird. Welche Punkte des Grundraums sind in E,, enthalten? Wie lasst
sich das Ereignis (|J,2, E,,)¢ in Worten beschreiben?

Losung: Das Experiment wird entweder nach endlich vielen Versuchen abgebrochen (ndmlich wenn
eine 6 gewiirfelt wird) oder man wiirfelt unendlich lange. Also definieren wir

E, = {(wi,wa,...,wp—1,6) :w; € {1,...,5},1 <i<n—1},
Ew={1,....5" = {(w1,w2,...) rw; € {1,...,5},Vi > 1}.

Damit lasst sich der Grundraum als

Q::(UEn)quo

neN

darstellen. Beachten Sie, dass | J,—, E,, und Unen En dquivalente Notationen sind und deshalb dieselbe
Menge bezeichnen (insbesondere ist Es in der Vereinigung ;- ; E,, nicht enthalten). Also stellt

(UEn): M ES = Bw
neN neN

das Ereignis “Es wird nie eine 6 gewiirfelt” dar.




