Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (D-ITET)
Dozent: Prof. Dr. Martin Schweizer Ubungskoordinator: Daniel Krsek

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 3 - Losungen

MC 3-1. Sei
322, x€]0,2],

3
=1, —a® =48
fx (@) { 6[0,2]}8x {0, sonst,

eine Dichtefunktion. Was ist die entsprechende Verteilungsfunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

3

(a) Fx(a) =%, acR.

0, a <0,
(b) Fx(a)=145%, a€c(0,2),

1, > 9.

0, <0,
(c) Fx(a) =%, ac(0,2),

1 a>?2

(d) Keines der oben genannten.

Losung: (c) ist wahr. Wir haben

a 0, a <0,
Fx(a) = / fx(@)dz = ¢ [ 2atde = %‘Z:o = %, a€(0,2),
o 1 a>2

MC 3-2. Sei

fx (@) = Lizeppy (ca: T2 0 sonst.

1)_ cx—!—i, x € [0,1],
1) =

Fiir welche Werte von ¢ ist fx eine Dichtefunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

Nur fiir ¢ = 3

a 3¢

b) Fiir jedes ¢ > 0, aber nicht fiir ¢ < 0.

(
(

(c) Nur fiir ¢ = 7.

)
)
) 1
)

(d) Fiir jedes ¢ € R.
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Losung: Es muss gelten ffooo fx(z)dz = 1. Wir haben

/_00 fX(x)dx:/01 (cx—l—i)dwzg—l—i.

Dies ist genau dann gleich 1, wenn ¢ = % ist. Wir sehen auch, dass fx(z) >0, z € R, fiir ¢ = % gilt;
also ist (a) korrekt.

MC 3-3. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx und Dichte fx. Welche der folgenden
Aussagen sind korrekt? (Die Anzahl der moglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4 liegen.)

(a) Va € R:P[X <a] = [ fx(z)daz.

(b) VaeR:1—Fx(a) = [ fx(z)dz.

(c) Va,beR, a<b:Pla< X <b = [’ fx(z)dz.
(d) Va € R:P[X =a] = 0.

Losung: Alle Optionen sind korrekt.

Aufgabe 3-4. Wir haben zwei Wiirfel. Einer ist gewohnlich mit den Zahlen 1,2,3,4,5,6 und einer ist
speziell, weil die 6 durch eine 7 ersetzt wurde (also hat er die Zahlen 1,2, 3,4,5,7). Wir werfen eine Miinze,
um zu entscheiden, welcher Wiirfel geworfen wird. Wenn das Werfen der Miinze Kopf ergibt, wird der
gewOhnliche Wiirfel geworfen; andernfalls wird der spezielle Wiirfel geworfen.

(a) Definieren Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) unter Verwendung eines geeigneten
Laplace-Modells.

(b) Definieren Sie Zufallsvariablen X : @ — Rund ¥V : Q@ — R, so dass X und Y die Ergebnisse des
Miinzwurfs und des Wiirfelwurfs darstellen.

(¢) Wieviele Mengen enthélt F?

(d) Geben Sie Beispiele fiir Ereignisse E1, By, E3, E4 € F an, so dass P[E;| # P[E;], Vi # j.
(e) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Wiirfeln eine gerade Zahl ergibt?
)

(f) Zeigen Sie, dass P[X = z,Y = y] # P[X = z]P[Y = y] fiir einige z,y € R gilt. (Das bedeutet, dass die
Zufallsvariablen X und Y nicht unabhéngig sind; siehe spiéter.)

Losung:
A A
(a) Q:={0,1} x {1,2,3,4,5,6}, F =22 P: F — [0,1], A — P[A] = H =4
Alternativ konnte man auch definieren

Q= {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6), (1, 1), (1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,7 }.
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wa, wy <5,
b)) X:Q->Ruw—nXw=wudY : Q> Rw—Y(Ww)=(¢6, wy==6undw; =0,
7, wog=6und w; =1,
wobei wir w = (w1, ws) schreiben. Eine elegante Schreibweise dafiir ist Y (w) = walyw,<s5y +
(w1 4+ w2)l{w,>5)-

(c) |F| =22 = 4096.

(d) Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, Beispiele zu wihlen, z.B. E; = 0, F5 = {(0,1)}, E5 =
{(0,1),(0,3),(1,2)}, B4 = Q mit P[Ey] = 0, P[Ey] = 15, P[Es] = &, P[E4] = 1.

(e) Wir konnen direkt zéhlen, dass [{w € @ : 3k € Nmit Y = 2k}| = 3+ 2 = 5. Daher ist

Pl{w € Q:3k € Nmit Y = 2k)] = .

(f) Es geniigt, ein Gegenbeispiel fiir die Gleichung zu finden. Eine einfache Wahl ist z = 0 und
y = 7. Zuerst berechnen wir die linke Seite als

_ {weN: X(w)=0und Y(w) =T} _

0.
12

P[X =0,Y =7]

Nun betrachten wir die rechte Seite. Wir beginnen mit der Berechnung der Wahrscheinlichkeit

_fweQ:X(w) =0} _6 _1

12 12 2

PX =0] =P{w € Q: X(w) = 0}]

Analog erhalten wir

Py = 7] = P{w e Q: Y(w) = 7}] = 1€ Y1(2°"> =7 _ 1%

Also kénnen wir schlussfolgern, dass

Aufgabe 3-5. Eine Miinze wird geworfen und ein Wiirfel wird gewtirfelt.

(a) Definieren Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7,P) unter Verwendung eines Laplace-
Modells.

(b) Definieren Sie Zufallsvariablen X : @ — Rund YV : Q — R auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, so dass
X und Y das Ergebnis des Miinzwurfs bzw. des Wiirfelwurfs reprasentieren.

(¢c) Zeigen Sie, dass P[X = z,Y = y] = P[X = z]P[Y = y] fiir alle z,y € R gilt. (Dies bedeutet, dass die
Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind; siehe spéter.)

Losung:

(c) Q:=1{0,1} x {1,2,3,4,5,6}, F =22 P: F — [0,1], A — P[A] = % =4,
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b)) X: Q- Rwr— X(w)=wundY : Q = Rw+— Y(w) := wy, wobei wir w = (w1, ws) schreiben.
(¢) Zuerst berechnen wir die linke Seite als
PX=2Y=y=Plwe: X(w)=2Yw) =y}

_ Hw € Q: X(w) =2z und Y (w) =y}
12 ’

wobei der Zahler vereinfacht werden kann als

(z,y) €9,

Hw e Q: X(w) =z und Y(w) =y} = {(1)’ (.9) £ 0.

Dies fuhrt zu
PX ==z

)

1 (@myeq,
Y‘y]‘{o, (0,0) # .

Nun betrachten wir die rechte Seite. Wir beginnen mit der Berechnung der Wahrscheinlichkeit

_ Hw e Q: X(w) =z}

PX =z]=P{w e Q: X(w) =z} 13

wobei die im Zahler auftretende Menge ausgedriickt werden kann als

z,2), (z,3), (z,4), (x,5), (z, 6)}, xz € {0,1},

{MEQ:X(W)$}{éfx71>7( m¢{071}-

Also erhalten wir durch Zahlen

Analog erhalten wir
= %7 ye {17273747576}’
9 y¢ {1’27374’5’6}'

38 =13, (T,y) €, —PX =2,Y =y
07 ((E,y)¢Qv




