Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (D-ITET)
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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 5 - Losungen

MC 5-1. Sei
0, a <0,
g 0<ax1
F(a) =< 2] - ’
(a) azl, 1<a<3,
1, 3 <a.

eine Verteilungsfunktion. Welche der folgenden Aussagen ist korrekt? (Genau eine Antwort ist richtig.)

(a) F hat keine Dichte.

(b) F hat eine Dichte gegeben durch

0, a<0,
1
5, 0<axl1
a) = 29 = )
O Lo 1<a<3,
0, 3<a.
(¢) F hat eine Dichte gegeben durch
0, a<0,
1
5, 0<ax1
29 = )
ola) =
f (@) %, 1<a<3,
1, 3<a.
(d) Wir kénnen nicht entscheiden, ob F' eine Dichte hat.
Losung: Wir konnen die Ableitung berechnen
0, a <0,
d %, 0<a<l,
_ )1
%F(a)_ 4 I1<a<3, (1)
0, 3 <a,

existiert nicht, a € {0,1,3}.

Daher ist f(;) ein Kandidat fiir eine Dichte. Man kann dann durch direkte Berechnungen iiberpriifen,
dass F(a) = [*_ fu)(z)dz fiir jedes a € R gilt, und daher ist (b) korrekt.
Alternativ kann man bemerken, dass F' Lipschitz-stetig ist, was impliziert, dass es auch absolutstetig

ist. Daraus folgt dann, dass F' eine Dichte hat, die durch die Ableitung von F' gegeben ist.

Bemerkung: Beachten Sie, dass sich der Wert einer Dichte an endlich vielen Punkten &ndern kann,
ohne den Wert ihres Integrals zu dndern. Daher ist es kein Problem, dass die Ableitung in an den
Punkten @ = 0, a = 1 und a = 3 nicht existiert.
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Freiwillige technische Bemerkung: Sei f eine Dichte von F. Dann ist g auch eine Dichte von F
genau dann, wenn “f = g fast uiberall beziiglich dem Lebesgue-Mass]” gilt. In einem solchen Fall gilt
zwangslaufig ffoo f(z)dx = ffoo g(x)dz, a € R. Gilt zum Beispiel f(x) = g(x) fiir alle ausser endlich
vielen Punkten, so ist f = g fast iiberall beziiglich dem Lebesgue-Mass.

MC 5-2. Sei I eine Verteilungsfunktion und f die entsprechende Dichte. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr? (Die Anzahl der moglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4 liegen.)

(a) f >0, aber nicht notwendigerweise F' > 0.
(b) f ist rechtsstetig.
(c) f<1.

)

(d) F kann unstetig sein, aber nur an endlich vielen Punkten.

Losung: Keine der Antworten ist korrekt. (a) ist nicht wahr, da F' > 0 immer gilt. (b) und (c¢) sind
fiir F' zwar wahr, aber nicht unbedingt fiir f. Schliesslich kann F' nicht unstetig sein, da es eine Dichte
besitzt.

Aufgabe 5-3. Seien A, B und 4;, i € {1,...,n}, Ereignisse in einer o-Algebra F. Wir nehmen an, dass die
A; paarweise disjunkt sind.

(a) Zeigen Sie, dass A und B unabhingig sind genau dann, wenn A und B¢ unabhéngig sind, was auch
dquivalent zur Unabhéngigkeit von A¢ und B¢ ist.

(b) Zeigen Sie: Falls fir alle ¢ € {1,...,n} A and A; paarweise unabhéngig sind, so sind 4 und |J_, 4;
unabhéngig.

(¢) Nehmen Sie an, dass P[A] = 1 ist. Zeigen Sie, dass dann A and B fiir alle B € F unabhéngig sind.

Bemerkung: Versuchen Sie zu iiberlegen, ob die Ergebnisse intuitiv sind und was die Interpretation ist.

Losung:
(a) Es geniigt zu zeugen, dass gilt
A, B sind unabhingig = A, B¢ sind unabhéngig. (2)
Mit B¢ statt B folgt dann nidmlich wegen (B€)¢ = B auch
A, B° sind unabhéngig = A, B sind unabhéngig,
mit A und B vertauscht folgt dann
A, B sind unabhéngig <= A B sind unabhéngig.

Fir nehmen wir also
P[AN B] = P[A]P[B]



https://en.wikipedia.org/wiki/Almost_everywhere
https://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_measure
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an und wollen zeigen, dass das

P[A N B€] = P[A]|P[BF]
impliziert.
Aber aus Q = BUB® folgt A = ANQ = (ANB)Y(ANB®) und damit P[A] = P[ANB]+P[ANB],
also P[A N B¢] = P[A] — P[A N B]. Wegen P[A N B] = P[A]P[B]liefertdasP[A N B¢] = P[A](1 —
P[B]) = P[A]P[B¢], und wir sinf fertig.

(b) Nach Annahme haben wir P[A N A;] = P[A]P[4,], ¢ = 1,...,n. Da die Ereignisse A; paarweise
disjunkt sind, so sind es auch AN A;. Folglich haben wir

}P’[AO(QAZ-)} [U (AN A;) ] ZPAHA iP[A]IP[A
Al ;P[Ai] = P[A]P { CJ Al} , was zu beweisen war.

i=1

(c) Mit (a) konnen wir zeigen, dass es ausreicht, die Aussage fiir A® zu zeigen, wobei P[A°] = 0.
Fir alle Ereignisse B € F gilt A°N B C A€, und damit bekommen wir mit Hilfe der Monotonie
P[A°NB] = 0. Folglich ist P[A°NB] = P[A°|P[B] erfiillt fiir jedes B € F. Aus der Unabhéngigkeit
von A¢ und B folgt mit (a), dass A und B unabhéngig sind.

Alternativ: Ist P[A] = 1, so ist P[A°] = 0 und damit auch P[B N A°] = 0. Also ist wegen
Q=AU A° und P[4] =1 auch P[B N A] = P[B] = P[B]P[A].

Aufgabe 5-4. Wir betrachten ein Kartenblatt mit den tiblichen 52 Karten und 4 Farben (Herz, Kreuz, Karo
und Pik). Sind die folgenden Ereignisse unabhéngig? Spezifizieren Sie dazu einen geeigneren Wahschlein-
lichkeitsraum.

(a) Wir ziehen eine Karte und betrachten die Ereignisse A = “Sie haben einen Ko6nig gezogen” und B =
“Sie haben eine Pik-Karte gezogen”.

(b) Wir ziehen zwei Karten mit Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Sie ziehen ein Paar”
und B = “Sie haben zwei Herzkarten gezogen”. Nehmen Sie an, dass die Reihenfolge der gezogenen
Karten eine Rolle spielt.

(c) Wir ziehen zwei Karten ohne Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Sie ziehen ein Paar”
und B = “Sie ziehen zwei Kreuz-Karten”. Nehmen Sie an, dass die Reihenfolge der Karten keine Rolle
spielt.

Losung: Wir betrachten hier nur Laplace-Modelle. Folglich ist die Eigenschaft

A[|B]

ANB|=

dquivalent zu

P[A N B] = P[A]P[B].
Sei K die Menge der 52 Karten (|K| = 52).
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(a) Wir wihlen ein Laplace-Modell (Q, F,P) mit Q = K. Also ist F = 2 = 2K und

Bl _ |E]
P:F—[0,1,E— PlE] = 1~ =1
€ |K]
Zieht man nur eine Karte, dann gilt
e |Q] =52, da das Blatt 52 Karten enthélt,
o |A| =4, da das Blatt 4 Konige enthilt,
e |B| =13, da das Blatt 13 Pik-Karten enthélt, und
e |AN B| =1, da es nur einen Pik-Konig gibt.
Es folgt
|A||B] 4x13
— = =1=|ANB|.
|9 52 | |

Also sind A und B unabhéngig.

(b) Wir wéhlen ein Laplace-Modell (2, F,P) mit Q@ = K2 = K x K. Das bedeutet F = 29 = 9K?
und P: F — [0,1], E — P[E] = % = |‘£2||. Dieses Modell reflektiert, dass die Reihenfolge der
Karten eine Rolle spielt. Ferner gilt beim Ziehen von zwei Karten

o | =522 = 2704,

o |A] = 13 x 4% = 208, da das Paar aus allen der 13 verschiedenen Karten gebildet werden
kann,

e |B| =132 = 169, da es 13 Herzkarten gibt, und

e |AN B| =13 x 12, da man zweimal dieselbe Herz-Karte ziehen muss (von 13 méglichen).

Wir erhalten
|A||B] 208 x 169

Q] 2704
Folglich sind A und B unabhéngig.

=13=|ANB|.

(c) Wir wihlen ein Laplace-Modell (Q, F,P) mit Q = {H € 2K : |H| =2}. Dieses Modell reflek-
tiert, dass die Reihenfolge der Karten keine Rolle spielt. Wir haben:

e |0 = (%) = 1326,
o |Al =13 x (3) = 78, da das Paar aus allen 13 Karten gebildet werden kann,
e |B| = (123) =78, da es 13 verschiedene Kreuz-Karten gibt, und

e |AN B| =0, da ohne Zuriicklegen dieselbe Karte nicht gezogen werden kann.

Wir beobachten
|A||B] 18X T8

Q] 1326
Folglich sind A und B nicht unabhéangig.

~46#0=|ANDB|.

Aufgabe 5-5. Wir haben einen repréasentativen Studenten des Kurses Wahrscheinlichkeitstheorie und Statis-
tik, dessen Wissen durch eine Zufallsvariable X; mit werten in {0, 1} mit Verteilung P[X; = 0] = 1 -P[X; =
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1] = 4/10 dargestellt wird. Hier interpretieren wir {X; = 1} = “Der Student lernt gut” und {X; = 0} =
“Der Student lernt nicht gut”.

Weiter definieren wir durch X5 mit werten in {0,1} die Zufallsvariable, die reprisentiert, ob der Student
versucht, die Priifung zu bestehen, wobei {Xs = 0} = “Der Student meldet sich nicht fiir die Priifung an”
und {X; = 1} = “Der Student meldet sich fiir die Priifung an”. Wir nehmen an, dass

2+3l‘1

H’D[XQ = 1|X1 = xl] =1 —P[Xg = 0|X1 = 331] = 5 5

X1 € {0, 1}.

Schliesslich definieren wir als X3 mit werten in {0,1} die Zufallsvariable, die reprisentiert, ob der Student
die Priifung tatséchlich besteht, wobei { X3 = 0} = “Der Student besteht die Priifung nicht” und {X3 =1} =
“Der Student besteht die Priifung”. Wir nehmen an, dass

143z, —
) e 07 1 ) - 1)
P[X3 = 1‘X2 = T, X1 = :171] = 5 1 { } 2
0, sonst.
(a) Beschreiben Sie in Worten die verschiedenen bedingten Wahrscheinlichkeiten in der Aufgabe, und spez-
ifizieren Sie ihre Werte.

(b) Am Ende der Priifungssitzung wissen wir, dass der Student die Priifung nicht bestanden hat (d.h. en-
tweder durchgefallen ist oder sich nicht einmal angemeldet hat). Was ist die bedingte Wahrschein-
lichkeit, dass der Student nicht gut gelernt hat? Das heisst, was ist P[X; = 0|X3 = 0]

Losung:

(a) Die Interpretation und die Werte der Wahrscheinlichkeiten P[X; = 0] und P[X; = 1] sind
offensichtlich.

Der Wert P[X; = 1|X; = 0] = 2/5 repréasentiert die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein
Student, der lernt nicht gut, sich fiir die Priifung anmeldet. Ebenso reprisentiert P[ X, = 1| X; =
1] = 1 die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Student, der lernt gut, sich fiir die Priifung
anmeldet. Analog dazu repréisentieren P[X5 = 0/X; = 1] = 0 und P[X2 = 0|X; = 0] = 3/5 die
bedingten Wahrscheinlichkeiten, dass ein Student, der lernt nicht gut, und ein Student, der lernt
gut, sich nicht fiir die Priifung anmelden.

P[Xg = 1|X2 = 1, X1 = O] = 1/5 und P[X3 = 1|X2 = 1, X1 = 1] = 4/5 sind die bedingten
Wahrscheinlichkeiten, dass ein Student, der nicht gut lernt und sich fiir die Priifung anmeldet,
und ein Student, der gut lernt und sich fiir die Priifung anmeldet, die Priifung besteht. Ebenso
sind P[X3 = 1|X2 = 0, X; = 0] = 0 und P[X3 = 1|Xy = 0, X; = 1] = 0 die bedingten
Wahrscheinlichkeiten, dass ein Student, der nicht gut lernt und sich nicht fir die Priifung
anmeldet, und ein Student, der gut lernt und sich nicht fir die Priiffung anmeldet, die Prii-
fung besteht. Analog dazu konnen wir die Wahrscheinlichkeiten P[X5 = 0/ X2 = 1, X; = 0],
P[Xg = 0|X2 = 1, Xl = 1}, ]P[Xg = 0|X2 = 0, Xl = 0} und P[Xg = O‘XQ = 0, X1 = 1]
interpretieren.
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(b) Es gilt
1
PIX: =0 X2=0 _oPX:1 =0, Xg=129, X3=0
P[X; =0|X3 =0] = X1 =0, X5 = 0] _ 12962—10 X 2 =23 X3 =0
P[XS = O] 211:0 Zm2:0 P[Xl =T, Xy = xa, X3 = 0]
S oP[X3 =0|X1 =0, X3 = 23]P[X; = 25| X; = 0]P[X; = 0]

Zilzo Z;Z:OP[X3:O|X1 =T, X2 :l‘g}P[XQ :$2|X1 :xl]P[Xl :.’L‘l]
3 4 4 2 4
_ Ix5X+5X5%1%
- 3 4 4 2 4 1 6
1><g><E—&—gxgxﬁ—kO—i—gxlxﬁ
46

= — ~ 0.754.
6l 0.75




