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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 6

MC 6-1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny und mit

P[X = k] = c/k!, k€ Ny, k gerade,
o, sonst,

wobei wir der Einfachheit halber 0 als gerade Zahl verstehen. Fiir welche Werte von ¢ € R ist dies eine
wohldefinierte Gewichtsfunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

Hinweis: Sie konnen die folgende Identitéit verwenden:
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(a) Nie.
(b -1

)

) Nur firc=e
(¢) Fir alle ¢ > 0.

)

(d) Nur fiir ¢ =2/(e +e71).

MC 6-2. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in {1,...,10} und P[X = k] = k — ¢ fir k € {1,...,10}.
Fiir welche Werte von ¢ € R ist dies eine wohldefinierte Gewichtsfunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

(a) Wenn ¢ =5.4.
(b) Nie.

(¢) Wenn ¢ = 1.
(d) Wenn ¢ = 0.

MC 6-3. Seien A, B und C Ereignisse in F. Welche der folgenden Aussagen sind allgemein wahr? (Die
Anzahl der méglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4 liegen.)

(a) Falls A und B sowie A und C unabhéngig sind, so sind auch A und B N C' unabhéngig.
(b) Falls A und B sowie B und C' unabhingig sind, so sind auch A und C' unabhéngig.

(¢) Falls A und B und C unabhéngig sind, so sind auch A und B N C unabhéngig.

(d) Falls A und A unabhingig sind, so ist P[A] = 1 oder P[A] =

MC 6-4. Sei X eine Zufallsvariable, die Werte in der Menge {0, 1,3} annimmt mit E[X] = 2. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr? (Die Anzahl der méoglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4
liegen.)
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(a) PIX =0] > 1.
(b) PIX =1] > 5.
(c) PIX =0] < £
(d) PLX =3] > 3.

Aufgabe 6-5. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, welche die Anzahl der Benutzer beschreibt, die
innerhalb einer Stunde den Server A besuchen. Wir nehmen an, dass X ~ Poisson(A) fir ein A > 0.

(a) Erinnern Sie sich an die Definition der Poisson-Verteilung und argumentieren Sie, warum die Poisson-
Verteilung ein angemessenes probabilistisches Modell fiir die beschriebene Situation ist.

(b) Wir wissen, dass der Server abstiirzt, wenn ihn mindestens 1000 Personen innerhalb einer Stunde
besuchen. Schreiben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir als eine Funktion von A > 0 auf.

(c) SeiY eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, welche die Anzahl der Benutzer beschreibt, die innerhalb
einer Stunde den Server B besuchen. Nehmen Sie an, dass Y ~ Poisson(v) fiir ein v > 0 gilt und

P[X =i,V =k =P[X =4P[Y =k], ke N,

(Dies bedeutet, dass X und Y unabhéngig sind.) Finden Sie die Wahrscheinlichkeit P[X + Y = k] fiir
k € Ng. Was ist die Verteilung der Zufallsvariablen Z := X + Y7

Hinweis: Es konnte hilfreich sein, die binomiale Formel (a + b)* = Zf:o (?)ak_ibi, fiir a,b € R und
k € Ny zu verwenden.

(d) Berechnen Sie die Werte von E[X], E[Z] und E[XY].

Aufgabe 6-6. Betrachten Sie eine Klasse von n € N Schiilern, deren Geburtsdaten durch Zufallsvariablen
X, i € {1,...,n}, dargestellt werden. Die Daten werden durch Zahlen in der Form “ttmm” reprisentiert.
Das bedeutet, dass

X;(w) € D = {101,201,...,3012, 3112},

wobei wir mogliche Nullen am Anfang weglassen und ein Standardjahr ohne Schalttag betrachten. (Ist zum
Beispiel der Geburtstag des ersten Schiilers am 3.11.; so ist X; = 311.) Nehmen Sie an, dass die gemeinsame
Verteilung der Schiiler gegeben ist durch

P[X;, =z, Xo = &9,..., Xn = 2] fir (z1,...,2,) € D™

365"
Mit anderen Worten: alle Verteilungen der n Schiilergeburtstage auf die 365 Tage treten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ein, und wir haben dieselbe Situation wie in Aufgabe 2-5. Zeigen Sie, dass die Zu-
fallsvariablen X;, i € {1,...,n}, unabhéngig sind.

Aufgabe 6-7. (Monty-Hall-Problem) Sie sind in einer Spielshow und haben die Wahl zwischen drei Tiiren.
Hinter einer Tiir befindet sich ein Auto, hinter den anderen beiden Tiiren sind Ziegen. Sie wéhlen eine Tiir
aus, und der Gastgeber, der weiss, was sich hinter den Tiiren verbirgt, 6ffnet eine andere Tiir, hinter der sich
eine Ziege befindet. Er fragt Sie dann: “Mdchten Sie bei Threr urspriinglich gewéhlten Tir bleiben oder zu
einer anderen wechseln?”. Angenommen, Sie mogen Autos, aber keine Ziegen, was sollten Sie tun?

(a) Konstruieren Sie ein geeignetes Modell, mit dem Sie diese Frage mithilfe von bedingten Wahrschein-
lichkeiten beantworten konnen.

(b) Versuchen Sie, eine alternative Losung zu finden (die natiirlich dieselbe Antwort liefern muss).



