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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 6 - Losungen

MC 6-1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny und mit

c/k!, k€ Ny, k gerade,

0, sonst,

MXH{

wobei wir der Einfachheit halber 0 als gerade Zahl verstehen. Fiir welche Werte von ¢ € R ist dies eine
wohldefinierte Gewichtsfunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

Hinweis: Sie konnen die folgende Identitéit verwenden:

i (22)! - i%(%* (_nl!)n) = ;(i;ﬁi (_nl!)n>'
n=0 n=0 n=0

n=0

(a) Nie.
(b

)

) 1
(¢) Fur alle ¢ > 0.

)

Nur fir c = e~ *.

(d) Nur fiir c=2/(e +e71).

Losung: (d) ist korrekt. Es muss gelten: 1 = >~ 7 P[X = k]. Wir haben, dass k € Ny gerade ist
genau dann, wenn es ein n € Ny gibt, sodass k = 2n. Folglich ist

oo

SEX=KH=Y S14, D SR o S o ) ) R
2 = = s %l {k ist gerade} — P (2')1)' - 2 oy n! = n! N 2 eTe .

Dies ergibt ¢ = 2/(e + e~ '). Es ist klar, dass auch 2/((e + e~!)k!) > 0 fiir jedes k > 0 ist.

MC 6-2. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in {1,...,10} und P[X = k] = k — ¢ fir k € {1,...,10}.
Fiir welche Werte von ¢ € R ist dies eine wohldefinierte Gewichtsfunktion? (Genau eine Antwort ist richtig.)

(a) Wenn ¢ = 5.4.
(b) Nie.

(¢) Wenn ¢ = 1.
(d) Wenn ¢ = 0.
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Losung: (b) ist korrekt. Wir haben Z,lcozl(k —¢) = (1 + 10) — 10c = 55 — 10c. Wir sehen, dass
55 — 10c = 1 genau dann, wenn ¢ = 5.4. Allerdings gilt k — 5.4 < 0 fiir jedes k € {1,...,5}. Daher
definiert die obige Formel niemals eine Gewichtsfunktion.

MC 6-3. Seien A, B und C Ereignisse in F. Welche der folgenden Aussagen sind allgemein wahr? (Die
Anzahl der moglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4 liegen.)

(a) Falls A und B sowie A und C unabhingig sind, so sind auch A und B N C unabhéngig.
(b) Falls A und B sowie B und C unabhingig sind, so sind auch A und C' unabhingig.

(¢) Falls A und B und C unabhéngig sind, so sind auch A und B N C unabhéngig.

(d) Falls A und A unabhéngig sind, so ist P[A] = 1 oder P[A] = 0.

Losung: (c) und (d) gilt. Wir haben
P[AN(BNC)] =PAN BNC]=P[A]P[B]P[C] = P[A]JP[BNC].

Ausserdem kann P[A] = P[A N A] = P[A]P[A] = (P[A])? nur wahr sein, wenn P[A] = 1 oder P[A] =0
ist. Keine der anderen Optionen gilt im Allgemeinen.

MC 6-4. Sei X eine Zufallsvariable, die Werte in der Menge {0, 1,3} annimmt mit E[X] = 2. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr? (Die Anzahl der moglichen richtigen Antworten kann zwischen 0 und 4

liegen.)

(a) P[X =0] > é
(b) PIX=1]> %
(c) PX =0] < %.
(d) PIX=3]> %
Losung

a) gilt nicht, zum Beispiel wenn P[X = 1] =P[X = 3] = %

b) gilt nicht, zum Beispiel wenn P[X = 0] = § und P[X = 3] = 2.
c) gilt nicht, zum Beispiel wenn P[X = 0] = § und P[X =3] = 2
d) gilt. Fiir jede Wahl von P gilt mit p; := P[X =] fiir ¢ = 0,1, 3, dass

2=E[X]=p1 +3p3=(1—po—p3)+3p3 =1—po+ 2ps.

Also ist 2ps = 1+ po > 1 und damit P[X = 3] =p3 > 1/2.

Aufgabe 6-5. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, welche die Anzahl der Benutzer beschreibt, die
innerhalb einer Stunde den Server A besuchen. Wir nehmen an, dass X ~ Poisson(\) fir ein A > 0.
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(a) Erinnern Sie sich an die Definition der Poisson-Verteilung und argumentieren Sie, warum die Poisson-
Verteilung ein angemessenes probabilistisches Modell fiir die beschriebene Situation ist.

(b) Wir wissen, dass der Server abstiirzt, wenn ihn mindestens 1000 Personen innerhalb einer Stunde
besuchen. Schreiben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir als eine Funktion von A > 0 auf.

(c) SeiY eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, welche die Anzahl der Benutzer beschreibt, die innerhalb
einer Stunde den Server B besuchen. Nehmen Sie an, dass Y ~ Poisson(v) fiir ein v > 0 gilt und
PIX =i,V =k] =P[X =i|P[Y =k], i,keN,.
(Dies bedeutet, dass X und Y unabhingig sind.) Finden Sie die Wahrscheinlichkeit P[X + Y = k] fiir
k € Nyg. Was ist die Verteilung der Zufallsvariablen Z = X 4+ Y7
Hinweis: Es konnte hilfreich sein, die binomiale Formel (a + b)¥ = Zf 0 ( JaF~ib!, fir a,b € R und

k € Ny zu verwenden.

(d) Berechnen Sie die Werte von E[X], E[Z] und E[XY].

Losung:

(a) Die Poisson-Verteilung ist durch P[X = k] = e”\)‘k—]!c, k € Np, gegeben. Da die Poisson-
Verteilung ein Grenzwert einer Summe unabhéngiger binomialer Verteilungen ist, eignet sie
sich zur Beschreibung der Anzahl seltener Ereignisse; siche Vorlesung.

(b) Wir haben

P[X >1000] = Y PX=kl=e"? )
k=1000 k=1000

(¢) Nach Annahme gilt P[X =14, Y = k] = P[X = {|P[Y = k], und fiir jedes ¢ € Ny ist
{X+Y=kY=0={X=k-0Y =1{}.

Also ist wegen

(X+Y=k}=J{X+Y=kY=(= U{X:k—E,Yzé}:O{X:k—é,Yzé}

€Ny £€Ng =0
k k k \f—t AL
PX +Y = k] :ZIE”[X:k—& Y=0=) PX=k—{(PY =(=> e’ ¢
£=0 /=0 =0 ( - )
1 k! 1
e~ (A1) — M Nkt @ e~ () — k
R 2 0k — 1) A a0
Wir schliessen daraus, dass Z ~ Poisson(A + 7).
(d) Wir haben
- A 7/\/\ — A v A
=D _kpx(k) Zke & Zk = e k_1) °© )\Z(k—l)!
k=0 k=1 k=1 (1)
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Dartiber hinaus ergibt die Verwendung der Formel (2.2.6) aus dem Skript
E[Z] =EX +Y]=E[X]|+E[Y]=A+1.

Alternativ folgt aus Z ~ Poisson(A + v) auch E[Z] = X + v gemiiss ().
Schliesslich ergibt sich durch die Verwendung der Formel (2.2.15) aus dem Skript aufgrund der

Unabhéngigkeit
E[XY] =E[XIE[Y] = M.

Aufgabe 6-6. Betrachten Sie eine Klasse von n € N Schiilern, deren Geburtsdaten durch Zufallsvariablen
X, 1 € {1,...,n}, dargestellt werden. Die Daten werden durch Zahlen in der Form “ttmm” représentiert.
Das bedeutet, dass

X;(w) € D :={101,201,...,3012,3112},
wobei wir mogliche Nullen am Anfang weglassen und ein Standardjahr ohne Schalttag betrachten. (Ist zum
Beispiel der Geburtstag des ersten Schiilers am 3.11., so ist X; = 311.) Nehmen Sie an, dass die gemeinsame
Verteilung der Schiiler gegeben ist durch

P[Xlle,X2:$2,...7Xn:£Cn] fur (xl,...,xn)GD".

1
365"
Mit anderen Worten: alle Verteilungen der n Schiilergeburtstage auf die 365 Tage treten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ein, und wir haben dieselbe Situation wie in Aufgabe 2-5. Zeigen Sie, dass die Zu-
fallsvariablen X;, i € {1,...,n}, unabhéngig sind.

Losung: Nach Definition miissen wir zeigen, dass fiir alle 1 <43 < --- < i <nund z;,,...,2;, €D
gilt

Die linke Seite ist gleich 365" % /365" = 1/365%. Nehmen wir k& = 1 an, dann ergibt sich

1
P[Xi, = as,] = ——, i, € D.
X =wa]= oz, @i €
Durch Symmetrie folgern wir P[X;, = x;,] = 1/365, x;; € D, fiir jedes j € {1,...,k}. Wir schliessen

also

J
1 1
PlXo = wa] - PlXi, = @] = g X X oo = oo

was die Gleichung (2] zeigt.

Aufgabe 6-7. (Monty-Hall-Problem) Sie sind in einer Spielshow und haben die Wahl zwischen drei Tiiren.
Hinter einer Tiir befindet sich ein Auto, hinter den anderen beiden Tiiren sind Ziegen. Sie wéhlen eine Tiir
aus, und der Gastgeber, der weiss, was sich hinter den Tiiren verbirgt, 6ffnet eine andere Tiir, hinter der sich
eine Ziege befindet. Er fragt Sie dann: “Mochten Sie bei Threr urspriinglich gewéhlten Tiir bleiben oder zu
einer anderen wechseln?”. Angenommen, Sie mdgen Autos, aber keine Ziegen, was sollten Sie tun?

(a) Konstruieren Sie ein geeignetes Modell, mit dem Sie diese Frage mithilfe von bedingten Wahrschein-
lichkeiten beantworten konnen.

(b) Versuchen Sie, eine alternative Losung zu finden (die natiirlich dieselbe Antwort liefern muss).
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Losung:

(a) Wir nummerieren die Tiiren als 1,2,3 auf eine Weise, dass unsere erste Wahl Tir 1 ist. Wir
definieren B; = “Das Auto ist hinter Tir ¢”, mit ¢ € {1,2,3}, A; = “Moderator 6ffnet Tiir
J7, mit j € {2,3}. Sei Q = {1,2,3} x {2,3}. Dann B; = {i} x {2,3} fur i € {1,2,3} und
Ay ={1,3} x {2} und Az = {1,2} x {3}. Wir wéhlen die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

e P[B;] = P[By] = P[Bs] = 3, was bedeutet, dass das Auto zuféllig platziert wird.

o P[Ay|B1] = P[A3]|B1] = %, was bedeutet, dass der Moderator zufillig eine Ziegentiir wéhlt,
wenn wir die Autotiir wéhlen.

o P[A2|Bs] = 0 und P[A3|Bs] = 1, denn wenn das Auto hinter Tiur 2 ist, so muss der
Moderator Tiir 3 wéhlen.

[ ] P[A2|B3] =1 und P[A3|B3] =0.

Dann berechnen wir mit der Bayes-Formel

P[BﬂAg] _ P[A2|Bl}P[Bl]
P[A2|B1|P[B1] + P[As| B2]P[Bs] + P[A3| B3| P[Bs]
_ 3%3 51
Fxs+0xi4+1x1 33
und
P[As| B, ]P[B1]
P[B|As] =
BAAs] = B4 B, TR + BI A | BolBBa] + P43 BB B3]
_ 3%3 _5_ 1
sxs+lxi+0xi 33

Wir sehen, dass P[B1|Az] = P[By|As] = P[By]. Aber das gibt auch P[Bs|As] = 1 —P[B;|Ay] = 2
und P[B;|As] = 1 — P[B1]As] = 2. Sie sollten also die andere Tiir wéihlen, nicht die anfinglich
gewahlte. Sie haben keine zusétzlichen Informationen tiber Tiir 1 erhalten, aber Sie haben
zusédtzliche Informationen iiber die letzte Tiir.

(b) Nehmen Sie Q = {1,2,3} x {1,2,3}, F = 2 und P die Gleichverteilung. Fiir w = (w;,ws)
ist wy; die Nummer der Tiir mit dem Auto und ws die in der ersten Runde gewéhlte Tiir. Die
Entscheidung besteht dann darin, ob wir in der zweiten Runde zu einer anderen Tiir wechseln
oder nicht. Ist w; = wsy, so verlieren wir beim Wechseln; aber ist w; # wa, S0 gewinnen wir beim
Wechseln, da eine Tiir bereits gedffnet ist. Daher betrégt die Gewinnwahrscheinlichkeit fir das
Auto g = %, wenn wir wechseln, aber nur g = %, wenn wir nicht wechseln. Daher sollten wir
unsere erste Wahl aufgeben und wechseln.




