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Ubungskoordinator: Daniel Krsek

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 9 - Losungen

MC 9-1. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Fiir eine Konstante ¢ > 0 ist die gemeinsame Dichte von X

und Y gegeben als

c/(x®y?), ©>2,y>1,
0, sonst.
Ferner sei eine Zufallsvariable Z gegeben mit der Verteilungsfunktion
0, falls z < 0,
0.1, falls0<z<1,
Fz(z)=4¢0.5, falls1<z<3,
0.8, falls3<z<5,
1 falls z > 5.

)

(Genau eine Antwort ist in jeder Frage richtig.)

1. Welchen Wert muss ¢ annehmen, damit fx y eine Dichtefunktion ist?

(a) ¢ =

2. Sind X und Y unabhéngig?

(a) Ja.
(b) Nein.

3. Sei B = {X < 2}. Was ist die Wahrscheinlichkeit von F;?
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4. Sei Es = {X > Y}. Was ist die Wahrscheinlichkeit von Es?
(a) PlEs] = §
(b) P[Eo] = %
(c) P[E2] = §
5. Ist E[Z] > 37
(a) Ja.
(b) Nein.

6. Ist P[Z < 3] = P[Z > 37
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(a) Ja.
(b) Nein.

7. Ist P[3.5 < Z < 5.5 = 0.2?

(a) J
(b) Nein.

8. Was ist E[Z2]?

(a) E[Z%] =9.1.
(b) E[Z?] =8.1.
(c) E[2?] =9.

9. Was ist Var[Z]?
(a) Var[Z] =5.8.
(b) Var[Z] =8.1.
(c) Var[Z] = 2.81.

Losung:
1. (a). Es gilt

[ o= [ (=2

Dies ist genau dann gleich 1, wenn ¢ = 2.

oo c 1 c 10 c
et [ R
x=2)y 2/1 y2y 2 y ly=1 2

2. (a). Die Randdichten fx und fy von X und Y bekommen wir via (wir setzen ¢ = 2)

e <2 2 1o 2
fx@ = [ Ferndy= [ s @y = Zlem@ (=] ) = Sles@.

—o00 Yly=1

° 2 2 1
= [ ferlnde= [t = Slumo) (-7

00 1
) = ?1[1,00)(y)'

T lx=2

Daraus sehen wir, dass fx y genau das Produkt der Randdichten fx und fy ist. Daher sind X
und Y unabhingig.

3. (a). X ist absolutstetig verteilt mit Dichtefunktion fx () = 212 o0)(x). Daher ist

o0 2 2
pE)= [ twa@ix@de= [ @i [ Stpag@de= [ D=0
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4. (b). Es gilt

29,2
max{2,y} T°Y

2 e3¢} 1 o [e%e} 1
dxd dx d
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5 (b). Esgilt P[Z = 0] = 0.1, P[Z = 1] = 05— 0.1 = 04, P[Z = 3] = 0.8 — 0.5 = 0.3, und
P[Z=5]=1—-08=0.2. Also ist E[Z] =04+ 03x3+02x5=23<3.

a). Es gilt P[3.5 < Z < 5.5] = P[Z = 5] = 0.2.
E[Z2] =04+ 03 x32+02x52=04+27+5=28.1.
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b). Direkte Berechnungen ergeben P[Z < 3] = 0.8 und P[Z > 3] =1—-P[Z < 3] = 0.5.
c). Es gilt Var[Z] = E[Z?] — (E[Z])? = 8.1 — (2.3)? = 2.81.

(
(
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(
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10. (b). Wir haben P[Z = 0] = 0.1 und P[X = 0] = 0.

Aufgabe 9-2. Herr Meier fihrt tédglich mit konstanter Geschwindigkeit dieselbe Strecke sy (zum Beispiel von
Zirich nach Bern, sgp = 120 km). Die Geschwindigkeit V' hangt vom Wetter und den Verkehrsbedingungen
ab, und ihre Dichte ist von der Form

Cv2e=,  falls v >0,
fv(v) = {
0, sonst,

und dem Mittel E[V] = vy (zum Beispiel vg = 90 km/h).
(a) Bestimmen Sie die Werte der Parameter C' und A (als Funktion von vy).
Hinweis: Beniitzen Sie fooo t"e~tdt = n! fiir n € Nyl
(b) Berechnen Sie die Varianz von V.

(c) Die Fahrzeit ist T = s¢/V. Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von T'.


https://de.wikipedia.org/wiki/Gammafunktion
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Losung:
(a) Esmuss gelten [*_ fy(v)dv =1und E[V] = [*_vfy(v)dv = vy. Wir erhalten mit dem Hinweis

in der Aufgabe und der Substitution z = A\v, dass
C 2C

~ 9l —

> _ > 2 —\v _ > f 2 711 _ o~
/ﬁxjfv(v)dvf/o Cv?e dfo/O (/\)e )\dxf)\S Eh

Es folgt C' = ’\73, wobei wir A > 0 annehmen. Mit der gleichen Substitution folgt

3 0 3
A 33) e_””ldgc:?ﬂi 5

> )‘3 > 3_—v
vo—E[V]—/OOUfV(”)d”—j/O vie Tdv = - 0 (X A 20 A

Es gilt daher A = % und damit C' = %3 = 22775 Beachten Sie zudem, dass fy > 0 gilt, da C > 0.
0

(b) Die Formel (3.3.4) aus dem Skript und die gleiche Substitution wie zuvor ergeben

Var[V] = E[V?] — (E[V])? = %3 /OOO vie Mdu — (3/0)

1 )
=4 — — 2 = 2 = —0
4.2>\2 9/ 3/A 3"

Beachten Sie: weil vg in km/h ist, ist das in (km/h)2.

(c) Es gilt unter Verwendung der Formel (3.3.3)

B(T) = Elso/V] = s0E[1/V) = 50 [

— 00

)3 , A3
= SO/ e Mdy = Sod _ 2%
0

oo

%fv(v)dv

2 2 20

Beachten Sie, dass E[1/V] # 1/E[V], also E[T] # so/vo.

Erneut unter Verwendung der Formel (3.3.4) ergibt sich

Varlr) = 7] - @) =[g8] - (5)" = 7 [T ()

242 212 2412 2
SHA _ SHA _ sgA”  9sp

T2 4 1 w2

Aufgabe 9-3. Seien X und Y Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte

32 +9y?), 0<z<1,0<y<l,
fX,Y(xay):{Q( v) o =V=
0, sonst.

(a) Berechnen Sie die Randdichte und den Erwartungswert von X und Y.

(b) Bestimmen Sie die beste Prognose fiir Y der Form Y = aX + b derart, dass der Prognosefehler

E[(Y — Y)?] minimiert wird.




Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (D-ITET)
Dozent: Prof. Dr. Martin Schweizer Ubungskoordinator: Daniel Krsek

(¢) Berechnen Sie P[2Y < X] und P[Y < 2X].

(d) Berechnen Sie E[g(X,Y)], wobei g(z,y) = z,y € R.

T
x2 +y2 ’

Losung:

(a) Die Randdichte fx von X ist gegeben durch fx(z) = fix;o fxy(z,y)dy. Firz <0und z > 1
gilt fx(z) =0; fur = € [0,1] erhélt man

3, 3/, 1y 3., 1
fx(m)—§/0 (z° +y )dy—i(m +§)—§x +3
Der Erwartungswert von X betragt
> 1! 1 1
E[X] = [Wmfx(w)dx = 5/0 (32 4+ z)dx = 5(?1 + 5) = g (1)

Vollig analog (denn die Situation ist symmetrisch in X und Y) erhdhlt man

fy(y) =101 (y)(ng + %) und E[Y] = g

(b) Unter Verwendung der Formel (3.5.4) aus dem Skript haben wir
. Cov(X,Y)

- Var[X]
Wir haben E[X] = 2 gemiss (I)) und somit, aufgrund der Symmetrie, E[Y] = 2. Ferner ist

00 1
3., 1 31 11
21 — 2 = —4 —2 = — — —_—_ =
E[X]f/ioox fX(:c)dxf/O (2x + 5 )dx S5t 33

(X — E[X)) + E[Y].

s
15’
und daher . 5\ 2 -3

Var[X] = E[X?] — (E[X])? = — — (=) = —.

arlX] = E[X?) - (EX))? = - - (3) = 560
Es gilt ausserdem

3/t 3 MMy P 3/1 1 3
EXY] == 2 492 :7/ AN AN ==(= ==
[XY] 2/0/0”(9” Ty )dwdy 20(4+2>dy 2(8+8) 8

und daher .
Cov(X,Y) =E[XY] — E[X]E[Y] = ¢ - (,
Insgesamt ist also
1
5 a1 5
P=—S(x-2)+

(¢) Wir bestimmen zuerst P[2Y < X]. Man erhélt
oo o 3 1 pz/2
P2y < X] = / / L(—ooa/2) () fxy (@, y)do dy = 5/ / (% +y*)dy do
—o0 J —00 0 Jo
1 3

§/ (£+xj)dx_§§_§
2 )0 \2 2477 296 64
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P[Y < 2X] berechnet man entweder analog (der Integrationsbereich ist in diesem Falle ein
Trapez) oder man bemerkt, dass wegen der Symmetrie fx vy (z,y) = fx,v(y, ) (d.h. die Funktion
fx,v(x,y) ist symmetrisch beziiglich der Diagonalen z = y) gilt

PlY < 2X] =1 - P[Y < X/2] = 2711

Ohne Symmetrieargument berechnen wir direkt
Py <2x] = [ [ 1can)fey (e dsdy

1 pmin{l,2z} 3
= / / ~(z® + y*)dy dx
0 0 2

3 1/2 2x 3 1 1
= - / / (22 4+ y*)dy dx + 7/ / (22 4 y*)dy dx
2o Jo 2 J1s2Jo

1/2 [ 3 1 1
:§/ <2x3+8i)dx+§/ (x2+f)dx

1><1+3><1(1 1)+3><1
4 24 2 3 23 2 6

(d) Die Verwendung der Formel (3.4.1) aus dem Skript ergibt
X e
E[g(X,Y)] ZE{W] = /_OO /_Oo mfxy(x,y)dl"dy

11 11 2
s 3, 3 3221 3
= 5 drdy = —xdrdy = - — =—.
/0/0x2+y22(m +y)dvdy /0/02xxy 22 lz=0 4




