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MODELLE FORMALER THEORIEN

8. Sei R ein 2-stelliges Relationssymbol, sei L “ tRu und seien σ1, σ2, σ3 die folgenden drei
L -Sätze:

σ1 ” @xpRxxq, σ2 ” @x@ypRxy Ñ Ryxq, σ3 ” @x@y@z
`

pRxy ^Ryzq Ñ Rxz
˘

.

Konstruiere drei Modelle M1, M2, M3 mit Bereich ta, b, cu sodass gilt:

(a) M1 (  σ1 ^ σ2 ^ σ3

(b) M2 ( σ1 ^ σ2 ^ σ3

(c) M3 ( σ1 ^ σ2 ^ σ3

9. Definiere auf N eine binäre Relation “ă” sodass gilt:

pN,ăq ( DLO

10. Für positive ganze Zahlen n sei rns :“ t1, 2, . . . , nu, sei Sn die Menge aller Bijektionen
f : rns Ñ rns und für Funktionen f, g P Sn sei f ˝ gpaq :“ f

`

gpaq
˘

(für a P rns). Weiter sei
ι : rns Ñ rns die Identität, d.h. ιpaq “ a für alle a P ras.

Zeige, dass für n ě 3,
`

Sn, ι, ˝

˘

eine nicht-kommutative Gruppe ist.

11. Sei ZrXs die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in Z.

Zeige, dass pZrXs, 0, 1,`, ¨
˘

ein kommutativer Ring ist, wobei 0, 1 P Z und `, ¨ die Poly-
nomaddition bzw. Polynommultiplikation bezeichnet.

12. Für eine positive ganze Zahl m sei Zm :“ t0̄, 1̄, . . . ,m´ 1u. Auf Zm seien die beiden
binären Operationen “`” und “ ¨ ” wie folgt definiert:

ā` b̄ “ c̄ : ðñ m teilt pa` bq ´ c

ā ¨ b̄ “ c̄ : ðñ m teilt pa ¨ bq ´ c

(a) Zeige, dass für alle m ě 2,
`

Zm, 0̄, 1̄,`, ¨
˘

ein kommutativer Ring ist.

(b) Zeige, dass für Primzahlen p,
`

Zp, 0̄, 1̄,`, ¨
˘

ein Körper ist.
Hinweis: Zeige, dass für ā P Zp, ā ‰ 0̄, die Elemente 1̄ ¨ ā, 2̄ ¨ ā, . . . , p´ 1 ¨ ā paarweise
verschieden und verschieden von 0̄ sind.
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13. Auf der Menge K “ t0, 1, α, βu werden zwei binäre Operationen “`” und “ ¨ ” wie folgt
definiert:

` 0 1 α β

0 0 1 α β
1 1 0 β α
α α β 0 1
β β α 1 0

¨ 0 1 α β

0 0 0 0 0
1 0 1 α β
α 0 α β 1
β 0 β 1 α

Zeige, dass K “
`

K, 0, 1,` ¨
˘

ein Modell für KT ist, d.h. K ist eine Körper mit vier Ele-
menten.

14. Sei T0 “ tσ0, σ1, σ2u eine Theorie mit der Signatur LGT, wobei gilt:

σ0 ” @x@y@z
`

x ˝ py ˝ zq “ px ˝ yq ˝ z
˘

σ1 ” @xpe ˝x “ xq

σ2 ” @xDypx ˝ y “ eq

Die LGT-Struktur M mit Bereich A “ tα, βu sei definiert durch eM :“ α und x ˝ y :“ y für
alle x, y P A.

(a) Zeige: M ( T0.

(b) Zeige: M * GT.

Bemerkung: Ist G eine Gruppe, so gilt G ( T0, d.h. die Axiome von T0 können aus GT
bewiesen werden. Andererseits folgt aus (b), dass die Gruppenaxiome GT nicht aus T0 be-
wiesen werden können.
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