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EIN NICHTSTANDARD-MODELL DER PEANO-ARITHMETIK

23. Beweise das Ultrafilter-Theorem mit Hilfe des Teichmiiller-Prinzips, und folgere daraus die
Existenz von nicht-trivialen Ultrafiltern iiber w.

Im Folgenden sei % < £7(w) ein nicht-trivialer Ultrafilter iiber w. Auf der Menge der Funktionen
f : w — w definieren wir die Aquivalenzrelation “~” durch

f~g:= {new:f(n)=gn)}e%.
Fiir jede Funktion f € “w sei
[fl:={ge“w:g~ f},

und sei

w* = {[f]: f e“w}.
Wir konstruieren nun die -Zpa-Struktur N* mit Bereich w* wie folgt:

* Fiir das Konstantensymbol 0 € Zpa sei f, € “w definiert durch
fo(n) =0 furallen e w,

und sei

* Fiir das 1-stellige Funktionssymbol s in Zpa sei s(f) definiert durch
s(f)(n):= f(n)+1 firneuw,
und sei

s" ([£]) == [s(/)]-

* Fiir die bindren Funktionssymbole + und - in Zpa definieren wir f + g und f - g (fir
f, g € “w) durch

(f+9)(n) = f(n)+"g(n) (firallenew),
(f-9)(n) = f(n) X g(n) (irallenew),
und sei
L1+ [g) o= [f +9] und [f]- [g] == [f - g]-
24. (a) Firk € w sei ¢, € “w definiert durch ¢ (n) = k fir alle n € w.
Zeige, dass ein [g] € w* existiert, sodass fiir jedes k € w gilt:
N* = [er] < [g]
(b) Zeige, dass der Bereich w* von N* iiberabzéhlbar ist.

(c) Zeige: Fiir alle [g], [¢'] € w* mit [g] < [¢'] ist die Menge
{flew: [gl <1<

entweder endlich oder iiberabzihlbar.



