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23. Beweise das Ultrafilter-Theorem mit Hilfe des Teichmüller-Prinzips, und folgere daraus die
Existenz von nicht-trivialen Ultrafiltern über ω.

Im Folgenden sei U Ď Ppωq ein nicht-trivialer Ultrafilter über ω. Auf der Menge der Funktionen
f : ω Ñ ω definieren wir die Äquivalenzrelation “„” durch

f „ g : ðñ
 

n P ω : fpnq “ gpnq
(

P U .

Für jede Funktion f P ωω sei
rf s :“ tg P ωω : g „ fu,

und sei
ω˚

:“
 

rf s : f P ωω
(

.

Wir konstruieren nun die LPA-Struktur N˚ mit Bereich ω˚ wie folgt:

• Für das Konstantensymbol 0 P LPA sei f0 P ωω definiert durch

f0pnq :“ 0 für alle n P ω,

und sei
0
N˚

:“ rf0s.

• Für das 1-stellige Funktionssymbol s in LPA sei spfq definiert durch

spfqpnq :“ fpnq ` 1 für n P ω,

und sei
s
N

˚
`

rf s
˘

:“ rspfqs.

• Für die binären Funktionssymbole ` und ¨ in LPA definieren wir f ` g und f ¨ g (für
f, g P ωωq durch

pf ` gqpnq :“ fpnq `N gpnq (für alle n P ω) ,

pf ¨ gqpnq :“ fpnq ¨N gpnq (für alle n P ω) ,

und sei
rf s `N

˚

rgs :“ rf ` gs und rf s ¨N
˚

rgs :“ rf ¨ gs.

24. (a) Für k P ω sei ck P ωω definiert durch ckpnq “ k für alle n P ω.

Zeige, dass ein rgs P ω˚ existiert, sodass für jedes k P ω gilt:

N
˚ ( rcks ă rgs

(b) Zeige, dass der Bereich ω˚ von N
˚ überabzählbar ist.

(c) Zeige: Für alle rgs, rg1s P ω˚ mit rgs ă rg1s ist die Menge
 

rf s P ω˚
: rgs ď rf s ď rg1s

(

entweder endlich oder überabzählbar.
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