D-MATH Grundstrukturen FS 2024
Prof. Dr. Lorenz Halbeisen

Serie 11

DER POLYNOMRING F,[X]

Im Folgenden sei p eine Primzahl und IF,,[ X | sei der Ring der Polynome mit der Unbestimmten X
und Koeffizienten in I',. Fiir Polynome

f=a+auX+...+a,X"elF,[X]

ist der Grad von f die Zahl deg(f) := max{k € IN : a;, # 0}, falls solch eine Zahl existiert, sonst
sei deg(f) := —o0.

38. Fir f,g e F)[X]seide F,[X]ein ggT von fund g, fallsd | fund d | g sowie aus & | f
und h | g folgt h | d.

(a) Bestimme einen gg'T' der beiden Polynome
2X' +5X% +6X% +6X + 1, X° +6X + 1€ F;[X]

Hinweis: Verwende den vEA.

(b) Zeige: Istd € F,[X] ein ggT von f,g € F,[X], so ist fiir alle a € F,\{0} auch a - d
ein gg'T von f und g.

(c) Zeige: Sind d; und dy zwei ggT von f,¢g € F,[X], dann existiert ein a € I, mit
a - d1 = dg.

39. Fir f e Fy[X]sei(f) = {g- f:geF,[X]}.
(a) Zeige, dass furalle f € F,[X], (f) < F,[X] ein Ideal ist.

(b) Bestimme F,[X]/(0), F,[X]/(r) fir r € F,\{0}, F,[X]/(X), F,[X]/(X + 1), und
I, [X]/(X?).

(c) Zeige: Das Ideal (f) < IF,[ X] fiir f € IF,[X] mit deg(f) > 0 ist genau dann maximal,
wenn aus g - h = f fiir g, h € F,[ X] folgt deg(g) = 0 oder deg(h) = 0.

40. Sei f=X’+X+1eF;[X].

(a) Zeige, dass das Ideal (f) < IF;[X] ein maximales Ideal ist.
(b) Wie viele Elemente besitzt der Korper F7[X]/(f)?
(c) Berechne (X? + 2)~! im Kérper ;[ X]/(f).

Hinweis: Vergleiche mit Aufgabe 37.

41. Konstruiere einen Korper mit 8 Elementen.



