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Die Menge ω, wie sie in der Vorlesung konstruiert wurde, hat folgende Eigenschaften (die sich aus
den Axiomen 0–6 beweisen lassen):

(i) Für jedes n P ω ist entweder n “ 0 oder es existiert ein m P ω mit n “ m ` 1, wobei
m` 1 :“ mY tmu.

(ii) Die Menge ω ist durch P wohlgeordnet, d.h. P ist transitiv, es gilt Trichotomie (d.h. für alle
n,m P ω gilt entweder n P m, oder n “ m, oder m P n), und jede nicht-leere Teilmenge
S Ď ω hat ein P-minimales Element (d.h. es existiert ein n0 P S, sodass für alle m P S gilt
m R n0).

15. Konstruiere aus den Axiomen 0–6 ein Modell N der Peano-Arithmetik mit Bereich ω.

Hinweise:

• Definiere 0N :“ 0.

• Definiere sN :“
 

xm,ny P ω ˆ ω : n “ m` 1
(

.

• Definiere die Funktion `N mit dem Aussonderungsaxiom als Teilmenge des cartesi-
schen Produkts pω ˆ ωq ˆ ω durch

`
N :“

č

 

X Ď pω ˆ ωq ˆ ω : ϕpXq
(

mit

ϕpXq :” @n,m, k P ω
´

@

xn, 0y, n
D

P X ^

`@

xn,my, k
D

P X Ñ
@

xn,m` 1y, k ` 1
D

P X
˘

¯

.

• Ebenso definiere die Funktion ¨ N mit dem Aussonderungsaxiom als Teilmenge des
cartesischen Produkts pω ˆ ωq ˆ ω.

Lösung: Wir definieren die Funktion ¨ N wie folgt:

¨
N :“

č

 

X Ď pω ˆ ωq ˆ ω : ϕpXq
(

mit

ψpXq :” @n,m, k, k1
P ω

´

@

xn, 0y, 0
D

P X ^

`@

xn,my, k
D

P X Ñ
@

xn,m` 1y, k `N n
D

P X
˘

¯

.

Wir müssen zuerst nachweisen, dass sN, `N und ¨ N Funktionen sind:
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• Da ω eine induktive Menge ist, gilt für jedes n P ω, dass auch n` 1 P ω ist. Angenom-
men es gibt ein n P ω, sodass für m,m1 P ω mit m ‰ m1 gilt

xn,my P sN
^ xn,m1

y P sN,

dann haben wir nach Definition von sN

m “ n` 1^m1
“ n` 1.

Da m und m1 die gleichen Elemente haben, folgt mit dem Extensionalitätsaxiom, dass
m “ m1 ist. Wir erhalten also einen Widerspruch.

• Zuerst zeigen wir, dass es für jedes xn,my P ω ˆ ω mindestens ein k P ω gibt, mit

xxn,my, ky P `N.

Wir zeigen das indirekt. Sei xn,m1y P ω ˆ ω, sodass für jedes k P ω gilt

xxn,m1
y, ky R `N.

Wähle
m :“ mintm1

P ω | @k P ωpxxn,m1
y, ky R `N

qu.

Es ist m ‰ 0N, denn sonst wäre xxn,0Ny, ny R `N, was der Definition von `N wider-
sprechen würde. Das heisst, es gibt nach (i) ein t P ω mit m “ t` 1 und es gibt ein k1

mit
xxn, ty, k1

y P `
N.

Aber dann ist
xxn,my, k1

` 1y P `N

und wir erhalten somit einen Widerspruch. Die Eindeutigkeit von k folgt nun aus der
Definition von `N. Da `N als Durchschnitt definiert ist, entspricht dieses der kleinsten
Menge Y Ď pωˆωqˆω, sodass ϕpY q gilt. Nun erfüllen beispielsweise die natürlichen
Zahlen mit der Addition unseres Alltags die Axiome von ϕ, wobei bei dieser k immer
eindeutig ist. Deshalb kann es in `N für xn,my P ωˆω höchstens ein k P ω geben mit
xxn,my, ky P `N.

• Sei xn,my P ω ˆ ω, sodass für jedes k P ω gilt

xxn,my, ky R ¨ N.

Wieder nehmen wir an, dass m minimal ist mit dieser Eigenschaft, wobei n fix ist. Ist
m “ 0N, so gilt

xxn,0N
y,0N

y R ¨
N,

was der Definition von ¨ N widersprechen würde. Also muss m ‰ 0N sein und somit
gibt es nach (i) ein t mit m “ t` 1. Da m minimal ist, gibt es ein k1 P ω mit

xxn, ty, k1
y P ¨

N.

Also folgt mit der Definition von ¨ N

xxn,my, k1
`

N ny P ¨ N.

Die Eindeutigkeit von k in xxn,my, ky P ¨ N folgt nun mit den analogen Argumenten
wie bei `N.
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Nun brauchen wir nur noch zu zeigen, dass ω alle PA-Axiome erfüllt:

• Wir zeigen indirekt, dass PA0 erfüllt ist, also dass gilt @npsNpnq ‰ 0Nq. Sei sNpnq “ 0.
Dann gilt n P n`1, aber n R H. Nach dem Extensionalitätsaxiom gilt also n`1 ‰ 0N.

• Auch PA1 ist wahr, das heisst, es gilt @x@ypsNpnq “ sNpmq Ñ n “ mq:
Seien n,m P ω mit n Y tnu “ sNpnq “ sNpmq “ m Y tmu, dann folgt aus dem
Extensionalitätsaxiom

pn P m_ n “ mq ^ pm P n_ n “ mq.

Nach (ii) muss also n “ m gelten, da nur genau eine der obigen Beziehungen zwischen
n und m erfüllt sein kann.

• PA2, das heisst @npn`N 0N “ nq, ist per Definition von `N erfüllt. Analoges gilt auch
für PA3,PA4 und PA5: Dies folgt alles aus den Definitionen von sN, `N und ¨ N.

• Es bleibt zu zeigen, dass PA6 erfüllt ist, das heisst, dass für jede Formel ϕpnq in PA,
wobei n frei vorkommt in ϕpnq, gilt:

pϕp0N
q ^ @npϕpnq Ñ ϕpsN

pnqqqq Ñ @xϕpxq.

Sei ϕ eine solche Formel. Angenommen es gilt

pϕp0N
q ^ @npϕpnq Ñ ϕpsN

pnqqqq ^  @xϕpxq,

dann existiert ein kleinstes m P ω mit  ϕpmq. Da wir ϕp0Nq haben, ist m ‰ 0N. Nach
(i) existiert also ein k P ω mit m “ k ` 1. Da m minimal ist, muss also ϕpkq gelten.
Mit @npϕpnq Ñ ϕpsNpnqqq folgt somit auch

ϕpsN
pkqq “ ϕpk ` 1q “ ϕpmq,

was unserer Annahme widerspricht.
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