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25.

Bestimme sin’(zo) mithilfe von Nichtstandard-Analysis.
Hinweis: Man kann das Additionstheorem verwenden.

Losung: Sei € infinitesimal, so folgt mit Proposition 7.2. (b)

sin’(0) = st (sm(:co +¢e) — sm(:co)).
5
Wir kénnen nun das Additionstheorem auf sin(zy + ) anwenden und erhalten
sin(xg + €) = sin(xg) cos(e) + cos(zg) sin(e).

Offensichtlich ist die Standardteil-Funktion R-linear ist. Daraus folgt
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Wir konnen nun die Potenzreihen von sin(e) und cos(e) verwenden und erhalten:
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Da st (e") = 0 fiir n € N\{0}, folgt daraus sofort, dass
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und somit bekommen wir schliesslich

sin’(zg) = cos(xo).

Alternativ ist es auch moglich, direkt die Potenzreihen von sin(z + €) und sin(zg) zu ver-
wenden. Dann benétigt man kein Additionstheorem. Als Resultat erhilt man die Potenzreihe
von cos(x).



26. Die Regel von Bernoulli-de L’Hospital:

Beweise die folgende Aussage mithilfe von Nichtstandart-Analysis: Seien f und g zwei
reellwertige Funktionen, die bei z, € R differenzierbar sind, wobei f(zo) = g(z¢) = 0 ist.

Dann gilt
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Losung: Sei ¢ infinitesimal, dann gilt

lim f(z) = st (M) .
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Da f(xzg) = 0, ist
st (f(zo +¢€)) = st (f(zo +¢) — f(z0))

und dasselbe gilt auch fiir g. Somit erhalten wir:
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27. Die Dirac Delta-Funktion: Sei g eine reellwertige Funktion, die bei O stetig ist und sei ¢
positiv infinitesimal. Beziiglich  definieren wir die Funktion

L+ 5 for—6 < <0,
__ x 1
fs(x) =4 -5 +35 for0<az<9d, ,
0 otherwise.
50 ¢

Zeige, dass dann st < Jg(az) - fs(x) d:c) = ¢(0) gilt.
R

Losung: Es gilt



und

Wir zeigen nun, dass g auf dem ganzen Intervall [—d, §] stetig ist. Seien dazu xy € [—0, 0]
und € > 0 beliebig. Da ¢ in 0 stetig ist, existiert ein p > 0, sodass fiir alle = € (—p, p) gilt
lg(x) —g(0)] < 5. Seinunx € (x9g — d,70 + 0) = (—26,20) beliebig. Da ¢ infinitesimal
istund p > 0, gilt auch p > 26, also (—26,25) < (—p, p) und somit sind zo, x € (—p, p).
Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung

l9(z0) — g(2)] < |g(x0) — g(0)[ + |9(0) —g(2x)| <5+ 5 =&
Das heisst, g ist in g stetig und da o € [0, 0] beliebig war, ist g auf dem ganzen Intervall
[—6, 0] stetig.

Aus der Standardanalysis wissen wir, dass Funktionen, die auf einem beschréinkten Intervall
stetig sind, dort ihr Maximum und Minimum annehmen. Das heisst, es existieren d,,i,, Omaz €
[—6, 0], sodass g(min) < 9(y) < g(Omin) gilt fiir alle y € [—0, J].

Da fs nicht-negativ ist, gilt

9(Omin) - f5(x) < g(x) - f5(x) < 9(Omaz) - f5(2)

fur alle x € [—J,6]. Wir kénnen den Wert des Integrals nun nach oben und nach unten
abschitzen:
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Mit Proposition 7.2. (a) erhalten wir

und daraus folgt
st | g@)- fia) daz) = 4(0).
f

Beachte, dass wir all die Sétze der Analysis auch in der Nichtstandartanalysis einsetzten
diirfen, weil in beiden Modellen die gleichen Sitze gelten.



