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DIE CHROMATISCHE ZAHL

Sei G = (V, F) ein ungerichteter, schlingenfreier, endlicher oder unendlicher Graph und sei n € w
mit n > 1. Dann ist G n-farbbar, wenn es eine Funktion y,, : V — n gibt, sodass fiir alle
{z,y} € E gilt x,,(z) # xn(y). Weiter sei

X(G) :=min{n € w : G ist n-firbbar}

die chromatische Zahl des Graphen G.

31. Bestimme jeweils die chromatische Zahl der Kantengraphen der fiinf platonischen Korper
Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder.

Losung: Da alle 4 Ecken eines Tetraeders miteinander verbunden sind, miissen alle Kno-
ten des Tetraeders eine andere Farbe haben, damit wir eine “giiltige” Fiarbung erhalten. Das
heisst, die chromatische Zahl des Tetraeders ist 4.

Man sieht sehr schnell, dass der Wiirfel 2-farbbar ist. Denn beim Wiirfel gibt es keine Krei-
se mit einer ungeraden Anzahl von Kanten (siehe Aufgabe 31 (c)). Man bekommt seine
2-Firbung, indem man fiir einen beliebigen Knoten eine von zwei Farben wihlt und jeweils
alle seine Nachbarknoten dieselbe andere Farbe bekommen. Wenn man nun die Nachbarkno-
ten von Knoten mit einer anderen Farbe firbt, dann erhilt man schliesslich eine 2-Férbung
des Wiirfels. Die chromatische Zahl des Wiirfels ist also 2.

Beim Oktaeder brauchen wir mindestens 3 Farben, um die Ecken zu fiarben, da Dreiecke,
also Kreise von ungerader Anzahl Kanten, auf dem Oktaeder enthalten sind. Man kann nun
3 Farben wihlen und die gegeniiberliegenden Knoten mit derselben Farbe fiarben. Die chro-
matische Zahl des Oktaeders ist somit 3.

Beim Dodekaeder gibt es Kreise, welche aus Fiinfecken bestehen. Wir brauchen also min-
destens 3 Farben, um ihn zu Firben. Tatsidchlich existiert so eine Firbung, deshalb ist die
chromatische Zahl des Dodekaeders 3.

Da der Dodekaeder und der Ikosaeder zueinander dual sind, konnen wir die chromatische
Zahl des Ikosaeders bestimmen, indem wir die Fldchen des Dodekaeders so fiarben, dass
aneinander grenzende Fldchen nicht dieselbe Farbe haben. Betrachtet man eine Fliche des
Dodekaeders, so sieht man, dass diese von 5 Flichen umgeben ist, welche einen Kreis bilden.
Da dieser Kreis aus einer ungeraden Anzahl von Flidchen besteht, brauchen wir mindestens 3
Farben, um den Kreis zu fiarben sowie eine weitere, um die Fliche zu fiarben, welche an die
Felder des Kreises angrenzt. Somit muss die chromatische Zahl des Ikosaeders mindestens
4 betragen. Tatsdchlich lédsst sich auch zeigen, dass sie genau 4 ist, wie man im Bild unten
sehen kann.

Erkldrung zum Bild: Das Bild unten zeigt ein Kantennetz eines Dodekaeders, wobei jedes
Fiinfeck dieses Netzes einer Fliche des Dodekaeders entspricht. Die blauen Zahlen entspre-
chen einer Knotenfiarbung und die roten einer Flichenfirbung (die gestrichelte 2 steht fiir die
Fliache, welche dem grossen Fiinfeck entspricht) eines Dodekaeders. Zwei Knoten grenzen



aneinander, wenn sie durch eine Kante verbunden sind und zwei Flidchen grenzen aneinan-
der, wenn sie durch eine Kante verbunden sind. Dabei verbinden die dussersten Kanten die
Fiinfecke am Rand mit dem grossen Fiinfeck.

32. (a) Ein Graph G = (V, E) heisst bipartit falls V' geschrieben werden kann als disjunkte
Vereinigung von zwei Mengen U und W, sodass fiir jede Kante {x,y} € E gilt:

{oz,y} n Ul = {a,yh n W[ =1



(b)
(c)

Zeige, dass ein Graph G = (V, E') genau dann 2-firbbar ist, wenn er bipartit ist.
Zeige, dass jeder Baum 2-firbbar ist.

Zeige, dass ein Graph GG = (V, E) genau dann 2-firbbar ist, wenn er keine Kreise
ungerader Linge besitzt.

Losung:

(a)

(b)

(©)

Sei der Graph G = (V, E) 2-firbbar, dann existiert eine Funktion y2 : V' — 2 mit
Xa2(7) # xo(y) fiir alle {z,y} € E. Definiere V; := y;'[i] fiir i = 0,1, dann ist
V = Vyu Vi eine disjunkte Zerlegung der Knoten, wobei es nach der Definition von x»
keine Kanten in £ geben kann, deren Knoten beide entweder zu Vj oder V; gehoren.
Somit muss G bipartit sein.

Umgekehrt haben wir einen bipartiten Graphen G = (V, E') und zwei disjunkte Kno-
tenmengen Vj, Vi, sodass V' = V5 u V; und keine Kante zwischen zwei Knoten in 1}
oder V) existiert. Wir konnen die Funktion y, : V' — 2 definieren durch

() 0 fallsvely
v) = .
X2 1 fallsv eV,

Fiir {z,y} € F gilt nun y»(x) # x2(y), also ist G 2-férbbar.

Sei G = (V, F) ein Baum und sei vy € V' beliebig. Da es in einem Baum nach Aufgabe
27 (c) zwischen allen Knoten in V' genau einen Weg gibt, konnen wir eine Funktion
dy, 1 V — n definierten, wobei uns die Zahl d,,, (v) sagt, aus wie vielen Kantenziigen
der Weg von vy bis zu einem beliebigen v € V besteht. Daraus ldsst sich nun eine
weitere Funktion xs : V' — 2 definieren durch

0 falls2|d, (v
ralv) = { [ duy(0)
1 sonst

Firr {x,y} € F miissen wir nun noch zeigen, dass x2(x) # x2(y) gilt. Ohne Ein-
schriankung gilt d,,(z) < d,,(y). Dann fithrt der Weg von v, zu y iiber die Kante
{x,y} € E, da die Wege in G zwischen allen Punkten eindeutig sind. Das heisst, es gilt
dy,(y) = dyy(z) + 1 und somit ist genau einer der beiden Distanzen durch 2 teilbar,
wihrend die andere es nicht ist und G ist 2-farbbar.

Angenommen ein Graph G = (V, E) besitzt Kreise ungerader Lingen, dann lassen sich
diese nicht mit zwei Farben fiarben, ohne dass mindestens zwei benachbarte Knoten
dieselbe Farbe haben. Somit ist auch der ganze Graph G nicht 2-férbbar.

Wir nehmen nun an, dass ein Graph G keine ungeraden Kreise besitzt. Sei I eine In-
dexmenge und (V;);cs eine disjunkte Zerlegung der Knoten von G in seine Zusammen-
hangskomponenten. Wihle nun genau ein v; € V; fiir jedes ¢ € I. Betrachte die Funk-
tion xo : V' — 2, wobei fiir jedes v € V gilt xo(v) = 0, falls ein Weg von einem der
v;’s zu v existiert, welcher aus einer geraden Anzahl von Kanten besteht und sonst sei
X2(v) = 1. Da keine ungeraden Kreise in G existieren, muss dann sogar jeder Weg von
einem bestimmten v; zu v einer geraden Anzahl von Kanten entsprechen. Umgekehrt
besteht jeder solche Weg aus einer ungeraden Anzahl von Kanten, wenn yo(v) = 1 ist.
Sei nun {z,y} € E beliebig, dann hat genau einer dieser Knoten einen Weg zu einem
v;, welcher aus einer geraden Anzahl von Kanten besteht. Somit gilt x2(x) # x2(y)
und dies beweist, dass G 2-firbbar ist.



33. Sei G = (V, E) der Graph der paarweisen Summen und Produkte, der wie folgt definiert
ist:

Vi=w\{0} und E:={{a,b}cV:a#brdz,ycw(@+y=anz-y=0)}

(a) Zeige: x(GY) = 3.
(b) Sei G |s,, der Graph G eingeschrinkt auf die Knotenmenge V' = V\m.
Zeige: Firr alle m € w ist x (G |5m) = 3.

Bemerkung: Inzwischen ist bekannt, dass x (G ) = oo ist.

Losung:

(a) Esist
2+4=6 2-4=28
1+6=7 1-6=6
1+7=28 1.7=7

und somit bilden 6, 7, 8 ein Dreieck in G} . Daher brauchen wir mindestens drei Farben
um die Ecken von G zu férben. Es muss somit gelten x(G%) = 3.

(b) Seim € w\{0} beliebig und n eine natiirliche Zahl mit n > m. Dann bilden die Terme
2n,n? — 1,n? ein Dreieck in G |5,,, denn es gilt

n+n=2n n-n=n?
(mn—1)4+(n+1)=2n n—1)-(n+1)=n*-1
1+ (n*—1) =n? 1-(n*=1) = (n*-1)

und somit folgt schliesslich X(G i |>m) = 3.

Man kann sich beispielsweise auch fragen, ob es Dreiecke mit beliebig grossen Knoten und
Abstinden zwischen den Knoten in G gibt. Auch das ist der Fall, was man bei den Zahlen

42n+1),4(4n+1),3(n+1)(5bn+1)
fiir n € IN gross genug schnell sieht:
2+2(Un+1)=4(2n+1) 2-2(dn+1)=4(4n+1)

3(n+1)+(Bn+1)=4(2n+1) 3(n+1)-(5bn+1)=3(n+1)(Bn+1)
3(on+1)+(n+1)=4(4n+1) 3bn+1)-(n+1)=3(n+1)(Bn+1)

Falls weiteres Interesse am Graphen G besteht, so lohnt es sich einen Blick auf das fol-
gende Paper von Lorenz Halbeisen zu werfen: https://people.math.ethz.ch/
~halorenz/publications/pdf/cork.pdf. Dort wird unter anderem gezeigt, warum
x(GY) = 4 gilt.



