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DIE MOBIUSFUNKTION

Fiir eine Folge A = (a,)*_, von Zahlen a,, € Z sei A(s) die formale Reihe

42. Zeige, dass fiir zwei Folgen A = (ay)_, und B = ()2 gilt:

ax by

§ kl=n

n=1

Losung: Mit dem Distributivititsgesetz konnen wir das Produkt wie folgt schreiben:
S o [ar [ b
:Z(—S'B(S)>:Z<—s'< :))Z
Nk o \k !
= i akbl _ 2 akbl
(kl)® (kl)®

k,IEIN\{0}

Daraus erhalten wir, dass wenn wir die Produkte a.b; mit kI = n zusammen nehmen, die

gewiinschte Form
o0
§ kl=n

n=1

ay by

Sei ((s) := X,_, - die Riemann’sche Zetafunktion und fiir natiirliche Zahlen n > 1 sei die

Mébiussequenz ji(n ) wie folgt definiert:

1 falls n = 1,
pu(n) =<0 falls p? | n fiir eine Primzahl p,
(

—1)!»  fallsn = p; - - - py, fiir paarweise verschiedene Primzahlen p;.

Weiter sei

_ i p(n)

die Mobiusfunktion.



43.

44.

Zeige:
M(s)-((s) =1
Losung: Beachte, dass fiir die Folge B = (b,,)%_; mit b, = 1 (fiir alle n) gilt B(s) = ((s).
4o expli-

Wir méchten den Koeffizienten a,,, n > 1, von - im Produkt M (s) - {(s) =: >, %

zit berechnen. Wir nehmen an, dass giltn = p’fl p§2 - pkmomitky, ...k, > 0und paarweise
verschiedenen Primzahlen p;. Aus Aufgabe 47 erhalten wir a,, = Zt|n (). Jetzt bemerken
wir, dass f4(t) # 0 mit ¢ | n genau dann gilt, wenn ¢ = [[,_gp; mit S < {1,...,m}. Fur
Sc{l,...,mjundtg := [ [,.gpiist u(ts) = 1 fiir |S| gerade, und p(ts) = —1 fiir |S| un-
gerade. Da die Anzahl der r-elementigen Teilmengen von {1, ..., m} gleich (T) ist, erhalten

T e () ) () amr e

Beachte, dass gilt (a — b)™ = > (—1)"(")a™ "b". Daraus folgt, dass a, = 0 fiir alle
n > 1, und weil a; = 1 ist (was einfach zu sehen ist), gilt M (s) - ((s) = 1.

Seien f, g : N\{0} — Z zwei Funktionen fiir die gilt:

f(n) = 9(d)

din

Zeige, dass dann gilt:

g(n) = u(d) - f(3)

din

Hinweis: Fir F' = (f(n))s_, und G = (g(n))s_, gilt F(s) = ((s) - G(s).

Lisung: Die Gleichung F'(s) = ((s) - G(s) folgt direkt aus Aufgabe 47. Multiplizieren wir
nun beide Seiten mit M (s), dann erhalten wir mit Aufgabe 48

Mit Aufgabe 47 ist nun M (s) - F'(s) = G(s) gleichbedeutend mit der Gleichung

fn) = > u(d)- f(3)

dln

was zu zeigen war.



