11. FORMALE POTENZREIHEN

Eine Reihe ist eine Summe mit unendlich vielen Summanden. Zum Beispiel ist die Summe
aller natiirlichen Zahlen
O0+14+2+3+...
eine Reihe. Eine endliche Summe lisst sich immer auch als Reihe schreiben, indem wir einfach
unendlich viele Nullen addieren. Zum Beispiel ist 3 + 4 eine Summe, aber

3+444+04+0+0+...
ist eine Reihe. Eine formale Potenzreihe (oder einfach Potenzreihe) ist eine Reihe der Form
ap?’ + a2t Fast + . a4 ...

wobei die Koeffizienten ag, aq, ..., a,,... (fir n € IN) Elemente aus einem Korper K sind
(z. .B. aus R) und 2 (oder z, oder s, etc.) irgend eine Unbestimmte ist, wobei eine Unbestimmte
weder ein Korperelement noch eine Variable ist. Zum Beispiel sind (12° +22' +322+...) und
(02° — 121 4+ 022 — 123 + 02* — 12° + .. .) Potenzreihen.

Ublicherweise schreiben wir bloss a anstelle von a(z°, und anstelle von a;z' schreiben
wir bloss a;z. Wenn a,, = 0 (fiir irgend n € IN), so schreiben wir a,z" nicht. Die obigen
Potenzreihen konnen also wie folgt geschrieben werden:

o (129 + 221 +322+..)=(1+22+322+...)
0 (020 =120 +022-128 402" 122 +.. ) =(—2—-22 =2 —..)

Wie oben erwéhnt, darf anstelle von z auch irgend eine andere Unbestimmte geschrieben
werden, wie zum Beispiel x oder .

1

Formal kann die n-te Potenz der Unbestimmten z, also 2", aufgefasst werden als ein Vektor
mit abzdhlbar unendlich vielen Koordinaten, wobei nur an der n-ten Stelle eine 1 und sonst
iiberall 0-en stehen:

[0,0,0,...,0,0,%,0,0,0,0,...]
n-te Stelle

Der Ausdruck a,, 2" entspricht dann dem Vektor
0,0,0,...,0,0, a,,0,0,0,0,.. ]
T

n-te Stelle

und die Potenzreihe )\ a,2" entspricht dem Vektor

[ag, ar,as, ..., a,,...].

Formale Potenzreihen konnen also als Vektoren in einem w-dimensionalen Vektorraum iiber
dem Korper K aufgefasst werden, wobei die Potenzen 2°, 2!, ..., 2", ... der Unbestimmten z

die Rolle der Basisvektoren eg, e1, . .., €,, ... iibernehmen.
Ist fiir eine natiirliche Zahl ny € IN und fiir alle n > ny, a,, = 0, so entspricht die Potenzreihe

(ap + ar1z +agz® +...)

einem Polynom. Das heisst, Polynome sind Potenzreihen bei denen nur endlich viele Koeffizi-
enten von Null verschieden sind.

Jede Potenzreihe ZnelN a,z" definiert eine Funktion A : IN — K dadurch, dass wir fiir
alle n € NN festsetzen A(n) := a,. Umgekehrt definiert jede Funktion A : N — K eine
Potenzreihe ) |\ a,2" dadurch, dass wir festsetzen a,, := A(n). Diese Beziehung zwischen
Funktionen A : N — K (bzw. abzilbaren Folgen in K') und Potenzreihen kann benutzt werden,

um sogenannte generierende Funktionen von Zahlenfolgen (fiir ' = R) zu berechnen.
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Die wohl einfachste (echte) Potenzreihe ist die geometrische Reihe:
geo(z) = (1+z+22+22+244+..) :Zz"
nelN

Wenn wir in der Potenzreihe geo(z) die Unbestimmte 2 ersetzen durch —z oder 22, so erhalten
wir wieder eine Potenzreihe, welche wir mit geo(—z) bzw. geo(z?) bezeichnen. Es gilt:

geo(—z) = ((=2)°+ (=2) '+ (=2 +..)=1—z+22=23+..) =3, n(=1)"2"
geo(z2) = ((H)°+ )+ ()2 +..)=1+22+2+20+..) = > mel 2%n

RECHNEN MIT FORMALEN POTENZREIHEN

Formale Potenzreihen konnen addiert und multipliziert werden, jede Potenzreihe hat ein ad-
ditiv Inverses und manche Potenzreiehn haben sogar ein multiplikativ Inverses: Im Folgenden
seien

(ap+ a1z +agz? +azz® +...) und (b + b1z + by + bgz? .. )
zwel beliebige Potenzreihen.
Die Addition und Subtraktion (bzw. Addition mit dem additiv Inversen) dieser beiden Potenz-
reihen geschieht komponentenweise:
(ag+arz+asz® +a32® +...)E (bg+biz+by2® +b32 +..) = (co+crz+caz? +c32® +..)
mit ¢,, = a,, = b,,.
Die Multiplikation folgt direkt aus dem Distributivgesetz und ist eine Art “Faltung’:
(ap+ar1z+agz® +asz® +...) - (bg+biz+byz? +b32° +...) = (co+c12+c22® + 32’ +..)
mit Cp = a,obn + albn_l + ...+ an_lbl + anbo.

Damit eine Potenzreihe (by + b1z + by2% + b3z + . . .) ein multiplikativ Inverses (b + bz +
boz? + b3z +...) 7! besitzt, muss by # 0 sein. Sei (co+ 12 + 222 + ¢32° + . . .) die Potenzreihe
(bo + b1z + boz? + b32® +...)~1. Dann gilt

(bo+ b1z +byz® +b32® +..) (cotcrzt+c®+es®+..)=1

und mit der Regel fiir die Multiplikation lassen sich dann die Koeffizienten c¢,, durch sogenann-
ten Koeffizientenvergleich Schrit fiir Schritt berechnen: Es ist 1 = bycy, also ¢y = by~ ! (beachte,
dass by # 0). Weiter ist 0 = bycy + byco und mit co = by~ List ¢; = by~ (—b1by ™), etc.
Fiir die Potenzreihe (ag+aiz +agz® +az2®+...) - (b + b1z + be2® +b32% +...) 7! schreiben
wir auch
(ag + a1z + azz* + azz® +...)
(bo + blz + b222 + b323 + .. ) '

Als Anwendung der Multiplikation von Potenzreihen berechnen wir nun drei Produkte geo-
metrischer Potenzreihen. Es gilt:

geo(z) -geo(—z) = 1+ 22+ +254 ... = Z 22" = geo(2?)
nelN
geo(z) - geo(z) = geo(z)? = 1+22+322+42°+... = Z(n +1)2"
nelN

geo(z)? -geo(—2) = 1+2+222 4222 +322 4325 +425 + ..
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Als letztes Beispiel berechnen wir (1 — z) - geo(z). Es ist leicht zu sehen, dass gilt
(1—2) - geo(z) = 1,

woraus folgt:
1

1—=z

geo(z) = (1 —2)"" bzw. geo(z) =
Damit erhalten wir zum Beispiel
1 1
Cl—z 142z 1-—z
was wir oben bereits ausgerechnet haben.

geo(z) - geo(—2) 5= geo(2?),

UNENDLICHE PRODUKTE FORMALER POTENZREIHEN

Sei Pr die Menge aller Potenzreihen (iiber einem Koper /') in der Unbestimmten z. Eine un-
endliche Familie . = { fiePr:le ]N} von Potenzreihen heisst multiplizierbar, falls

Hfl e Pr.

leN

Die Aussage [[,.y /i € Pr bedeutet, dass die endlichen Produkte [],., f; € Pr fir L — oo
gegen eine Potenzreihe f € Pr konvergieren. Um dies formaler auszudriicken, definieren wir
fiir jedes m € IN die Menge Pr,,, wie folgt.

Prm::{zm-f:fEPr}

Beachte, dass Pr,, ein Ideal ist im Ring (Pr, Ox, 1k, +, - ). Insbesondere ist Pr; ein maximales
Ideal und es gilt Pr / Pr; & K.

Dass die endlichen Produkte [[,., fi € Pr fiir L — oo gegen eine Potenzreihe f € Pr
konvergieren, definieren wir nun wie folgt: Es gibt eine Potenzreihe f = >~ a,2", sodass
fiir jedes m € IN ein I/ € N existiert, sodass fiir alle L > L’ gilt:

(H fi— Z an2n> € Prjn

leL n=0

Wir betrachten folgendes Beispiel: Sei f; = EnelN a;»2" und nehmen wir an, dass ;o = 1
fiir alle I € IN. Weiter nehmen wir an, dass die endlichen Produkte Hle pfrePrfirl — oo
gegen die Potenzreihe f = > _. a,2" konvergieren. Fiir den Koeffizienten aq gilt somit

ag = Ham =1.

leN

nelN

Nun betrachten wir den Koeffizienten a,, fiir ein n > 1. Aus der Definition der Multiplikation

von Potenzreihen folgt
an=2_ [
EESn leIN

wobei S, die Menge aller Funktionen € : IN — n+-1 bezeichnet mit ) ,_ £(I) = n. Eine sicher
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von a,, ist, dass nur endlich viele Produkte [ ], e QLe(l)
von 0 verschieden sind. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es nur endlich viele [ € IN gibt,
sodass a;, # O firein1 < k <n.



59

Um zu beweisen, dass spezielle Familien von Potenzreihen multiplizierbar sind, fithren wir
noch folgenden Begriff ein: Ist g € Pr\{0} und gilt fiir ein m € N, g € Pr,, \ Pr,,11, so sagen
wir, dass die Potenzreihe g den Minimalgrad m besitzt, d. h. g ist von der Form ) ° 2"
mit a,, # 0. Der Minimalgrad von ¢g € Pr wird mit deg,_; (g) bezeichnet.

PROPOSITION 11.1. Sei # = {f; € Pr: | € N} eine Familie von Potenzreihen mit folgenden
Eigenschaften: Fiir alle | € N ist f; = 1+ g, fiir ein g; mit deg,;,(¢g;) > 0, und fiir alle m € IN
ist die Menge

{l € N :deg,,(g1) < m}
endlich. Dann ist .% eine mulitiplizierbare Familie.
Beweis. Weil deg,;,(gi) > Oistag =[], 1 = 1. Der Beweis ist nun mit Induktion iiber m.

Wir nehmen an, wir hitten die Koeffizienten ay, . .., a,, (fiir ein m > 0) der Potenzreihe f,
gegen welche [ ], f; konvergiert, bereits bestimmt. Das heisst, es gibt ein L' € IN, sodass fiir

alle L > L' gilt:
(H Ji— Z an2n> € Prpp

leL n=0
Aus der Voraussetzung folgt, dass es fiir m + 1 nur endlich viele Potenzreihen ¢; gibt mit
deg,in(91) < m—+ 1. Sei ZZ:OI a,2" das Produkt der entsprechenden Potenzreihen f; = 1+ g
und sei L' € NN so, dass jedes [ mit deg,;,(¢;) < m + 1 in L' ist. Dann gilt a,, = a,, fiir alle
0 < n < m. Weiter gilt, dass jedes endliche Produkt von Potenzreihen f; mit !’ ¢ L' in Pr,, o
ist. Somit gilt fiir alle L > L/,

m
H fi — (Z 2"+ Qg ZmH) € Prpyo
n=0

leL

wobei fiir 0 < n < m gilt a,, = a,,. Setzen wWir a,, 1 := Gy, 1, so ist fir alle L > L'

m+1
(H fi— Z CLnZn) € Pry40

leL n=0

wie gewiinscht. 4

FORMALES ABLEITEN VON FORMALEN POTENZREIHEN

Ist f =3 cnan2" € Pr, soist die formale Ableitung D(f) von f definiert durch

D(f) = Zn a2l

PROPOSITION 11.2. Sind f, g € Pr, so gelten die folgenden Regeln:
D(f+g)=D(f)+D(g) und D(f-g)=D(f)-g+f D(g)

Beweis. Die Regel D(f + g) = D(f) + D(g) folgt unmittelbar aus der Definition von D.

Um die Regel D(f - g) = D(f) - g + f - D(g) zu verifizieren, seien f = > _\a,2" und
9= pen bn?". Dann giltfiir f-g =" 2", Cpy1 = Gobny1 +a1by +. ..+ anby 4 any1bo,
und fiir D(f - g) = >, i Cn2" erhalten wir

6” = (TL + ]-) (a'Obn—H + aflbn +...+ anbl + an+1bo).
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Ist D(f)-g =73 en@nz"und f - D(g) =, o €n2", S0 ist

dn = albn + QCLan_l + ... 4+ nanbl + (TL + l)an+1bo,
en = nab, + (n—1ab,1 + ... + aby + (n+1agbyis,
und es gilt d,, + e, = ¢,. 4

Ist f € Prmitdeg,; (f) =0, so ist die logarithmische Ableitung D, ( f) definiert durch

D10g<f) = @

PROPOSITION 11.3. Ist # = {f; € Pr: | € N} eine multiplizierbare Familie mit den Eigen-
schaften f, = 1+ g, fiir g € Pry und |{l € N : deg,;,(91) < m}} endlich fiir alle [, m € N,

so ist
Dlog(Hfl) :Z fll

leN nelN

Beweis. Nach Definition von D bzw. D)., und mit den Elgenschaften von .Z gilt

HIGIN fir1+ fo- (HlelN fl+1)
Diog = -
| gﬁ 1
D(fo) n fo- D(f1) - Tlew frez + fo - fr- D(ITen firz) _
fO Hle]N fl
D( fo) n D(f1) N for fi-D(fo) - [Lew fies + fo - f1- fo - D(ITiew fiss) _
fO fl HlelN fl o
und wir erhalten schliesslich
D(f1)
D1°ggfl - RS ‘HGZIN i

Aus fi = 1+ g und deg,, g, > 1 fiiralle [ € N, folgt f;~! = % € Pr. Weiter folgt aus
fi = 1+ g, dass gilt D(f;) = D(g;), und mit deg, .. (D(g;)) = deg,;,(9:) — 1, erhalten wir
schliesslich D)

degmin(gl) 1= degmin( fll >
Weil nun die Menge {l € N : degp,(91) < m} endlich ist fiir jedes m € IN, folgt, dass die

Summe ) f U eine formale Potenzreihe ist. 4
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