12. ENDLICHE KORPER VON PRIMZAHLPOTENZORDNUNG

IRREDUZIBLE POLYNOME IN I, [ X]

Im Folgenden sei IF,,[ X] der Ring der Polynome iiber dem Korper I, (p prim), d. h. IF,[ X ] ist
die Menge der Polynome mit Koeffizienten in I¥, mit der iiblichen Addition und Multiplikation
von Polynomen.

Fiir ein Polynom f = a9 + a1 X + ... 4+ a, X" € F,[X] ist der Grad von f definiert als
deg(f) := max{k € N : a5, # 0} falls solch eine Zahl existiert, sonst sei deg(f) := —oo (d. h.
deg(0) = —o0), wobei wir definieren —oo0 + —00 = —00 + n = —oo fiir alle n € IN.

FAKTUM 12.1. Sind f,g € F,[X], soist deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Ist f = 0 oder g = 0, so ist —oo = deg(f - g) = deg(f) + deg(g). Andernfalls seien
f=a+uX+...+a,X"undg =0by+ 0 X+ ... +0,X" mita, # 0 # b, Weil I,
ein Korper ist, gilt a,,b, # 0und aus f - g = agbg + (aghy + a1bg) X + ... + @, b, X™ ™ folgt
deg(f - g) = deg(f) + deg(g). 4

Ein Polynom f € F,[X] mit deg(f) > 0 heisst irreduzibel iiber I,,, wenn aus g - h = f
fir g, h € F,[X] folgt deg(g) = 0 oder deg(h) = 0, sonst heisst f reduzibel. Wie fiir die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (Theorem 8.4) ldsst sich zeigen, dass sich jedes Polynom
f € F,[X] mit f # 0 bis auf Vertauschung der Faktoren und bis auf Faktoren aus IF,, eindeutig
als Produkt irreduzibler Polynome schreiben lésst.

Fir f € I, [X] sei

(f) ={g-f:geF,[X]}
das von f erzeugte Ideal in IF,[X]. Dann ist mit Lemma 10.2 I, [ X|/(f) ein Ring.

PROPOSITION 12.2. Sei f € F,[X]| mit deg(f) > 1. Dann ist F,[X]/(f) genau dann ein
Korper wenn ( f) irreduzibel iiber I, ist.

Beweis. (<) Sei f € F,[X] irreduzibel mit deg(f) > 1. Fiir jedes g € F,[X] \ (f) finden wir
mit dem vEA Polynome hy, hy, d € F,[X], sodass gilt hy f + hog = d, wobei d | fund d | g.
Weil f irreduzibel ist, gilt entweder d = f oder d € I, (also deg(d) = 0). Im ersten Fall ist
d € (f) und somit ist auch g € (f), was unserer Annahme widerspricht. Im zweiten Fall ist

hif +hag = heg = 1 (mod f)
(weil IF, ein Korper ist). Daraus folgt, dass hy im Ring IF,[X]/(f) ein multiplikativ Inverses
von g # 0 ist, und weil g beliebig war, ist IF,[X]/(f) ein Korper.

(=) Mit Kontraposition, d. h. wir nehmen an, dass (f) reduzibel ist. Mit Proposition 10.4
geniigt es zu zeigen, dass (f) kein maximales Ideal ist. Ist f reduzibel, so existieren Polynome
g,h € Fy[X] mit g - h = f und deg(g),deg(h) > 0, d.h. weder g noch h ist in I,,. Aus
Faktum 12.1 folgt deg(f) = deg(g) + deg(h). Weil deg(h) > 0, ist deg(g) < deg(f), und

mit g | f folgt (f) C (g). Weiter erhalten wir mit deg(g) > 0, dass (g) € F,[X]. Also gilt
(f) € (9) € Fp[X] und (f) ist kein maximales Ideal. 4

KOROLLAR 12.3. Ist f € F,[X]| mit deg(f) = n > 1 irreduzibel, so ist ',[X|/(f) ein Kérper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Proposition 12.2 ist I, [ X']/(f) ein Korper und weil

Fy[X]/(f) = {g € Fp[X] : deg(g) < n}

und |IF,)| = p, hat der Korper IF,[X]/(f) die Ordnung p". 4
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EXISTENZ VON KORPERN DER ORDNUNG p"

Ein Polynom der Form f = ap + a1 X + ... 4+ a, X" € F,[X]| mit a,, = 1 heisst normiert.
Ist f =by+ 01X +...4+b,X" € F,[X] mit b, # 0 ein irreduzibles Polynom, so ist auch
2—2 + Z—iX +...+ Z—ZX " ein irreduzibles Polynom. Um die Existenz von Korpern der Ordnung
p" zu beweisen, geniigt es also, die Existenz von normierten, irreduziblen Polynomen vom Grad
n zu zeigen.

THEOREM 12.4. Zu jeder positiven Zahl n € IN und zu jeder Primzahl p existiert ein Korper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Korollar 12.3 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes n > 1 und jede Primzahl p
mindestens ein normiertes, irreduzibles Polynom f € IF,[X| vom Grad n existiert.

Sei p prim beliebig, aber fest gewihlt. Sei weiter /,, die Menge aller normierten, irreduziblen
Polynome in IF,[X] vom Grad n, d. h.

In = {flmv SR frmn}

mit f; , normiert, irreduzibel und deg(f; ) = n. Ist 7, = 0, so ist I, = ). Wir miissen also
zeigen, dass fir alle n > 1 gilt r,, > 1.

Fiir ein festes n betrachten wir zuerst die Menge F;, aller normierten (nicht notwendigerweise
irreduziblen) Polynome beliebigen Grades, welche wir als Produkte von Polynomen f;, € I,
bilden konnen (beachte, dass Produkte normierter Polynome normiert sind). Der Menge F,,
ordnen wir eine abzihlende formale Potenzreihe zu: Mit dem Polynom f; ,, fiir ein festes ¢
(1 <1 <ry,), konnen wir die

Polynome f7, fin I . Ik, ... bilden, diese haben
Grad O n 2n o kn ... und die abzdhlende
Potenzreihe ist 120 + 12" + 12" 4+ ... + 12 + ... =geo(z").
Mit den beiden Polynomen f;,, und f; , fiir i # j, konnen wir die
Polynome [, = f7, fins fin fens fim fims f7n ... bilden, mit
Grad 0 n 2n ... und abzdhlender
Potenzreihe 12Y + 22" 4+ 3z2n + ... =geo(z")2

Allgemein erhalten wir fiir die r,, Polynome in /,, die abzihlende Potenzreihe
ap X+ a2t a2+ fa = geo(z")"™
=1

wobei a; die Anzahl der normierten Polynome vom Grad kn ist, welche als Produkt von Poly-
nomen aus /,, geschrieben werden kdnnen.

Sei nun F' die Menge aller normierten Polynome in IF,[X]. Dann erhalten wir, mit dem
vorigen Resultat, die zu F' gehdrende abzihlende Potenzreihe

P(z) = geo(z')"™ - geo(2%)"? - geo(2)" - ... = ﬁ( ! )rn.

1—2zn

Andererseits gibt es in IF,[ X ] genau p™ normierte Polynome vom Grad n. Somit muss gelten
1

V() =12+ pt 4+ p? = )
1—pz




Wir erhalten also

1 Tn 1 o0
| | ( ) = bzw. fiir die reziproken Reihen | | (1=2")"=1-pz.

Mit logarithmischem Ableiten auf beiden Seiten erhalten wir

= D((1 =z 2 rp(—nz" (1 = zn)red N Thn

1—2zn
n=1 n=1

00
also

T n n—1 > n n—1

Entwickeln wir die Summe auf der linke Seite, so erhalten wir:
r + rmz + 7"12'2 + r1z3 + 7”124 + 7”125 + 7“126 + 7“12'7 + 7“12'8 + ...
2r9z + 2rez3  + 2r9z® + 2oz’ + + ...
37“322 + 37’325 + 37“328 + ...

dryzd + dryz"
Sryzt +
6r62° +
Trs28 +

Addieren wir spaltenweise, so erhalten wir

I R VAN IERES W

n=1 n=1 dln
und mit Koeffizientenvergleich erhalten wir:

Zd.rd:p”

din

Setzen wir g(d) := d - rqund f(n) := p",soist ), g(d) = f(n) und mit Aufgabe 49 gilt:

1
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ZM n/d d.h. n- Z,u nd also rn:%ZM(d) p/d

,g(n) din *f(n/d) dn
Nach Definition ist ;(1) = 1 und allgemein p(d) € {—1,0, 1}, woraus folgt

n—1

ner,=p" 4. tpun)p>pt =) pF>2
k=1
Insbesondere ist fiir allen > 1, n - r, > 2, also r,, > 1, was zu zeigen war.
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Beispiele:
° 7*1 .: )]g: El(; p_ n{))rmierten, irreduziblen Polynome vom Grad 1 iiber I, sind X, X + 1,
o 3= 50" = p): 5 g ()" = 50 + u(2)p) = 5(0* — p)
o 13 = 30" —p): § Ly n(d)p** = 5(0° + u(3)p) = 1 (0> — p)
o ry=3(p" =) § g n(d)p" = (0" + w(2)p” + p(d)p) = (0" — p?)
o 5= 1(0" = p): § Ly ()" = 10" + u(5)p) = (0" — p)

o 5= §(0° —p° = P>+ p): § 2y (P! = §(0° + p(2)p° + u(3)p* + p(6)p)

Fiir p = 3 erhalten wir
ri=3 ro=3, 1r3=8 1r,=18, 1r5;=48, 1rg=116,
und fiir p = 7 erhalten wir
r="7 1ro=21, r3=112, ry=588.

e Die 21 normierten irreduziblen Polynome vom Grad 2 iiber I'; sind:
X2 +1

X2 +2

X2 +4
X2+ X +3
X2+ X +4
X2+ X+6
X2 42X +2
X24+2X+3
X24+2X+5
X2 43X +1
X?4+3X+5
. X?P+3X+6
L XP+H4X 41
CX?P4+4X 45
X24+4X+6
. X2 45X +2
. X?P+5X +3
. X2P4+5X +5
. X?+6X+3
. X?46X +4
20. X2+6X+6

WAk WD = O

O N S T T S = Sy ey

e Das Polynom f = X' + X6 4+ X° + X2 + 1 ist irreduzibel iiber ', und somit ist
F,[X]/(f) ein Kérper der Ordnung 2'% = 1267 650 600 228 229 401 496 703 205 376.
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