6. KONSTRUKTION VON NICHTSTANDARD-MODELLEN

FILTER UND ULTRAFILTER

Sei S eine beliebige nicht-leere Menge. Eine Menge .# C Z(.5) heisst Filter tiber S, falls .
die folgenden Eigenschaften hat:

e ScZund ¢ .7
e (xeFNYyeF)— (zNy) e F
e (xeFVyeF)— (xUy) e F
Insbesondere gilt, dass z € .% und x C y impliziert, dass auch y € .#. Ein Filter iiber S ist
somit eine Mengen von nicht-leeren Teilmengen von S welche abgeschlossen ist unter Ober-
mengen und endlichen Durchschnitten. Zum Beispiel ist { S’} ein Filter iiber S.
Ein interessanteres Beispiel eines Filters iiber einer unendlichen Menge S ist der Filter

F = {:c CS:8\ zist endlich},

welcher der sogenannte Fréchet-Filter ist. Eine Menge %7 C Z2(S) ist ein Ultrafilter iiber
S, falls 7%/ ein Filter tiber S ist und fiir jede Menge x € Z(5) gilt: entweder x € % oder
(S'\ x) € . In anderen Worten ist % ein Ultrafilter, falls % in keinem Filter echt enthalten
ist. Zum Beispiel ist fiir jedes a € S, die Menge

%a::{xQS:aEx}

ein Ultrafilter iiber S. Solche Ultrafilter heissen triviale Ultrafilter. Insbesondere ist jeder Ultra-
filter iiber einer endlichen Menge trivial.

Es stellt sich die Frage, ob nicht-triviale Ultrafilter existieren, zum Beispiel Ultrafilter wel-
che den Fréchet-Filter enthalten. Allgemein stellt sich die Frage, ob sich jeder Filter zu einem
Ultrafilter erweitern ldsst. Diese Frage wird vom Ultrafilter-Theorem beantwortet, welches mit
dem Auswahlaxiom bewiesen werden kann—in ZF aber nicht beweisbar ist.

Ultrafilter-Theorem UFT. Ist % C Z2(S) ein Filter iiber S, dann lésst sich .% zu einem Ultra-
filter erweitern.

ULTRAPRODUKTE UND ULTRAPOTENZEN

Sei .Z eine beliebige Signatur, sei [ eine nicht-leere Menge, und fiir jedes ¢ € I sei M, eine
£-Struktur mit Bereich A,. Weiter sei A := X ,_; A, das cartesische Produkt der Mengen A, .
Die Elemente aus A identifizieren wir mit Funktionen f : I — (J,.; A,, wobei fiir jedes ¢+ € I
gilt f(¢) € A,. Schliesslich sei Z C (1) ein Ultrafilter iiber /. Beziiglich % definieren wir
die bindre Relation ~ auf A durch

fregie= {iel fl)=gW)}e.
FAKTUM 6.1. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Offensichtlich gilt
firalle f,g e A, f ~ fund f ~ g <> g ~ f.Seiennun f,g,h € Amit f ~ gund g ~ h.
Weiter sei
vi={vel: f() (1)} und y:={cel:glt)=h()}.
Dann sind z,y € % und weil % ein Fllter ist, ist auch z N y und jede Obermenge von = N y
in 7/ . Damit ist
cNyC{eel:f() (W} e,

woraus f ~ h folgt, was zu zeigen war. 4
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Fir f € A sei
[fl={9€A: g~ f}
und sei

A= {[f]: f € A}.

Wir konstruieren nun die .#’-Struktur M* mit dem Bereich A* wie folgt:
e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € .Z sei f. € A definiert durch

fo(t) =M firalle. € 1,

und sei

M = [f.].
e Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol F' € . sei FM' : (A*)" — A*, sodass

FM* ([fO]v"'?[fn—l]) = [f] <~ {L € I: FML(fO(L)a"'afn—l(L)) = f(L)} S %

e Fiir jedes n-stellige Relationssymbol R € £ sei RM™ C (A*)", sodass
<[f0]’ : "’[f"*1]> €M {L €l <f0(b)7---,fn—1(b)> € RML} ceU.

FAKTUM 6.2. Die Konstanten ¢™’, die Funktionen F™', und die Relationen RM" sind wohl-
definiert.

Beweis. Wir zeigen nur, dass die Funktionen F™" : (4*)" — A wohldefiniert sind, der Beweis
fiir die Wohldefiniertheit von ¢™ und RM" ist dhnlich. Sei F' € .Z ein n-stelliges Funktions-
symbol und seien (fo, ..., fn_1) und (go, - . ., g»—1) Elemente in A™ sodass fiir jedes 0 < i < n
gilt
fi ~ g; beziehungsweise [f;] = [g:] -
Weiter definieren wir f, g € A durch
F@) = F¥(fo(0),. ., far(t)) und g(e) := F™ (go(e), ..., gu1(1)) -
Mit der Definition von ~ und weil % ein Ultrafilter iiber [ ist, haben wir
{L el:folt)y=go(t) N+ A fra(t) = gn,l(L)} cEU,
und damit erhalten wir
{L €l: FML (fO(L)a R fn—l(L)) = FML (90(1’)7 cee 7gn—1(l'))} cU.

Es gilt somit {v € I : f(v) = g(1)} € %, woraus [f] = [g] folgt, d.h.

FM([fol,- - [fama]) = FM ([g0)s - lgna]) -
Damit hiingt F™" nicht von der Wahl der Reprisentanten von [f;] ab. 4

Die .Z-Struktur M™ mit Bereich A* ist das Ultraprodukt der .#-Strukturen M, (v € )
beziiglich dem Ultrafilter % iiber . Falls wir fiir alle ¢ € I dieselbe .Z’-Struktur M haben, d. h.
M, = M fiir alle ¢« € I, dann ist M™* die Ultrapotenz von M beziiglich 7.

Im néichsten Abschnitt zeigen wir, dass falls jede .Z-Struktur M, ein Modell der .#’-Theorie
T ist, auch das Ultraprodukt M* ein Modell von T ist.
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DER SATZ VON LOS

Sei wie oben .Z eine beliebige Signatur, sei / eine nicht-leere Menge, und fiir jedes ¢ € [
sei M, eine .Z-Struktur mit Bereich A,. Weiter sei %/ Ultrafilter iiber / und sei M* das Ultra-
produkt der .Z-Strukturen M, (¢ € I) beziiglich %/ . Mit dem folgenden Theorem kénnen wir
entscheiden, welche .Z-Sitze im Modell M™ wahr sind.

THEOREM 6.3 (SATZ VON L0S). Fiir jeden .£-Satz o gilt:
Mo <« {1tel:Mole%

Beweis. Mit den logischen Axiomen lésst sich zeigen, dass jeder .Z-Satz o logisch dquivalent
ist zu einem Z-Satz ¢’ welcher nur — und A als logische Operatoren und nur 3 als Quantor
enthilt. Somit geniigt es den SATZ VON LOS fiir .Z-Sitze ¢’ zu beweisen. Der Beweis ist mit
Induktion iiber der Anzahl der Symbole —, A und 3 welche im .#-Satz ¢’ vorkommen.

Nach Konstruktion von M* gilt der SATZ VON L.0OS fiir atomare .Z-Sitze o’, d. h. fiir Sitze o’
die mit den Regeln (FO) und (F1) gebildet wurden.

Sei 0’ = -0y, wobei wir annehmen, dass der SATZ VON L0S fiir o bereits bewiesen wurde.
Dann haben wir:

M* | -0y M* £ o9
{tel M, oy} ¢
IN{tel M, oy} e
{LEI:ML%UO}E%
{tel:M, oy} e

Sei nun ¢’ = o, A 09, wobei wir annehmen, dass der SATZ VON L£.0S fiir o; und o, bereits
bewiesen wurde. Dann haben wir:

M* ):0'1/\0-2 — M ):O'l UND M~ ):(72
«— {tel:M,EFo}ewuNp{iel M Eo}c¥%

[ A

=z =2
<~ xlﬂxge%
— {LE[:ML):Jl/\JQ}E%

Sei nun o’ = Jvoy (fiir eine Variable /), wobei wir annehmen, dass fiir ein [g] € A* gilt
M Y o) &= {1el: MY o)} e%.
Dann haben wir:

M* = Jvoy <= ES EXISTIERT EIN [gg] IN A* MIT M* @ = oo(v)

14
-~
=T

Weil z C {L el:M, EII/UO}, folgt {L el:M, EII/UO} € % , und wir erhalten
M Edvey, = {LG]ZML)ZHI/O'Q}G%.

<= ESEXISTIERT EIN [go] IN A*MIT {1 € 1: M, 2Y £ gy(v)} € %

J/

Um die andere Richtung zu zeigen brauchen wir AC. Falls, fiir ein ¢ € I, M, = dvoy, dann
existiert ein a, € A,, sodass M, % |= 0¢(v), andernfalls sei a, irgend ein Element von A,. Fiir
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die Funktion
go - I — U A
L = a,
gilt {tel:M,}=Jvog} ={1el:M, QOT(L) = 00(v) }. Insbesondere haben wir

{tel M, Eoy} e % = {LEI:MLQ"T(‘)):JO(V)}E%,
woraus folgt
{LGI:ML):EII/UO}E% = M"Edvoy.
Somit gilt:
M* = Jvog <= {1el:M, | vog} €%

_|

Ist zum Beispiel / = w und fiir alle n € w, M,, = N (wobei N das Standardmodell der
Peano-Arithmetik ist), so gelten in der Ultrapotenz M* von N genau dieselben Zpa-Sitze wie im
Modell N. Insbesondere lassen sich die Modelle N und M* durch die Sitze, die in ihnen gelten,
nicht unterscheiden, obwohl das Modell N fiir nicht-triviale Ultrafilter %/ iiber w iiberabzihlbar
ist.
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