7. EINFUHRUNG IN DIE NICHTSTANDARD-ANALYSIS

Die Idee der Nichtstandard-Analysis ist, dass wir gleichzeitig mit zwei Modellen der reellen
Zahlen arbeiten. Ein Modell, nennen wir es das Grundmodell, iibernimmt die Rolle des Stan-
dardmodells R, und das andere Modell, eine Ultrapotenz von R beziiglich einem nicht-trivialen
Ultrafilter % iiber w, welches wir mit R* bezeichnen, ist aus der Sicht von R ein Nichtstan-
dardmodell. In R* sind dieselben Sitze wahr wie im Modell R, d. h. die beiden Modelle sind
elementar dquivalent. Wir stellen uns nun auf den Standpunkt, dass die eigentliche Analyse im
Modell R* stattfindet, aber — als Menschen die in R leben — konnen wir nur den Standardteil
der reellen Zahlen in R* “sehen”. Auch wenn wir eine recht eingeschriankte Sicht von aus R
auf die richtige Analysis haben, konnen wir aufgrund der Tatsache, dass die Modelle R und R*
elementar dquivalent sind, keinen Unterschied zwischen den beiden Modellen auf der formalen
Ebene sehen, denn jeder Satz der in einem der Modelle wahr ist, ist auch im anderen Modell
wahr. Um zum Beispiel ein Problem in R zu I6sen, konnen wir unsere Berechnungen auch in R*
durchfiihren, wobei wir in R* reelle Zahlen verwenden koénnen, die es in R nicht gibt, und am
Ende “projizieren” wir das Ergebnis einfach wieder auf R.

Wir betrachten nun die Modelle R und R* etwas genauer und legen auch die Notationen
fest: Der Bereich von R wird mit R bezeichnet, mit den natiirlichen Zahlen IN, und der Bereich
von R* wird mit R* bezeichnet, mit den natiirlichen Zahlen IN*. Die Elemente aus R* sind
Aquivalenzklassen [f] von Funktionen f : w — R. Fiir solche Aquivalenzklassen schreiben wir
auch einfach r*. Durch die Einbettung

R — R
r — [e;] wobeic, :w — {r}

erhalten wir, dass R eine Teilmenge ist von R*, und auch, dass IN eine Teilmenge ist von IN*.
Ferner sehen wir, dass die Aquivalenzklasse [d] fiir d(n) := n (fiir alle n € IN) ein Element aus
IN* ist, welches grosser ist als alle Elemente aus IN. Fiir N := [d] ist damit N € IN* \ IN. Ande-
rerseits ist die Aquivalenzklasse 6y := [d '] fiir d~*(n) := & (fiir alle n € IN) ein Element aus
R, fiir welches gilt 0 < Jy < % (fur alle n € IN). Vom Standpunkt von R aus gesehen existiert d
nicht, denn 9, wire eine unendlich kleine reelle Zahl, eine sogenannte Infinitesimalzahl (d. h.
eine reelle Zahl ungleich Null, deren Absolutwert kleiner ist als % fiir jedes n € IN). Wir sagen,
dass r*, s* € R* unendlich nahe sind, bezeichnet mit »* ~ s*, wenn r* — s* infinitesimal ist.
Man beachte, dass = eine Aquivalenzrelation auf R* definiert.

Sei R die Menge aller reellen Zahlen 7* € R*, fiir die es s, s, € R gibt mit 5; < r* < s,.
Offensichtlich ist R C R C R*.

Die folgende Proposition besagt, dass die reellen Zahlen in R genau die reellen Zahlen sind,
die auf R “projiziert” werden konnen, d.h. die unendlich nahe bei einer reellen Zahl aus R
liegen.

PROPOSITION 7.1. Fiir jedes r* € R existiert genau ein v € R, sodass 7* ~ 7.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, denn aus 1,7y, € R mit 7* =~ r; und r* =~ ry folgt
aus der Transitivitit, dass r, =~ 75, und weil 1,75 € R folgt ry — o = 0, also r; = r,.

Um die Existenz zu zeigen gehen wir wie folgt vor: Sei r* = [f] fiirein f : w — R und seien
s,t € R so, dass [¢5] < [f] < [¢]. Dann gilt

{fnew:s<fln)<tlew.
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Wir konstruieren nun die Sequenzen (s,,) und (¢,,) in R wie folgt: Sei s := s und ¢, := ¢. Seien
s, und t,, bereits konstruiert mit

xn::{nEw:sngf(n)gtn}E%,
Sei
Yo ={n€w:s, < f(n) < il und zpi={necw: = < f(n) <t,}.

Weil % ein Ultrafilter ist haben wir entweder y,, € % oder (w \ y,) € % . Im ersten Fall, sei
Sn+1 = Sy und b, 1 = 2232 im zweiten Fall sei 5,41 = 223 und ¢,y = t,. Beachte, dass

Yn U 2, = x, und somit x,, N (w \ ¥,) = 2,, sodass in beiden Fillen gilt
Tpyy = {n Ew:sp < f(n) < tn+1} cEU.

Die Folge (s,,) ist monoton wachsend und die Folge (t,,) ist monoton fallend, wobei fiir alle
n € WNgilt[cs, | < [f] < [e,]- Weil nach Konstruktion, lim,, (¢, —s,) = 0, ist das Supremum
r € R der Folge (s,) gleich dem Infimum der Folge (¢,,), und somit ist 7* = r. 4

Fiir 7* € R heisst die eindeutig bestimmte Zahl € R, sodass r ~ r*, der Standardteil von
r* € R, bezeichnet mit st (r*). Proposition 7.1 besagt, dass jede reelle Zahl r* € R von der
Form r* = [c,] + [fs] ist, wobei r = st (7*) und fiir f5 : w — R giltlim,,,, fs(n) = 0. Um die
Notation zu vereinfachen schreiben wir fiir 7* bloss r + ¢ anstelle von [c,| + [fs].

Sei zum Beispiel N € IN* \ IN und §y := % Dann ist der Standardteil von J, gleich 0, d. h.,
fir die Leute in R ist §y ~ 0. Weiter ist 2 4 0y ~ 2 bzw. st (2 + dy) = 2. Ferner ist 2 4 dg
in R, aber N = é ist nicht in R, weil es kein s € R gibt, sodass N < s. Die Menge R, als
eine Teilmenge von R, ist linear geordnet durch <j;. Beachte, dass <§; eingeschrinkt auf R
die lineare Ordnung auf IR ist. Die folgende Figur veranschaulicht die Ordnungsstruktur von IR.
R
Voo
| | 2+ 60)°
460 ———————|————————— 1 (24+60)% - 82

do 2+ 4o

d
©

0'1[\.7|
o

=
Q)
Q)

52 2462

=~

—do 2 —do



36

Das folgende Resultat zeigt unter anderem, wie man in der Nichtstandard-Analysis ohne
Limites bestimmte Integrale berechnen kann (Beweise finden sich in Ch. 4,5,6 von [Rob]").

PROPOSITION 7.2.

(a) Sei a € R, sei f eine reelle Funktion welche stetig ist an der Stelle a, und sei a* € R*
mit a* ~ a. Dann gilt:

(b) Sei a € R und sei f eine reelle Funktion. Existiert ein r € R sodass

st(f(aJr(S;_f(“)) — o fiiralle § ~ 0 mit § # 0,

so ist f differenzierbar an der Stelle a und es gilt f'(a) = r.

(c) Sei b € R, sei f eine reelle Funktion welche stetig ist im Intervall [0, b], und sei N €
IN* \ N. Dann gilt in R:
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/ln(2 —e")dx

0

Sei N € IN* \ IN. Mit Proposition 7.2.(c) gilt:

2

/ln(2 —e")dr = st (% . iln@ _ €2m‘k/N)> — gt (% . ln(ﬁ (2 _ e2m’k/N)>>

rd —

Seinun & := €>™/N Dannsind £* fir k = 0,..., N —1 grad die NV verschiedenen Nullstellen
von XV — 1. Das heisst,

XV 1= (X =€) (X =€) (X =€) (X =",

und somit ist

N1 Nl
k=0 k=0

Weiter ist

Zm(2¥ ) < Z m(2¥ - 1) < Z - (2Y),

*[Rob] Alain M. Robert: Nonstandard Analysis. Dover Publ. New York. 1988
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und mit In(2¥1) = (N — 1) - In(2) und In(2") = N - In(2) folgt:
(1-—%) 27 -In(2) < 2 -In(2"¥ — 1) < 27 - In(2)
Weil nun st (1 + +) = 1, folgt
st (2 -In(2V —1)) =27 -1n(2),

und somit ist
27

/ln(2 —e™)dr = 27-1n(2) = 7-In(4).
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