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0. TERME, FORMELN UND FORMALE BEWEISE

In diesem Kapitel wird die Syntax (auch Sprache genannt) der Logik erster Stufe definiert.
Insbesondere werden wir definieren, was Terme und Formeln sind. Dafiir brauchen wir zuerst
ein sogenanntes Alphabet, d.h. ein Vorrat an Zeichen und Symbolen, aus dem wir Terme und
Formeln bilden konnen.

DAS ALPHABET

Das Alphabet der Logik erster Stufe besteht aus folgenden Zeichen und Symbolen:

(a) Variablen: Zum Beispiel x, y, vy, v1, . .., von denen wir einen unendlichen Vorrat ha-
ben. Variablen stehen fiir Objekte, die wir untersuchen. Diese Objekte konnen zum Bei-
spiel natiirliche Zahlen sein (in der Zahlentheorie), oder auch Mengen (in der Mengen-
lehre), oder Vektoren (in der linearen Algebra), etc.

(b) Logische Operatoren: — (nicht), A (und), V (oder), — (impliziert).

(c) Logische Quantoren: 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor), nach einem logischen
Quantor steht immer eine Variable.

(d) Gleichheitsrelation =: Das Zeichen “=" steht fiir eine spezielle binédre Relation, nim-
lich fiir die Gleichheitsrelation.

(e) Konstantensymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Konstanten (in
einer Theorie) zu bezeichnen. Konstantensymbole sind zum Beispiel 0 (in der Zahlen-
theorie), () (in der Mengenlehre), etc.

(f) Funktionssymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Funktionen (in ei-
ner Theorie) zu bezeichnen. Funktionssymbole sind zum Beispiel + (in der Zahlentheo-
rie), sin (in der Analysis), etc. Zu jedem Funktionssymbol gehort eine Stelligkeit. Zum
Beispiel ist + ein 2-stelliges Funktionssymbol und sin ist ein 1-stelliges Funktionssym-
bol.

(g) Relationssymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Relationen (in einer
Theorie) zu bezeichnen. Relationssymbole sind zum Beispiel < (in der Zahlentheorie),
€ (in der Mengenlehre), etc. Zu jedem Relationssymbol gehort eine Stelligkeit. Zum
Beispiel sind < und € beides 2-stellige Relationssymbole.

Die Symbole (a)—(d) sind die logischen Symbole, diese Symbole haben wir immer. Die Sym-
bole (e)—(g) sind die nicht-logischen Symbole, welche und wieviele dieser Symbole wir haben,
hingt von der Theorie ab, die wir untersuchen. Die nicht-logischen Symbole einer Theorie bil-
den die Signatur (oder Sprache) der Theorie, diese wird mit .# oder .+ (fiir eine Theorie T)
bezeichnet. Zum Beispiel ist Z%rc = {€} die Signatur der Mengenlehre ZFC.

TERME

Mit den Zeichen des Alphabets konnen wir nun spezielle Zeichenketten oder Worter bilden.
In der Sprache der Logik erster Stufe heissen diese Zeichenketten Terme. Im Folgenden sei .2’
eine beliebige Signatur.

Eine Zeichenkette ist ein . -Term, oder einfach ein Term, falls die Zeichenkette durch end-
lich viele Anwendungen der folgenden Regeln entstanden ist.

(TO) Jede Variable ist ein .Z-Term.

(T1) Jedes Konstantensymbol in .Z ist ein .Z-Term.
1



(T2) Sind 74, . .., 7, bereits konstruierte .Z’-Terme und ist F' ein n-stelliges Funktionssymbol
in .Z, dann ist F'ry - - - 7,, ein .Z-Term.

Um die Regel (T2) zu definieren, haben wir Variablen fiir Terme gebraucht. Da nun Variablen
aus unserem Alphabet selber Terme sind, haben wir neue Variablen 7;, die nicht zu unserem
Alphabet gehoren, eingefiihrt.

FORMELN

Mit Termen (bzw. mit den Wortern) und weitern Zeichen aus unserem Alphabet, konnen wir
nun wieder spezielle Zeichenketten oder Sétze bilden. In der Sprache der Logik erster Stufe
heissen diese Zeichenketten Formeln. Im Folgenden sei .Z eine beliebige Signatur.

Eine Zeichenkette ist eine .Z-Formel, oder einfach eine Formel, falls die Zeichenkette durch
endlich viele Anwendungen der folgenden Regeln entstanden ist.

(FO) Sind 7 und 7 .£-Terme, dann ist = 77, eine .£-Formel.

(F1) Sind 7, ..., 7, bereits konstruierte .Z-Terme und ist R ein n-stelliges Relationssymbol
in ., dann ist R7y - - - 73, eine .Z-Formel.

(F2) Ist ¢ eine bereits konstruierte .Z’-Formel, dann ist —¢ eine .Z’-Formel.

(F3) Sind ¢ und v bereits konstruierte .Z’-Formeln, dann sind A, Vi), und — @) eben-
falls . -Formeln.

(F4) Ist ¢ eine bereits konstruierte .Z’-Formel und v eine beliebige Variable, dann sind v
und Vv ebenfalls .Z-Formeln.

Um Formeln einfach lesbar zu machen verwenden wir iiblicherweise die Infix-Notation mit
Klammern anstelle der polnischen Notation. Zum Beispiel schreiben wir ¢ A 1 anstelle von
A, (o — 1) —  anstelle von —— 1)y, etc.

Weiter schreiben wir fiir bindre Relationssymbole 12 und binédre Funktionssymbole F' meist
xRy und zFy anstelle von Rzy bzw. Fxy. Zum Beispiel schreiben wir x = y anstelle von
= zy, und x + y anstelle von +zy.

Ist eine Formel ¢ von der Form Jv1) oder Vv1) (fiir eine Variable v und eine Formel /) und
die Variable v kommt in v vor, dann sagen wir, dass die Variable v im Bereich eines logischen
Quantors ist; die Variable wird dann durch den Quantor gebunden. Ist eine Variable v in einer
Formel 1) an einer gewissen Stelle nicht im Bereich eines Quantors (d.h. die Variable ist nicht
gebunden), so kommt die Variable v an der entsprechenden Stelle frei vor in ). Die Menge
der Variablen, welche in einer Formel 1) frei vorkommen, wird mit frei(¢) bezeichnet. Da eine
Variable in einer Formel ¢/ an mehreren Stellen vorkommen kann, kann eine Variable sowohl
frei wie auch gebunden in ¢/ vorkommen. Zum Beispiel kommt die Variable = in der Formel
Jz(z = 2) A Va(z = y) sowohl frei wie auch gebunden vor. Durch Umbenennen der Variablen
lasst sich aber erreichen, dass jede Variable in einer Formel entweder nur gebunden oder nur
frei vorkommt.

Eine Formel ¢ ist ein Satz, falls ¢ keine freien Variablen enthilt (d.h. frei(p) = ). Zum
Beispiel ist VoVy(x = y) ein Satz, aber Vz(x = y) ist nur eine Formel.

Manchmal ist es niitzlich die freien Variablen in einer Formel explizit aufzulisten; wir schrei-
ben ¢(zy,...,r,) um anzuzeigen, dass die Variablen z1, .. ., z,, frei in ¢ vorkommen.

Ist ¢ eine Formel, v eine Variable und 7 ein Term, dann ist ¢(v/7) diejenige Formel, die
wir erhalten, wenn wir an jeder Stelle, an der die Variable v in ¢ frei vorkommt, die Variable
v ersetzen durch den Term 7. Dieser Prozess, bei dem wir aus ¢ die Formel ¢(v/7) erhalten,
heisst Substitution. Eine Substitution ¢(//7) ist nur dann zulissig, wenn keine Variable im
Term 7 durch Quantoren von ¢ gebunden werden. Beachte, dass falls x ¢ frei(p) und = im
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Term 7 nicht vorkommt die Substitution ¢(z/7) zuléssig ist. In diesem Fall ist die Formel ¢

identisch mit ¢(x/7), was wir durch ¢ = ¢(x/7) ausdriicken — das Gleichheitszeichen “=
macht zwischen Formeln keinen Sinn.

DIE LOGISCHEN AXIOME

Bei der Definition von Formeln haben wir zwar Zeichen wie zum Beispiel “=" oder “A”
gebraucht, wir haben aber nicht festgelegt, was diese Zeichen spiter, wenn wir Formeln inter-
pretieren werden, bedeuten sollen. Zum Beispiel mochten wir, dass die Formel x = x “wahr”
ist. Da es aber auf der syntaktischen Ebene keinen Wahrheitsbegriff gibt, konnen wir x = x
nicht einfach als “wahr” definieren. Wir kdnnen aber gewisse Formeltypen (oder Formelsche-
mata), wie zum Beispiel x = =z, auszeichnen. Die folgenden logischen Axiome, eigentlich
Axiomenschemata, sind solche ausgezeichneten Formeltypen, welche den Gebrauch der logi-
schen Operatoren und Quantoren sowie der Gleichheitsrelation regeln.

Sei .Z eine Signatur und seien ¢, ¢, ©, @3, und ¢ beliebige .Z-Formeln:

Lot @V

Li: o = (¥ = o)

Lo: (¢ = (1 = w2)) = (¥ = 1) = (¥ — ¥2))
Ls: (@A) = ¢

Le: (pAY) =9

Ls: o = (¥ = (Y A yp))

Le: 0 = (¢ V)

Ly: ¥ = (¢ V)

Le: (1 — ¢3) = ((p2 = ¢3) = ((¢1V p2) = ¢3))
Lo: ~0 — (@ — V)

Sei 7 ein .Z-Term, v eine Variable, und sei die Substitution ¢ (v/7) zuldssig:

Lio: Yvp(v) — (1)
Lyt o(7) = 3ve(v)

Sei 1) eine Formel und sei v eine Variable mit v ¢ frei(¢):

Lio: V(¢ — (V) = (¥ = Yvp(v)),
Lis: Vr(o(v) = ) — (Fre(v) — ¢).

Seien 7, T1,...,Tn, 71, ..., T, Z-Terme, sei R € .Z ein n-stelliges Relationssymbol und sei
F € Z ein n-stelliges Funktionssymbol:

L14: T=T
Lis: (m=m A ATp=1) = (R(11,...,7) = R(1{,...,7))
Lie: (m=m A ATpn=1) = (F(11,...,7) = F(7{,...,7))
Die logischen Axiome L,—Lg sind die Axiome der Aussagenlogik, welche den Gebrauch der
logischen Operatoren regeln, die logischen Axiome L;o—L;3 regeln den Gebrauch der logischen

Quantoren, und die logischen Axiome L;,—L¢ regeln den Gebrauch der Gleichheitsrelation.

NICHT-LOGISCHEN AXIOME

Wenn wir eine konkrete Theorie haben, wie zum Beispiel die Zahlentheorie, so kommen zu
den logischen Axiomen sogenannte nicht-logische Axiome hinzu, welche den Gebrauch (bzw.
die Bedeutung) der nicht-logischen Symbole dieser Theorie regeln. Die nicht-logischen Axiome
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einer Theorie sind ausgezeichnete Formeln (meistens Sétze) welche wir meist mit @ (bzw. T)
bezeichnen.

FORMALE BEWEISE

Um aus gegebenen Formeln Schliisse zu ziehen oder Aussagen iiber bestimmte Terme zu
machen, brauchen wir sowohl Schlussregeln wie auch einen Algorithmus, der uns sagt, auf
welche Formeln wir die Schlussregeln anwenden konnen.

Wir brauchen nur zwei Schlussregeln, nimlich

Modus Ponens (MP): LW und Verallgemeinerung (V): 7 .
(0 Vg
Im ersten Fall sagen wir, dass die Formel i) aus den Formeln ¢ — % und ¢ durch Modus
Ponens, abgekiirzt (MP), entstanden ist, und im zweiten Fall sagen wir, dass die Formel Vv
(wobei v fiir irgend eine Variable steht) aus der Formel ( durch Verallgemeinerung, abgekiirzt

(V) entstanden ist.

Mit den zwei Schlussregeln (MP) und (V) konnen wir nun formale Beweise definieren: Sei .Z’
eine Signatur (d.h. eine moglicherweise leere Menge von nicht-logischen Symbolen) und sei @
eine (moglicherweise leere) Menge von .Z-Formeln. Eine .Z-Formel v ist beweisbar aus @
(oder beweisbar in @), bezeichnet mit @ - 1), falls es eine endliche Sequenz ¢y, . . ., ¢, von
Z-Formeln gibt, sodass ¢,, = v (d.h. die Formeln ¢,, und ¢ sind identisch), und fiir alle 7 mit
¢ < n sind wir in mindestens einem der folgenden Fille:

e (; ist eine Instanziierung eines logischen Axioms

; 1st eine Formel aus @

es gibt j, k < i sodass p; = ¢ — ¢;

es gibtein j < ¢, sodass ¢; = Vv ¢, fiir eine Variable v die in keiner Formel von @ frei
vorkommt

Die Sequenz ¢y, . . ., ¢, ist dann ein formaler Beweis von ¢/ aus @.
Im Fall, wenn @ die leere Menge ist, schreiben wir einfach = . Ist eine Formel v nicht
aus @ beweisbar (d.h. es gibt keinen formalen Beweis von ¢ aus @), so schreiben wir @ }* ).
Formale Beweise, auch fiir sehr einfache Formeln, konnen recht lang und knifflig sein. Als
Beispiel fiir einen formalen Beweis zeigen wir:

R

wo:  (p— E(gp —-9)= )= (= (p—=9) = (p—=e) Instanziierung von L,

o1 o= (o= 9) = @) Instanziierung von L,
w2 (o= (=)= (¢— ) aus g und ; mit (MP)
31— (p =) Instanziierung von L,
Par PP aus @9 und 3 mit (MP)

Das folgende Theorem ist sehr niitzlich um formale Beweise zu vereinfachen.

DEDUKTIONSTHEOREM (DT). Ist @ eine Menge von Formeln und gilt ® + 1 - ¢, so gilt auch
® + ¢ — p; und umgekehrt, gilt ® 1) — ¢, dann gilt auch ® + ¢ F .
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Beweis. Mit (MP) folgt aus @ + v — ¢ direkt @ + 1 - . Fiir die andere Richtung nehmen
wir an, dass @ + ¢ - ¢ gilt. Sei nun die Sequenz ¢y, . . ., @, mit p,, = ¢ ein formaler Beweis
von ¢ aus D + 1. Fiir jedes © < n ersetzen wir nun (p; durch eine Sequenz von Formeln, welche
mit ¢ — ¢; endet. Dazu sei ¢ < n und wir nehmen an, dass @ 1) — ; gilt fiir alle j < 1.

e Ist ; ein logisches Axiom oder ; € @, dann haben wir:

Pi,0° %5 p; € @ oder ; ist ein logisches Axiom
irr i = (Y= ) Instanziierung von L,
©Yi2: v — p; aus ¢, 1 und ¢; o mit (MP)

e Der Fall p; = 1 folgt direkt aus - ¢, — ;, was im obigen Beispiel gezeigt wurde.

e Falls ¢; aus ; und ¢, = (p; — ;) durch Modus Ponens erhalten wurde, wobei
J, k < i, dann haben wir:

$i,0° Y = p; weil j <4

Pi1: Y — (05 = @;) well k < @

©Vi2: wi1 = (Y = @) = (¥ = ¢i)) Instanziierung von L,
vzt (V=) = (= v) aus @; o und ¢; ; mit (MP)
Yiai Y =@ aus ; 3 und ; o mit (MP)

e Falls ¢, aus ¢; durch Verallgemeinerung erhalten wurde, dann folgt die Behauptung aus:

$i,0° Y = p; weil j < i

vir: (Y — ;) aus ;o durch (V)

wio: Y — ;) = (Y = ¢i) Instanziierung von Ly,
©i,3: Y — aus ; » und ¢; ; mit (MP)

Somit haben wir gezeigt, dass @ F ¢ — ¢ gilt. 4

Als Anwendung des DEDUKTIONSTHEOREMS zeigen wir, dass die Gleichheitsrelation “="

eine Aquivalenzrelation ist: Eine binire Relation R ist eine Aquivalenzrelation falls R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

reflexiv: Vz(zRx)
symmetrisch: VaVy(xRy — yRx)
transitiv: VaVyVz((zRy A yRz) — zRz2)

Wir zeigen nun, dass die bindre Relation “=" reflexiv und symmetrisch ist; dass “=" auch
transitiv ist wird in Aufgabe 2 gezeigt.

113 ”»

=" ist reflexiv:

©Yo: r=uz Instanziierung von Ly
w1 Va(r =x) aus o mit (V)
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113 ’

=" ist symmetrisch:

Wir zeigen zuerst {x = y} F y = z, dh. ® + y = z fir ® die Menge mit der einzigen
Formel z = y.

v (r=yANzrx=zx)—(r=x—y=u1) Instanziierung von Lys
p1: r=x Instanziierung von L4
V2! rT=1y r=yecd

p3: r=z—=>(x=y— (r=yANz=u1)) Instanziierung von Ls
v r=y—(r=yANz=n1) aus 3 und ¢ mit (MP)
Ps: rT=yNr =2 aus ¢4 und , mit (MP)
Ye: T=—=Yy=z aus g und 5 mit (MP)
p7: y=ux aus g und 7 mit (MP)

Somit haben wir {z = y} F y = x. Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM erhalten wir also
Fr=y—y==x
und durch Verallgemeinerung erhalten wir schliesslich:

FVaVy(r =y — y = 1)

LOGISCHE AQUIVALENZ

Die Formel ¢ < 1 ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir (¢ — ¥) A (¢ — ), d.h. jede
Formel, in welcher der binire logische Operator <+ vorkommt, kann ersetzt werden durch ei-
ne Formel, in welcher <+ nicht mehr vorkommt. Wir sagen nun, dass zwei Formeln ¢ und 1
logisch dquivalent sind, in Zeichen ¢ < 1), falls gilt:

Fo<rp bzw. F(o—=Y)A (Y=g
Mit Ls und (MP) gilt ¢ < 1) genau dann wenn
Fo—1v und F¢v—p.

Der Beweis des folgenden Satzes benutzt “Metainduktion” iiber den Formelaufbau und ist

relativ aufwendig.

SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ. Sei ¢ eine Formel und sei o eine Teilformel von .
Weiter sei v eine Formel, die aus  dadurch entstanden ist, dass in  ein- oder mehrmals «
durch eine Formel [ ersetzt wurde. Dann gilt:

Ist « & [, soistauch ¢ & .



1. AXIOMENSYSTEME UND SEMI-FORMALE BEWEISE

In diesem Kapitel werden die Axiome einiger Theorien aufgelistet und es wird der Begriff eines
semi-formalen Beweises eingefiihrt.

AXIOMENSYSTEME

Gruppentheorie GT. Die Signatur der Gruppentheorie ist %5t = {e, ¢}, wobei e ein Kon-
stantensymbol und o ein 2-stelliges Funktionssymbol ist.

Die Axiome der Gruppentheorie sind:

GTo: VaVyVz(zo(yoz) = (zoy)ez) (o ist assoziativ)
GTy: Vz(eox = 1) (e ist links-neutral)
GT,: Vady(yex =e) (jedes Element hat ein links-Inverses)

Strenggenommen sind die Erlduterungen in den Klammern nicht korrekt: Zum Beispiel kann
das Funktionssymbol o als Symbol nicht assoziativ sein. Erst, wenn das Funktionssymbol o in
einem Modell M als 2-stellige Funktion ®™ : A x A — A interpretiert wird, kann die Funktion
oM assoziativ sein, und das ist, was mit GT, gemeint ist.

Es sei nochmals erwéhnt, dass es auf der syntaktischen (oder formalen) Ebene, auf der wir
uns befinden, weder Konstanten, noch Funktionen oder Relationen gibt, sondern nur verschie-
dene, bedeutungslose Typen von Symbolen. Es gibt auch kein wahr und falsch, sondern nur
syntaktisch korrekt geformte Terme und Formeln. Erst auf der semantischen Ebene, die im
ndchsten Kapitel behandelt wird, werden den Termen Objekte zugeordent, den Funktionssym-
bolen Funktionen, und den Relationssymbolen Relationen.

Ringtheorie RT. Die Signatur der Ringtheorie (fiir Ringe mit 1) ist Zzr = {0, 1, +, - }, wobei
0 und 1 Konstantensymbole sind und +, - zwei 2-stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Ringtheorie (fiir Ringe mit 1) sind:

RTo: VaVyVz(z+ (y+2) = (x +y) + 2) (+ ist assoziativ)

RTy: VaVy(z +y=1y+ ) (+ ist kommutativ)

RT,: V(0 + 2 =x) (0 ist links-neutral bzgl. +)
RTs: Vady(y+a = 0) (links-Inverse bzgl. +)
RTy: VaVyVz(z - (y-2) = (x-y) - 2) (- ist assoziativ)

RTs: Ve(l-z=x Azx-1=ux) (1 ist neutral bzgl. -)

RTe: VaVyVz(z - (y+2) = (z-y)+ (z-2)) (- ist links-distributiv iiber +)
RT;: VaVyVz((z+y)-z=(z-2)+ (y-2)) (- istrechts-distributiv iiber +)
Liasst man RTs weg, so erhélt man auf der semantischen Ebene Ringe ohne 1, und verlangt

man zusitzlich RTg: VaVy(z-y = y-x), so erhilt man auf der semantischen Ebene kommutative
Ringe (mit bzw. ohne 1).

Da die Operation 4+ mit RT; kommutativ ist, ist O auch rechts-neutral (also neutral) bzgl. 4+ und

jedes Element hat bzgl. + ein rechts-Inverses (also ein Inverses).
7
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Korpertheorie KT. Die Signatur der Korpertheorie ist % = {0,1,+, - }, wobei 0 und 1
Konstantensymbole sind und +, - zwei 2-stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Korpertheorie sind:

KTo: VaVyVz(z+ (y+2) = (x +y) + 2) (+ ist assoziativ)

KTy: VaVy(z+y=y+ ) (+ ist kommutativ)

KTo: V(0 4z = 2) (0 ist link-neutral bzgl. +)

KTs: Vady(y + 2 = 0) (links-Inverse bzgl. +)

KTy VaVyVz(z - (y-2) = (x-y) - 2) (- ist assoziativ)

KTs: VaVy(z-y=y-x) (- ist kommutativ)

KTe: Va(l-z=2x) (1 ist link-neutral bzgl. -)

KT;: Vady(zx #0 - y-x=1) (links-Inverse bzgl. - fiir x # 0)
KTg: VaVyVz(z-(y+2z)=(z-y)+ (z-2z)) (- ist links-distributiv iiber +)
KTg: 0#1 (0 ist verschieden von 1)

Da die Operationen + und - mit KT, bzw. KTs kommutativ sind, sind links-neutrale Elemente
auch rechts-neutral (also neutral), links-Inverse auch rechts-Inverse (also Inverse), und - ist
auch rechts-distributiv iiber +.

Dichte Lineare Ordnungen DLO. Die Signatur der Theorie der dichten linearen Ordnungen
ist Zpo = {<}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Die Axiome der Theorie der dichten linearen Ordnungen sind:

DLOy: Va—(z < x) (< ist nicht reflexiv)

DLO;: ‘v’x‘v’sz((x <yANy<z)—x< z) (< ist transitiv)

DLO,: VaVy(z <yVz=yVy<uz) (< definiert eine lineare Ordnung)

DLOs: VaVydz(z <y — (z <zAz<y)) (< definiert eine dichte Ordnung)

DLO;,: ‘v’xEIyEIz(y <zxANzx< z) (keine grossten bzw. kleinsten Elemente)
Peano-Arithmetik PA. Die Signatur der Peano-Arithmetik ist %py = {0, s, +, - }, wobei das

Symbol 0 ein Konstantensymbol ist, s ein 1-stelliges Funktionssymbol ist, und +, - zwei 2-
stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Peano-Arithmetik sind:

PA;: —3Jz(sx = 0) (0 ist kein Nachfolger)
PA;: VaVy(szx = sy — x =y) (s ist injektiv)

PA;: Va(x + 0 =x) (definiert = + 0)

PA;: VaVy(z + sy = s(z +y)) (definiert z + sy)

PA;: Vz(x-0=0) (definiert - 0)

PAs: VaVy(x-sy= (z-y)+x)  (definiert z - sy)

Sei ¢ eine Zpa-Formel und v eine Variable mit v € frei(yp):
PAg: (gp(O) AV (p(v) — @(sy))) — Yvp(v)
Beachte, dass PAg (im Gegensatz zu den Axiomen PA,—PAs) nicht ein einzelnes Axiom ist,
sondern ein Axiomenschema, denn fiir jede -Zpa-Formel ¢ mit einer freien Variablen erhalten
wir eine Form von PAg. Das Axiomenschema PAg wird Induktions-Axiom genannt und wird
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fiir Induktionsbeweise benutzt. Weil PAg ein Axiomenschema ist, besteht das Axiomensystem
PA der Peano-Arithmetik aus unendlich vielen Axiomen.

SEMI-FORMALE BEWEISE

Wie schon erwihnt werden formale Beweise relativ schnell sehr lang. Das liegt daran, dass in
einem formalen Beweis nicht nur die relevanten, theorieabhiingigen Zusammenhiénge vorkom-
men, welche durch die nicht-logischen Axiome gegeben sind, sondern auch alle inner-logischen
Strukturen, welche aus den logischen Axiomen folgen. Wenn wir nun in einem formalen Beweis
alle Schritte, bei denen wir mit logischen Axiomen gewisse Formeln umgeformt haben, weg-
lassen, so beruhen die ausgefiihrten Schritte im Wesentlichen nur noch auf den nicht-logischen
Axiomen. Wir nennen solche Beweise semi-formale Beweise (diese Definition ist naturgemass
ebenfalls semi-formal).

Als Beispiel fiir einen semi-formalen Beweis zeigen wir PA = s0 4+ s0 = ss0 (vgl. mit
Aufgabe 4):

sO+5s0 = s(s0+0) 2 ss0
—_—— ——

=s0+s(0) =s0

Als Beispiel fiir einen semi-formalen Induktionsbeweis zeigen wir PA - Vz ( ss0-x = ZE+1‘) :
e Wir definieren: ¢(x) :=ss0-z=x+x

PAC o PA

e PAF ¢(0): ss0-0 0 = 0+0

e PA - ¢(x) — @(sx): Wir nehmen an, dass ss0 - z = x + x gilt, verwenden den
bereits bewiesenen Satz ss0 = s0 + s0, und verwenden implizit, dass + assoziativ
und kommutativ ist (sieche Aufgaben 6.(b) und 6.(d)).

PA

ss0-sz = (ss0-z)+ ss0 =
—— <~
=z+z =s0+s0

3

(z+50)+ (z+50) = s(z+0)+s(z+0) 2 sz+sz

e Wir haben somit PA F ¢(0) und PA b Va:(p(z) — ¢(sz)) gezeigt, und damit auch
PAE ©(0) AVz(p(z) = ¢(sz)) .
Mit dem Induktionsaxiom PAg erhalten wir dann schliesslich:
PAI—Va:(ssO -:c::c+:v)



2. MODELLE
SYNTAX UND SEMANTIK

Die mathematische Logik zerfillt in Syntax (Theorie der Beziehungen zwischen den Zei-
chen) und Semantik (Lehre der Bedeutung der Symbole, bzw. deren Interpretation). Im Ver-
gleich zur Musik konnte man sagen, dass die Syntax (d.h. die formale Logik) der Partitur ent-
spricht, welche Schwarz auf Weiss festhilt, welche Noten gespielt werden sollen, wihrend die
Semantik der Umsetzung einer Partitur in horbare Musik entspricht, welche sich zwar an die
Partitur halten muss, in der Interpretation der Partitur aber frei ist. Obwohl die ganze Musik
schon in der Partitur enthalten ist, so wird sie doch erst durch die Interpretation mit Leben er-
fiillt. Nehmen wir zum Beispiel als “Partitur” die Gruppenaxiome, so erhalten auch diese erst
durch das betrachten konkreter Gruppen (d.h. erst durch die Interpretation) ihre Bedeutung.
Bevor wir Terme und Formeln interpretieren und Modelle fiir axiomatische Theorien konstruie-
ren, werden im Folgenden ein paar Parallelen zwischen der syntaktischen und der semantischen
Ebene der Mathematik aufgezeigt.

Syntaktische Ebene

Terme. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (T0)—(T2) aufge-
baut werden. Zum Beispiel ist das Konstan-
tensymbol e der Gruppentheorie ein Term.

Formeln. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (FO)—(F4) auf-
gebaut werden. Formeln sind weder wahr
noch falsch; auf der syntaktischen Ebene
gibt es keinen Wahrheitsbegriff!

Logische Axiome. Das sind Formeln, ge-
nauer Formelschemata, aus denen, mit Hilfe
von Schlussregeln, weitere Formeln herge-
leitet werden konnen.

Nicht-logische Axiome. Das sind Formeln
(bzw. Formelschemata) welche nicht-
logische Symbole enthalten, aus denen, mit
Hilfe von Schlussregeln, weitere Formeln
hergeleitet werden konnen. Zum Beispiel
sind die Gruppenaxiome, welche die nicht-
logischen Symbole e und o enthalten,
nicht-logische Axiome.

Semantische Ebene

Objekte. Terme sind Namen fiir Objekte.
Durch die Interpretation wird ein Term (Na-
me) zu dem Objekt, welches er bezeichnet.
Zum Beispiel wird das Konstantensymbol
e durch die Interpretation zum Neutralele-
ment e einer Gruppe, e ist also ein Objekt.

Aussagen. Wird eine Formel interpretiert,
so wird sie zu einer konkreten Aussage liber
bestimmte Objekte die entweder wahr oder
falsch ist; und zwar unabhingig davon, ob
wir ihren Wahrheitswert kennen.

Tautologien. Egal wie wir ein logisches
Axiom interpretieren, die Aussage die wir
erhalten ist immer wahr, eine sogenannte
Tautologie. Die logischen Axiome sind so
gewdhlt, dass aus ihnen alle Tautologien
hergeleitet werden konnen.

Axiomensystem einer Theorie. Das sind
Axiome (d.h. Grundaussagen), welche am
Anfang einer Theorie (z.B. Gruppentheorie)
stehen. Die nicht-logischen Symbole wer-
den dann in einem Modell der Theorie so in-
terpretiert, dass alle Axiome wahr werden.

In der Mathematik sind wir nur in der formalen Logik auf der syntaktischen Ebene. An-
sonsten arbeiten wir immer auf der semantischen Ebene. Selbst wenn wir zum Beispiel eine
allgemeine Gruppe untersuchen, besteht diese Gruppe in unserer Vorstellung aus Elementen,
also aus Objekten, wobei auf der Menge der Objekte eine konkrete bindre Operation (mit ge-

wissen Eigenschaften) definiert ist. Sogar wenn wir mathematische Beweise fiihren, bleiben wir
10



11

auf der semantischen Ebene — wir konnen aber (wie wir spiter sehen werden) jeden richtigen
mathematischen Beweis in einen formalen Beweis der syntaktischen Ebene iibersetzen, des-
sen Korrektheit ein Computer iiberpriifen kann. Obwohl mathematische Theorien (wie z.B. die
Gruppentheorie) iiblicherweise auf nicht-logischen Axiomen beruhen, wird der Ubergang von
der syntaktischen Ebene der nicht-logischen Axiome (z.B. der Gruppenaxiome) auf die seman-
tische Ebene (z.B. der konkreten Gruppen) im Allgemeinen nicht vollzogen. In der Gruppen-
theorie mag dies noch statthaft sein, denn wir konnen Modelle von endlichen Gruppen effektiv
angeben. Wesentlich anders ist es aber bei der Mengenlehre oder der Peano-Arithmetik, denn
es gibt kein umfassendes System, in welchem ein Modell der Mengenlehre oder der Peano-
Arithmetik existiert.

STRUKTUREN, INTERPRETATIONEN, MODELLE

Sei .Z eine beliebige, aber festgelegte Signatur. Eine .Z’-Struktur M besteht aus einer nicht-
leeren Menge A, dem sogenannten Bereich von M, zusammen mit einer Abbildung, welche
jedem Konstantensymbol ¢ € % ein Element c™ € A zuordnet, jedem n-stelligen Relati-
onssymbol R € .Z eine Menge von n-Tupeln RM C A" zuordnet, und jedem n-stelligen
Funktionssymbol F' € % eine Funktion F™ : A" — A zuordnet.

Um auch Variablen zu interpretieren, definieren wir sogenannte Variablenbelegungen: Eine
Variablenbelegung j in einer .Z-Struktur M mit Bereich A, ist eine Abbildung, welche jeder
Variablen v ein Objekt j(v) € A zuordnet. Fiir eine Variable v, ein Objekt a € A und eine
Variablenbelegung j einer .Z’-Struktur M mit Bereich A, definieren wir zudem die Variablen-
belegung j ¢ wie folgt:

(1)) a falls v/ = v,
= —
v j(v') sonst.

Eine .Z-Interpretation I ist ein Paar (M, j) das aus einer .Z-Struktur M und einer Varia-
blenbelegung j in M besteht.
Fiir eine Interpretation I = (M, j) und ein Objekt a € A definieren wir:

12 (M)

Beziiglich einer -Z-Interpretation I = (M, j), wobei A der Bereich von M ist, ordnen wir
jedem Z-Term 7 ein Objekt I(7) € A wie folgt zu:

e Fiir Variablen v sei I(v) := j(v).
e Fiir Konstantensymbole ¢ € .& sei I(c) := M.
e Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol F' € .Z und .Z-Terme 74, . .., 7,,, sei

I(FT1 . ~Tn) = FM(I(Tl), .. .,I(Tn)) )
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Nun sind wir in der Lage, mit .Z-Interpretationen auch Formeln zu interpretieren. Mehr noch,
wir konnen sogar definieren, wann eine Formel ¢ beziiglich einer bestimmten Interpretation I
wahr ist, bzw. wann eine Formel ¢ in I gilt — was wir mit I |= ¢ bezeichnen.

Ist © eine Formel, so ist sie aus den Regeln (FO)—(F4) entstanden, d.h. ¢ ist von der Form
T = To, R(T1, ..., Tn)s 20, U1 A o, 01 V 1o, Y1 — 19, Jvh oder Vrip. Wir definieren nun
I = ¢ wie folgt:

IEn=mn = I(71) IST DASSELBE OBJEKT WIE I(73)
IER(m,...,T) = (I(1),...,I(r,)) IST EIN ELEMENT DER MENGE RM

I=— = NICHT I =4

IE ¢ A — IEvY; UND Iy

IE Vs — I =Y, ODER I 9y

IEyY — s — FALLS I DANN I 4
IE vy = ES EXISTIERT EIN a IN A MIT 1% =)
IEvYvy = FUR ALLE @ IN A GILT I =

Beachte, dass fiir jede .Z’-Interpretation I und fiir jede .Z’-Formel ¢ gilt:
entweder 1= ¢ oder 1= -p.

Mit anderen Worten, entweder ist eine Formel in einer Interpretation wahr, d.h. I |= ¢, oder die
Formel ist nicht wahr bzw. falsch, d.h. I [~ ¢, dann ist ihre Negation —¢ wahr, d.h. I = —¢

Sei nun .Z eine beliebige Signatur, ¢ eine .Z-Formel und M eine .Z-Struktur. Dann ist M
ein Modell von ¢, in Zeichen M |= ¢, falls fiir jede Variablenbelegung j gilt: (M, j) = . Ist
@ eine Menge von .Z-Formeln, dann ist M ein Modell von @, in Zeichen M | @, falls fiir
jede Formel ¢ € @ gilt: M = .

Zum Beispiel sei .£ = {c, f}, wobei c ein Konstantensymbol und f ein 1-stelliges Funktions-
symbol ist. Weiter sei @ die Menge, welche aus folgenden beiden .Z’-Sitzen besteht:

Ve(z=cVaz=f(c)) und Fz(z+#c)
—~ v ——

©1 2

Wir konstruieren nun zwei Modelle M; und M, (bzw. zwei .£-Strukturen) mit demselben
Bereich A, so dass M} = @ und M, = ®@: Zuerst wihlen wir A := {0, 1} und definieren

cMi=0, M©0):=1, M(1):=0,

cM=0, M(0):=0, M(1):=1

Es ist leicht zu zeigen, dass der Satz ¢, in beiden Modellen gilt, wohingegen ¢; nur im Mo-
dell M, gilt. Insbesonder haben wir M |= 1 A o und My = =1 A .
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DER KORREKTHEITSSATZ

Der Korrektheitssatz besagt, dass jeder Satz, welcher aus einer Menge T von Sitzen beweis-
bar ist, in jedem Modell von T wahr ist.

KORREKTHEITSSATZ. Sei .Z eine Signatur, sei T eine Menge von .Z-Sétzen, sei o ein £ -
Satz, der aus T beweisbar ist (d.h. T+ ), und sei M ein beliebiges Modell von T (d.h. M |= T).
Dann gilt M |= o.

Begriindung. Sowohl die logischen Axiome als auch die Sétze aus T sind wahr in jedem Modell
M [= T, und mit den Schlussregeln erhalten wir aus wahren Formeln immer wahre Formeln.
Somit ist auch die letzte Formel o eines formalen Beweises wahr in M, d.h. es gilt M = o.
Folgerung.

e Ist o ein Satz und gilt T - o, dann gilt fiir jedes Modell M =T, M = o.

Begriindung. Hitten wir ein Model M |= T, in dem o nicht gilt, so hitten wir M | —o,
was aber dem Korrektheitssatz widerspricht.

DER GODEL’SCHE VOLLSTANDIGKEITSSATZ

Eine Menge T von Sitzen heisst konsistent (oder widerspruchsfrei), falls es keine Formel
@ gibt mit T = ¢ A —p. Ist T nicht konsistent so heisst T inkonsistent. Aus Aufgabe 0.(f) folgt,
dass fiir eine inkonsistente Theorie T gilt: T I ¢ fiir jede Formel .

Der Godel’sche Vollstindigkeitssatz besagt nun, dass jede konsistente Menge von Sitzen
ein Modell besitzt. Etwas allgemeiner formuliert besagt der Godel’sche Vollstindigkeitssatz
folgendes:

GODEL’SCHER VOLLSTANDIGKEITSSATZ. Sei . eine Signatur, sei T eine Menge von .Z-
Sétzen, und sei o ein £-Satz mit T ¥ o (d.h. T ist konsistent). Dann existiert ein Modell
M E Tmit M | —o.
Folgerungen.

e Ist T eine konsistente Menge von Sitzen, so hat T ein Modell.

Begriindung. Ist T konsistent, so existiert ein Satz o, der nicht aus T beweisbar ist, d.h.
T V¥ o, und somit existiert auch ein Model M = T.

e Ist o ein Satz und gilt fiir jedes Modell M =T, M |= o, dann gilt T F 0.
Begriindung. Hitten wir T ¥ o, so gibe es ein Model M = T mit M = —o.

e Ist o ein Satz und gilt T ¥ o und T ¥ —o, so existieren zwei Modelle M; = T und
M2 ):TmltMl ): _|O'UIldM2 ): o.

Begriindung. Mit T ¥ ¢ gibt es ein Modell M; = T + —o, und mit T ¥ —o gibt es ein
Modell M, =T + 0.

e Zusammen mit dem Korrektheitssatz erhalten wir schliesslich folgende Aussage:

Ein Satz o ist genau dann aus einer Menge von Sitzen T formal beweisbar,
wenn o in jedem Modell von T gilt.



BEMERKUNGEN ZU MATHEMATISCHEN BEWEISEN

Um zu zeigen, dass ein Satz o aus einem Axiomensystem T beweisbar ist, fithren wir {ib-
licherweise keine formalen Beweise, sondern benutzen den Godel’schen Vollstindigkeitssatz
und zeigen, dass in jedem Modell von T der Satz o gilt (d.h. wahr ist). Mit dem Godel’schen
Vollstindigkeitssatz ist dann der Satz o aus dem Axiomensystem T formal beweisbar. Dieses
Vorgehen ist ein mathematischer Beweis von o aus T.

Wenn wir zum Beispiel aus den Axiomen der Gruppentheorie GT einen Satz o zeigen wollen,
so gehen wir wie folgt vor: Wir nehmen irgend ein Modell von GT, also irgend eine Gruppe
(G, e, ©), und zeigen, dass der Satz ¢ in (G, e, ©) gilt, d.h. (G, e, °) = 0.

Ist zum Beispiel o = VaVy (y or =e — ToY = e), so nehmen wir irgend eine Gruppe
(G, e, °) und irgend ein Element x € G, und zeigen, dass jedes links-Inverse von = auch
rechts-Inverses von  ist:

e Weil (G, e, o) = GTa, existiert zu jedem Element in G ein links-inverses Element. Sei
nun z € G, sei T € G ein link-Inverses von z und sei z € G ein links-inverses von 7.
In (G, e, o) gilt somit

ox —e und ZTox —e.

e Weil (G, e, o) |= GTy, giltin (G, e, o) auch

Kl

xor =eo(xroZ) = (ToZ)o(ro).
e Weil (G, e, o) |= GTy, giltin (G, e, o) auch
(ZoZ)o(zox) =To(To(xoT)) =To((Tox)oT) = To(eoT).
e Weil (G, e, °) |= GTy, giltin (G, e, o) auch

O(eox) =

Kl
Kl

°or = e,

und somit gilt zoZ = e in (G, e, o).

e Weil nun die Gruppe (G, e, o) und das Element z € G beliebig waren, gilt in jeder
Gruppe (G, e, o) = GT, das jedes links-inverse eines beliebigen Elements = € G auch
rechts-inverses von z ist.

Beachte, dass wir in diesem mathematischen Beweis nur iiber die Wahrheit von Aussagen
im Modell (G, e, o) argumentiert haben. Insbesondere haben wir die Axiome der Gruppen-
theorie — und implizit die logischen Axiome — nicht dazu benutzt, logische Schliisse zu ziehen,
sondern nur um zu zeigen, dass bestimmte Aussagen in (G, e, o) wahr sind.

Ein mathematischer Beweis benutzt also immer implizit den Gédel’schen Vollstdndigkeits-
satz. Es ist natiirlich auch moglich, dass ein gewisser Satz o in machen Modellen einer Theorie
T wahr und in anderen Modellen falsch ist. Seien zum Beispiel M; und M, zwei Modelle von
T und sei o ein Satz fiir den gilt M; = o und My F~ o, dh. My = —o. Dann folgt aus
dem Korrektheitssatz, dass gilt: T ¥ o und T ¥ —o. Ein Satz o, der aus einer Theorie T weder
beweisbar noch widerlegbar ist, ist unabhéngig von T. Fiir die Theorie GT ist zum Beispiel
o = VaVy(x oy = yox) ein solcher Satz. Beachte, ist 0 unabhingig von T, so ist sowohl T + o
wie auch T + —o konsistent; insbesondere hat sowohl T + o wie auch T + —o ein Modell.



3. DIE AXIOME DER ZERMELO-FRAENKEL’SCHEN MENGENLEHRE

Die Signatur der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre ZF ist 22 = {€}, wobei € ein 2-
stelliges Relationssymbol ist. Anstelle von € yx schreiben wir y € x und sagen “y ist Element
von z”, und fiir —(y € z) schreiben wir y ¢ x.

DAS AXIOMENSYSTEM VON ZERMELO

Im Jahr 1905 begann Ernst Zermelo die Mengenlehre zu axiomatisieren und publizierte 1908
sein erstes Axiomensystem, das aus folgenden sieben Axiomen bestand:

(a) Axiom der Bestimmtheit
besagt, dass eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist

(b) Axiom der Elementarmengen
besagt, dass es gewisse Mengen gibt, wie z.B. leere Menge oder Paarmenge

(c) Axiom der Aussonderung
besagt, dass aus Mengen gewisse Teilmengen ausgesondert werden kénnen

(d) Axiom der Potenzmenge
besagt, dass zu jeder Menge die Menge ihrer Teilmengen existiert

(e) Axiom der Vereinigung
besagt, dass wir Mengen von Mengen vereinigen kdnnen

(f) Axiom der Auswahl
besagt, dass cartesische Produkte nicht-leerer Mengen nicht leer sind

(g) Axiom des Unendlichen
besagt, dass es eine Menge gibt, die nicht endlich ist.

Die Axiome (a)—(e) und Axiom (g) (d.h. alle Axiome ausser dem Auswahlaxiom), sind die
Axiome 0 -6 der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre, welche im folgenden Abschnitt einge-
fiihrt werden.

DIE AXIOME 0—6

0. Axiom der leeren Menge.

JxVz(z ¢ x)
Das Axiom der leeren Menge besagt, dass eine Menge existiert, welche keine Elemente besitzt.
Insbesondere existiert mindestens eine Menge, namlich eine leere Menge.

1. Extensionalititsaxiom.
VaVy(Vz(z Ex 3 2z €y) >z =1y)

Das Extensionalitdtsaxiom besagt, dass zwei Mengen, welche dieselben Elemente besitzen,
identisch sind. Die Umkehrung dieser Implikation folgt aus dem logischen Axiom L;s.

Aus dem Axiom der leeren Menge folgt mit dem Extensionalitdtsaxiom, dass die leere Menge
eindeutig ist; diese wird mit ) bezeichnet.

Wir definieren nun das bindre Relationssymbol C fiir Teilmenge wie folgt:

yCuo:i<= Vz(z€y—>ze€u)
15
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Beachte, dass () C z fiir jede Menge x gilt. Weiter definieren wir das binire Relationssymbol C
fiir echte Teilmenge durch
yCr:<—= yCarxAy#z.

2. Paarmengenaxiom.
VaVyTuvz(z e u < (2 =aVz=1y))

Das Paarmengenaxiom besagt, dass fiir alle Mengen x und y immer eine Menge u existiert,
welche nur die Mengen x und y als Elemente besitzt. Fiir die Menge, welche nur x und y enthiilt,
schreiben wir {z,y}. Beachte, dass aus dem Extensionalititsaxiom die Gleichheit {z,y} =
{y, '} folgt, und dass fiir = y die Gleichheit {x,y} = {z} gilt.

Mit dem Paarmengenaxiom konnen wir nun wie folgt auch geordnete Paare definieren:

(w.y) = {{z} {z.y}}
Es lésst sich einfach zeigen, dass gilt
(,y) = ('y) = z=2"Ny=Y,
und somit konnen wir das bindre Funktionssymbol ( -, - ) wie folgt definieren:
(z,y) =u:<= Vz(z €u+ (z={z} V2= {z,y}))

Analog konnten wir auch geordnete Tripel, Quadrupel, etc., definieren, doch das wird einfacher,
wenn wir mehr Axiome zur Verfiigung haben.

3. Vereinigungsaxiom.
VzIuVz(z € u » Jw(w € T Az € w))

Das Vereinigungsaxiom besagt, dass zu jeder Menge x eine Menge u existiert, welche alle Men-
gen enthilt, welche Elemente von Elementen von z sind.
Mit dem Vereinigungsaxiom konnen wir die unire Vereinigungsfunktion | | wie folgt defi-
nieren:
Ux:u:<:) Vz(z €u < Ju(w € Az € w))

Zum Beispiel gilt x = (J{=}. Mit Hilfe des Vereinigungsaxioms und des Paarmengenaxioms
konnen wir die biniire Vereinigungsfunktion U wie folgt definieren:

rUy = J{z v}

Ebenfalls mit dem Vereinigungsaxiom und dem Paarmengenaxiom, und durch die Definition
x + 1 := 2z U {z}, konnen wir zum Beispiel folgende Mengen bilden:

0:=0
1:=0+1=0uU{0} ={0}
2:=1+1=1U{1} ={0,1}
3:=2+1=2U{2} ={0,1,2}

Allgemein konnen wir jede natiirliche Zahl n identifizieren mit der Menge {0, ..., n—1}, wobei
die leeren Menge () der Zahl 0 entspricht. Diese Konstruktion fiihrt zu folgender Definition: Eine
Menge x heisst induktiv, falls

Yy(y € x — (yU{y}) € ).
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Formal definieren wir ein 1-stelliges Relationssymbol ind wie folgt:
ind(z) <= Vy(y €z — (yU{y}) € )

Einerseits ist die leere Menge () induktiv, d.h. ind((}). Andererseits kénnen wir aus den bisheri-
gen Axiomen nicht beweisen, dass es auch nicht-leere induktive Mengen gibt — dies wird aber
durch das nichste Axiom garantiert.

4. Unendlichkeitsaxiom.

31(0 € I Aind([))
Das Unendlichkeitsaxiom besagt, dass es eine nicht-leere induktive Menge gibt, welche die
leere Menge enthilt. Jede der oben konstruierten Mengen 0, 1, 2, 3. . . (d.h. jede natiirliche Zahl)
gehort zu jeder induktiven Menge I welche () enthilt.

5. Aussonderungsaxiom (Axiomenschema). Fiir jede Formel (z) mit der einzigen freien
Variable z, ist der folgende Satz ein Axiom:

VeIyVz(z € y (2 € 2 A p(2)))

Das Aussonderungsaxiom besagt, dass zu jeder Formel ¢(z) und jeder Menge z eine Menge y
existiert, so dass y genau diejenigen Elemente z von x enthilt, fiir die p(z) gilt. Etwas infor-
meller konnen wir das Aussonderungsaxiom (bzgl. ¢) wie folgt ausdriicken: Fiir jede Menge x
und jede Formel ¢ ist

{zex:p(2)}
eine Menge. Beachte, dass uns das Aussonderungsaxiom nur erlaubt, aus bestehenden Men-
gen gewisse Elemente auszusondern und die “Kollektion” der ausgesonderten Elemente bildet
dann eine Menge. Wir konnen aber im Allgemeinen keine Kollektionen von Mengen mit einer
bestimmten Eigenschaft bilden, bzw. solche Kollektionen sind im Allgemeinen keine Mengen.
Zum Beispiel ist fiir eine Menge = und p(z) = 2z ¢ 2, {z € x : p(2)} eine Menge, aber die
Kollektion {z : p(z)} ist keine Menge.

Mit dem Aussonderungsaxiom konnen wir nun auch Durchschnitt und Differenz von Mengen
definieren: Seien xy und x1 Mengen und sei ¢(z) := z € zg (z¢ ist ein Parameter von ¢). Dann
definieren wir das binédre Funktionssymbol N fiir Durchschnitt wie folgt:

roNxy =y <= y={z€x:9(2)}

Um Formeln besser lesbar zu machen, definieren wir:
Jr e wo(zr) = z(zecw A ¢(z))
Vo € wp(z) <= Vo(z€w— ¢(z))

Analog zum Vereinigungssymbol _J, und mit Hilfe von diesem, definieren wir mit der Formel
o(u) :=Vz € x (u € z) das unire Durchschnittssymbol [ durch

ﬂxzy:(z) yz{uéUx:gp(u)}.

Beachte, dass die Gleichheit x Ny = [({z,y} gilt. Mit ¢(z) := 2z ¢ y konnen wir das binire
Funktionssymbol \ fiir Mengendifferenz definieren durch

z\y=u:<= u={ze€x:p(2)}
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6. Potenzmengenaxiom.
VedzVy(y € z <>y C x)

Das Potenzmengenaxiom besagt, dass zu jeder Menge = eine Menge Z(z) existiert, die soge-
nannte Potenzmenge von z, deren Elemente die Teilmengen von z sind. Weil mit dem Exten-
sionalitdtsaxiom die Potenzmenge von x eindeutig ist, konnen wir formal das 1-stellige Funkti-
onssymbol & wie folgt definieren:

P(x)=z2:<—= Yylye z+< yCx)

DEFINITIONEN UND KONSTRUKTIONEN AUS DEN AXIOMEN 0 -6

Die Menge w. Als erstes definieren (bzw. konstruieren) wir mit den Axiomen 0—6 die Menge
w als die kleinste induktive Menge, welche () enthilt: Mit dem Unendlichkeitsaxiom existiert
eine induktive Menge [, welche () enthilt. Mit dem Potenzmengenaxiom bilden wir die Po-
tenzmenge %(1;) und mit dem Aussonderungsaxiom bilden wir dann zuerst die Menge aller
X € Z(I), die induktiv sind und () enthalten, und bilden dann den Durchschnitt all dieser
Mengen X. Die Menge w ist also wie folgt definiert:

wi=[{X €2(L):0e X Aind(X)}

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass der Durchschnitt induktiver Mengen, welche () enthalten,
wieder eine induktive Menge ist, welche () enthilt; und weil w in jeder solchen Menge enthalten
ist, ist w tatsichlich die kleinste induktive Menge, die () enthiilt.

Die Menge w ist auch die kleinste Menge, welche die “Menge” IN (im naiven Sinn) der
natiirlichen Zahlen 0, 1,2,... (wie wir sie oben definiert haben) enthilt, d.h. “IN C w”. Es
sei hier erwihnt, dass aus dem Gddel’schen Unvollstindigkeitssatz folgt, dass IN = w nicht
beweisbar ist — insbesondere ist die Existenz der Menge IN formal nicht beweisbar. Da wir aber
andererseits auch nicht “IN C w” zeigen konnen, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass die Mengen IN und w identisch sind — insbesondere ist die Menge IN aus den Axiomen der
Mengenlehre konstruierbar.

Cartesische Produkte. Fiir beliebige Mengen A und B definieren wir das binédre Funktionssym-
bol x durch

AxB:={(z,y):x € ANy € B}
wobei (z,y) = {{z},{z,y}} ist. Die Menge A x B heisst cartesisches Produkt von A und

B. Beachte, dass das cartesische Produkt A x B von A und B eine Teilmenge der Menge
P (P (AU B)) ist.

Funktionen. Mit Hilfe cartesischer Produkte konnen wir nun Funktionen f : A — B, welche
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuordnen, als Teilmengen von

A x B auffassen. Die Menge aller Funktionen f : A — B, welche wir mit Ap bezeichnen, ist
definiert durch

Ap .= {fCAxB:VxeAdlye B ((z,y) € f)}
wobei 3!y bedeutet, dass es genau ein y gibt, d.h. Iy (y) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir
By (e(y) AV2(p(2) = 2 =y)).

Fiir Funktionen f € AP schreiben wir iiblicherweise f: A — Bundfir (z,y) € f schreiben
wir iiblicherweise f(z) = y. Ist die Menge A ein cartesisches Produkt, zum Beispiel A =
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C1 x Cy, s0ist f : A — B eine 2-stellige Funktion. Wir konnen auch injektive, surjektive oder
bijektive Funktionen definieren, zum Beispiel:

f € ABistinjektiv < Vz,2' € AVy € B (((z,y) € F A y) € f) mx=2)

Eine Menge A heisst endlich, falls eine Bijektion f : n — A existiert fiir ein n € w.
Beachte, dass diese Definition von “endlich” nur dann mit dem richtigen Endlichkeitsbegriff
ibereinstimmt, wenn IN = w. Eine Menge A heisst abzéhlbar, falls eine Surjektion f : w — A
existiert, andernfalls heisst A iiberabziahlbar. Beachte, dass insbesondere jede endliche Menge
abzihlbar ist.

THEOREM 3.1 (Cantor). & (w) ist iiberabzahlbar.

Beweis. Sei g : w — & (w) eine Funktion. Um zu zeigen, dass & (w) iiberabzihlbar ist, geniigt
es zu zeigen, dass g nicht surjektiv ist. Das heisst wir miissen eine Menge I' € &?(w) finden,
sodass fiir alle n € w gilt g(n) # I'. Sei

I'={new:né¢gn)}.
Dannist' C w,d.h.T' € & (w), und fiir ng € w mit g(ng) = I hiitten wir
ng €l <= nyg ¢ glng) < no¢ ',

was offensichtlich ein Widerspruch ist. 4

Endliche cartesische Produkte und Relationen. Mit Hilfe von Funktionen kdnnen wir nun auch
endliche cartesische Produkte definieren: Sei A eine Mengen und n € w. Dann ist das n-fache
cartesische Produkt der Menge A definiert als die Menge aller Funktionen f : n — A, also

Ax...xA =",
—_——

n-mal

wobei anstelle von "A meist A" geschrieben wird.

Mit Hilfe endlicher cartesischer Produkte konnen wir nun auch Relationen definieren: Fiir
eine Menge A und ein n € w, ist R C A" eine n-stellige Relation auf A.

Zwei Beispiele fiir Ordnungsrelationen:

e Eine binidre Relation R auf A ist eine lineare Ordnung auf A, falls R transitiv ist und
fiir alle Elemente z, y € A Trichotomie gilt (d.h. entweder x Ry, oder x = vy, oder y Rx).

e Eine lineare Ordnung R auf A ist eine Wohlordnung auf A, falls jede nicht-leere Teil-
menge S C A ein R-minimales Element besitzt, d.h. es existiert ein xy € S, sodass fiir
alle y € S gilt =y Rx,. Beachte, dass, weil R eine lineare Ordnung ist, das R-minimale
Element z( eindeutig ist. Falls eine Wohlordnung R auf der Menge A existiert, so sagen
wir, dass A wohlordenbar ist.

Mit dem Auswahlaxiom, welches wir spiter behandeln, kann gezeigt werden, dass sich jede
Menge wohlordnen lésst.
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DIE AXIOME 7 & 8
Das niachste Axiom stammt von Abraham Fraenkel.

7. Ersetzungsaxiom (Axiomenschema). Um dieses Axiom zu formulieren, fithren wir den
Begriff der Klassenfunktion ein: Sei ¢(x,y) eine Formel mit z,y € frei(y), so dass gilt

Ve Iy o(x,y).

Dann ist das 1-stellige Funktionssymbol F', definiert durch

F(z) =y <= ¢(z,y),
eine Klassenfunktion. Das Ersetzungsaxiom besagt, dass fiir jede Klassenfunktion F' und fiir
jede Menge A, das Bild von A unter F' eine Menge ist, d.h.

FlAl:={F(z):z € A}
ist eine Menge. Etwas kiirzer ausgedriickt: Bilder von Mengen unter Funktionen sind Mengen.

Mit dem Ersetzungsaxiom konnen wir Mengen wie zum Beispiel

{P(x): 2 e Pw)}
bilden; setze A = Z(w) und F'(z) := 2 (x).

Das letzte Axiome ist zwar fiir die Mengenlehre wichtig, hat aber auf die allgemeine Mathe-
matik keinen Einfluss.

8. Fundierungsaxiom.
Ve(z#0—Jylyexn(ynaz=10))).

Das Fundierungsaxiom besagt, das jede Menge wohlfundiert ist, d.h. jede nicht-leere Menge =
besitzt ein Element y € x, sodass kein Element von y ein Element von z ist.

Mit dem Fundierungsaxiom erhalten wir, dass es keine unendlich absteigenden Sequenzen
der Form

o DT DTop D -

gibt, denn sonst wiirde die Menge {x¢, =1, x9, . . .} dem Fundierungsaxiom widersprechen. Ins-
besondere gibt es keine Menge « fiir die x € x gilt, und es gibt auch keine Zyklen wie zum
Beispiel xp € z1 € - -+ € x,, € 2.

Das Axiomensystem, bestehend aus den Axiomen 0—6 von Zermelo, dem Ersetzungsaxiom
von Fraenkel, sowie dem Fundierungsaxiom, bildet die Axiome der Zermelo—Fraenkel’schen
Mengenlehre und wird mit ZF bezeichnet.



4. KONSTRUKTION DER REELLEN ZAHLEN

Im Vorwort zu seiner Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind:
“Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stammen aus dem
Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am eidgendssischen Polytechni-
kum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die Elemente der Differentialrechnung vortragen
zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals friiher den Mangel einer wirklich wissen-
schaftlichen Begriindung der Arithmetik. [. . .| Fiir mich war damals dies Gefiihl der Unbefrie-
digung ein so iiberwiltigendes, dass ich den festen EntschluB faBte, so lange nachzudenken, bis
ich eine rein arithmetische und vollig strenge Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalana-
lysis gefunden haben wiirde. [. . .| Dies gelang mir am 24. November 1858.”

In diesem Kapitel werden wir (in der Mengenlehre) aus den rationalen Zahlen ein Modell
der reellen Zahlen konstruieren, und zwar so, wie es auch Dedekind gemacht hat, namlich mit
Dedekind’schen Schnitten.

DIE AXIOME DER REELLEN ZAHLEN

Die Signatur des Axiomensystems R der reellen Zahlen ist 4z = {0,1,+, -, <}, wobei
0 und 1 Konstantensymbole sind, 4+ und - bindre Funktionssymbole sind und < ein bindres
Relationssymbol ist.

Die erste Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Korperaxiomen KT:

Ro: VaVyVz(z + (y+2) = (x4 y) + 2) (+ ist assoziativ)

Ri: VaVy(z +y =y +x) (+ ist kommutativ)

Ro: V(0 + 2 = 1) (0 ist link-neutral bzgl. +)

Rs: Vz3dy(y +x = 0) (links-Inverse bzgl. +)

Ry VaVyVz(z - (y-2) = (x-y) - 2) (- ist assoziativ)

Rs: VaVy(z-y=1y-x) (- ist kommutativ)

Re: Va(l -z =2x) (1 ist link-neutral bzgl. -)

Ry Vedy(z #0 s y-xz=1) (links-Inverse bzgl. - fiir x # 0)

Re: VaVyVz(z - (y+2) = (z-y)+ (z-2)) (- ist links-distributiv iiber +)
Rg: 0 7£ 1

Die zweite Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Axiomen fiir dichte lineare Ord-
nungen DLO:

Rio: Va—(z < x) (< ist nicht reflexiv)

Ru: VaVyVz((z <yAy<z) —wx<z) (<ist transitiv)

Riz: VaVy (x <yVrz=yVy< x) (< definiert eine lineare Ordnung)
Rist VaVy3z(z <y — (x <2Az<y)) (< definiert eine dichte Ordnung)

Ris: Vaodydz (y <zAzx< z) (keine grossten bzw. kleinsten Elemente)
21
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Die dritte Gruppe des Axiomensystems R besteht aus zwei Axiomen, welche die Ordnungs-
struktur mit den Rechenoperationen verbindet:

Ris: VaVyVz (:c <y—z+z<y+ z) (Kompatibilitdt von < mit +)
Rie: VxVy((O <zNANO<y)—=>0<zx- y) (Kompatibilitidt von < mit -)

Um das letzte Axiom, das Vollstindigkeitsaxiom R;,, zu formulieren, miissen wir iiber Teil-
mengen von R sprechen. Insbesondere kann das Axiom R;; nur mit Hilfe der Mengenlehre — in
der wir ein Modell der reellen Zahlen konstruieren — formuliert werden.

Ri7: Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R hat ein Supremum in R.
Etwas formaler ausgedriickt, mit der Definition x < y : <= = < y V x = y, heisst das:

UX((XCRAX £BA3rve e X (2 <7)) -

ds (VxeX(xgs)/\Vt(VxEX(:USt)—%S’Et)))

DEDEKIND’SCHE SCHNITTE

Wir konstruieren die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen @), welche ihrerseits aus IN
(bzw. w) und Z konstruiert wurden. Das heisst wir gehen aus von einem Modell Q = (Q, 0, 1,
+, -, <) der rationalen Zahlen, in dem die Axiome Ry — Ry gelten. Um weniger Fallunterschei-
dungen machen zu miissen, schrinken wir uns auf die Konstruktion der positiven reellen Zahlen
ein —die Konstruktion der negativen reellen Zahlen ist analog. Dafiir definieren wir

Q" ={peQ:p>0}.
Ein Dedekind’scher Schnitt ist eine Teilmenge o C Q* mit folgenden Eigenschaften:
(D0) v # Pund o # Q™.
(D1) Fallsp € aund ¢ € Q" mit ¢ < p, so folgt ¢ € « (« ist nach unten abgeschlossen).
(D2) Fiir jedes p € « existiert ein ¢ € o mit p < q (« enthilt kein maximales Element).
Offensichtlich sind Dedekind’sche Schnitte nach oben beschrinkt: Falls o ein Dedekind’scher

Schnitt ist, so existiert wegen (DO) eine Zahl p € Q* \ . Damit ist aber p eine obere Schranke
von «, denn wire ¢ € o mit ¢ > p, so wire aufgrund von (D1) auch p € «, ein Widerspruch.

Ein Dedekind’scher Schnitt « teilt die positiven rationalen Zahlen in zwei disjunkte Stiicke:

7
0 o Q" \ «

Wir definieren nun die positiven reellen Zahlen als Menge aller Dedekind’schen Schnitte:
R" := {a C Q" : aist ein Dedekindscher Schnitt}.

Die reellen Zahlen sollen aber die rationalen Zahlen erweitern; diese lassen sich jedoch in na-
tiirlicher Weise als Dedekind’sche Schnitte darstellen: Fiir positive rationale Zahlen p € Q™
definieren wir
ap:={g€ Q" :q<p}

Dann ist oy, ein Dedekind’scher Schnitt. Um dies zu sehen, miissen wir (DO) — (D2) nachpriifen:
(DO) ist offensichtlich. Fiir (D1) sei ¢ € o, und r € Qt mit r < ¢. Da ¢ < p, folgt auchr < p
und somit r € a,. Fiir (D2) sei ¢ € a,. Somit gilt ¢ < p und fiir 7 := p—;q folgt r € QT,
g<r<pundr € q.
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Fiir positive rationale Zahlen p € Q" identifizieren wir p mit «, und erhalten so eine
Einbettung Q* — R™ (dhnlich wie wir auch eine Einbettung Z < @ haben). Es gibt nun
aber auch Dedekind’sche Schnitte, die eine “Liicke” in den rationalen Zahlen darstellen. Solche
Liicken heissen irrationale Zahlen. Zum Beispiel stellt der Dedekind’sche Schnitt

a:={pecQ:p*<2}
eine solche Liicke dar. Ublicherweise wird dies implizit mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-
legung der natiirlichen Zahlen bewiesen, was wir aber erst spéter zeigen werden. Der folgende
indirekte Beweis stammt aus Dedekinds Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen: Wir miissen
2
zeigen, dass es keine rationale Zahl § gibt mit f]’—g = 2. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an,

dass Zahlen p,q € IN existieren mit zq>_§ = 2. Es gibt also positive Zahlen p,q € IN welche die
Gleichung
P’ —2¢°=0
erfiillen, woraus ¢ < p und p < 2¢? folgt. Wir diirfen annehmen, dass ¢ die kleinste Zahl ist,
welche die Eigenschaft besitzt, dass ihr Quadrat durch Multiplikation mit 2 eine Quadratzahl
ist. Setzen wir ¢ := p — g und p := 2q — p, so folgt aus ¢ < p und g < 2,dass giltg < p < 2¢q
und 0 < ¢ < ¢. Mit der Voraussetzung p? — 2¢° = 0 erhalten wir
P =20 = 4¢" — 4dpq +p* = 2(p* — 2pg + ¢°) = —p* +2¢* = 0

und weil 0 < g < q ist, widerspricht dies der Minimalitit von gq.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich Dedekind’sche Schnitte addieren und multiplizieren
lassen. Die Antwort auf diese Frage ist sehr einfach: Man betrachtet einfach die Menge, die

dadurch entsteht, dass man alle Elemente des einen Schnittes mit allen Elementen des anderen
Schnittes addiert bzw. multipliziert.

Fiir Dedekind’sche Schnitte o, 5 € R definieren wir:
a+pi= {p+q:p€a/\q€6}

a-ﬁ:{p-q:péa/\qeﬁ}

LEMMA 4.1. Seien «, 8 Dedekind’sche Schnitte. Dann sind o + [ und « - 3 ebenfalls Dede-
kind’sche Schnitte.

Beweis. Wir zeigen nur, dass « + [ ein Dedekind’scher Schnitt ist; der Beweis, dass auch « - 3
ein Dedekind’scher Schnitt ist, ist analog.
(DO) Da o, 3 # 0, gibtes p € aund ¢ € 5. Somit folgtp+ ¢ € a + 5. Daa, B # QT, gibt
esr € QP \aunds € QT \ S.Firp € aundq € Sistp < rund g < s, also ist
p+q<r-+s,woraus folgtr + s ¢ a+ §,dh.a+ 3 # Q™.

(D1) Seir € a+ fund s € QT mits < r. Es gibt p € a,q € S mitr = p + ¢. Also gilt
s < p+qgundsomits —q < p. Ist s < p,q, so folgt aus (D1) fiir « und 3, s € o und
s € 3. Insbesondere ist dann

S S
S = 5 + 5 €Oé+6
~ =~
Sy ep

wie gewiinscht. Sei nun s £ p, ¢, und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei s > ¢.
Aus (D1) fiir c« und s < p 4 ¢ folgt s — ¢ < p, also s — ¢ € «. Somit ist

s=s—q+ q €a+p.
——

Sy ep
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(D2) Seir=p+qg € a+ P mitp € aund q € 5. Gemiss (D2) fiir « gibt es ein p’ € o mit
p<p.Somitistr =p+qg<p +qundp +q€a+p.

_|

In Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind: “Ebenso wie die Addition
lassen sich auch die iibrigen Operationen der sogenannten Elementar-Arithmetik definieren,
ndmlich die Bildung der Differenzen, Produkte, Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen,
und man gelangt auf diese Weise zu wirklichen Beweisen von Sétzen (wie z. B. V2.3 =16),
welche meines Wissens bisher nie bewiesen sind.”

Als Beispiel fiir die Multiplikation zweier Dedekind’scher Schnitte beweisen wir nun die

Gleichung v2 - v/3 = v6,dh. fira = {pc Q" : p*> < 2}und B = {qg € Q" : ¢* < 3} ist
a-B={reQt:r* <6}

Beachte zuerst, dass fiir rationale Zahlen € aund ¥ € 3 stets j—j . Z—i < 6 gilt. Sei nun r E Q"

2 < 6. Wir miissen rationale Zahlen 2 € aund 7 € S finden, sodass P2 < s Sei

t2 v2
n € N, sodass 6 — r2 > %, und sei m € N, sodass m > 22n. Dann ist

227@
> 22 > m _— 22m—20 __ 10m+412m—20

m m m?2 m?2

mit r

und es gilt

(2-4) (3—3) =6 Wmtlzm=20 - g _ L ;2
Sei k € IN so, dass gilt (k“) > 2 (%) dann gilt

9 _ K <

2 =

S () -

und weil & < 2 (denn § > 2), erhalten wir

9 k2 o amp1 m(“ﬁ) oy

m m

Analog sei [ € N so, dass gilt (%) >3 > (%)2, dann gilt wieder 3 — % < 241 ynd weil
I < 2m (denn 4 > 3), erhalten wir

3_ W < 4m+1 _ m(“%) <

5
m?2 m’

Schliesslich seip::Q—Aundq:?)—— Dann ist
O<p< <2 und O<q< 5 < 3.

Insbesondere ist % € ovund 4 -~ € (3, und mit obiger Ungleichung gilt
P<6-Lapg<l B g

womit £ und L die gesuchten Zahlen sind.

Wir konnen analog die Konstruktion auch auf die negativen Zahlen ausweiten. Damit lésst
sich leicht zeigen, dass die so konstruierten reellen Zahlen wie gewiinscht die Korperaxiome
erfiillen. Etwas formaler ausgedriickt haben wir das Modell Q = (Q, 0, 1, +, - ) der rationalen
Zahlen zu einem Modell (R, 0, 1, 4+, - ) erweitert. Was noch fehlt, ist die Ordnungsstruktur der
reellen Zahlen und wir miissen auch zeigen, dass das Axiom Ry erfiillt ist.

Fiir Dedekind’sche Schnitte o und 5 definieren wir:
a< <= aCp.

Weil Q | DLO folgt aus der Definition der Dedekind’schen Schnitte leicht, dass < eine
(strikte) lineare Ordnungsrelation ist, und weil Q |= DLO + Rys + Ryg gilt, folgt (wieder aus
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der Definition der Dedekind’schen Schnitte), dass die Axiome DLO + Ris + Rig auch in R =
(R, 0,1,+, -, <) erfiillt sind. Es bleibt also nur noch R = R;7 zu zeigen. Mit anderen Worten,
wir miissen zeigen, dass in R jede nach oben beschrinkte Menge ein Supremum besitzt:

THEOREM 4.2. Die reellen Zahlen R sind vollstindig, d.h. jede nicht-leere nach oben be-
schrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Beweis. Wir beschrinken uns auch hier der Einfachheit halber auf die positiven reellen Zahlen.
Sei X # () eine nach oben beschriinkte Teilmenge von R*, d.h. die Elemente o € X sind
Dedekind’sche Schnitte der Form oo € Q. Wir setzen

B = Uaz{pé@*:ﬂaéX(pEa)}.

acX
Wir zeigen zuerst, dass [ ein Dedekind’scher Schnitt ist.

(DO) Offensichtlich gilt 3 # 0, da X # (). Wir zeigen noch, dass 3 # Q*. Da X nach oben
beschriinkt ist, gibt es eine rationale Zahl ¢ € Q™ mit p < ¢ fiir alle p € 3. Somit ist

g E€QT\B.
(D1) Seip € Bund ¢ € Q" mit ¢ < p. Dann gibt es ein & € X mit p € a, und da a (D1)
erfiillt, folgt ¢ € o C S.

(D2) Sei p € . Dann gibt es ein & € X mit p € a. Da « kein maximales Element besitzt,
gibtesein g € amitp < q. Daa C j3, folgt q € .

Somit ist also 8 € RT. Danun o C 3 (d.h. o < ) fiir alle o € X, ist 3 eine obere Schranke
von X. Es bleibt noch zu zeigen, dass (3 die kleinste obere Schranke von X ist. Sei v € Rt
beliebig mit v < /5. Dann gibt es ein p € 3\ 7, und nach Definition von /3 existiert ein @ € X
mit p € . Daraus folgt v < o, und weil o € X, kann y keine obere Schranke von X sein. Also
ist £ die kleinste obere Schranke von X. 4

Es stellt sich die Frage, ob es auch andere Modelle der reellen Zahlen gibt, oder ob zumin-
dest alle Modelle der reellen Zahlen isomorph zueinander sind. Obwohl dies manchmal sogar
“bewiesen” wird, ist die Aussage nicht ganz richtig. Genau genommen haben wir nimlich das
Modell R in einem Modell von ZF konstruiert, d.h. die Menge R der reellen Zahlen ist nicht
“absolut” sondern hiangt vom zugrunde gelegten Modell von ZF ab, in dem R konstruiert wurde.
Insbesondere hingt die Grosse der Menge R davon ab, wie gross die Menge & (w) im zugrunde
gelegten Modell von ZF ist, was aber von ZF unabhingig ist, d.h. von ZF nicht entschieden wird.

INTERVALLSCHACHTELUNGEN

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Grundlagen
der Analysis. Zum Beispiel lassen sich damit der Satz von Bolzano-Weierstral oder der Zwi-
schenwertsatz beweisen.

Eine wichtige Folgerung aus der Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist der folgende Satz, fiir
den wir zuerst den Begriff der Intervallschachtelung definieren: Eine Intervallschachtelung ist
eine Folge (I,,),en von nicht-leeren abgeschlossenen Intervallen [, = [z, y,] mit der Eigen-
schaft

Ihyo2L, 2L O...

und lim (y,, — z,,) = 0.
n—oo
THEOREM 4.3. Sei ((1,,)nen eine Intervallschachtelung mit I,, = [z, y,|. Dann gibt es genau

eine reelle Zahl x mitz € () I,,.
nelN
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Beweis. Aufgrund der Vollstindigkeit von R gibt es Zahlen x,y € R mit
r=sup{r, € R:ne N} und y=inf{y, € R:n e N}
Somit gilt
Lo S S X< ST SYS S Y Sy S Yo
und somitz,y € () _n In- Es bleibt zu zeigen, dass © = y. Wire x < y, sowire e := y—z > 0.

nelN 1
Nach Annahme gibt es aber ein n € IN, sodass y,, — z,, < eund damity —z <y, — z, < ¢,

was aber ein Widerspruch ist zur Definition von z und y. 4

Es sei erwihnt, dass sich mit Hilfe von Theorem 4.3 die reellen Zahlen auch als Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen konstruieren lassen.



5. DAS AUSWAHLAXIOM

1904 (und dann nochmals 1907) hat Ernst Zermelo bewiesen, dass sich jede Menge wohl-
ordnen lasst. (Zur Erinnerung: Eine Wohlordnung auf einer Menge A ist eine lineare Ordnung <
bei der jede nicht-leere Menge S C A beziiglich < ein minimales Element hat.) Fiir die Beweise
benutzte Zermelo beide Male ein nicht-konstruktives Prinzip, das sogenannte Auswahlaxiom.

9. Auswahlaxiom.
W(@ ¢ F 3f<f e 7UF Avz e F(f(z) € x)))

Das Auswahlaxiom besagt, das es fiir jede Familie .# von nicht-leeren Mengen eine Funktion
f gibt, die aus jeder Menge = € % ein Element f(x) auswihlt. Etwas informeller heisst dies,
dass jede Familie nicht-leerer Mengen eine Auswahlfunktion besitzt, oder noch etwas Kkiirzer,
cartesische Produkte nicht-leerer Mengen sind nicht leer.

Die Axiome ZF zusammen mit dem Auswahlaxiom AC (fiir Axiom of Choice) ist das Axio-
mensystem der Mengenlehre und wird mit ZFC bezeichnet.

AQUIVALENTE FORMULIERUNGEN DES AUSWAHLAXIOMS

In der Mathematik wird anstelle des Auswahlaxioms meist eine dquivalente Formulierung be-
nutzt, wie zum Beispiel das Kuratowski-Zorn Lemma — manchmal auch bloss Lemma von Zorn
genannt, obwohl Kuratowski dieses Lemma mehr als 10 Jahre vor Zorn bewiesen und publi-
ziert hat.

Bevor wir nun zwei zum Auswahlaxiom &dquivalente Auswahlprinzipien formulieren (und
deren Aquivalenz zu AC beweisen), beweisen wir, ohne das Auswahlaxiom zu benutzen, ein
Lemma. Dafiir miissen wir aber zuerst die Begriff Partialordnung, Kette und obere Schranke
einfithren. Eine Menge P zusammen mit einer binédre Relation < ist eine Partialordnung, falls
die Relation < reflexiv (x < z), anti-symmetrisch (aus x+ < y und y < x folgt x = y), und
transitiv (aus x < y und y < z folgt x < 2) ist. Eine Teilmenge K C P einer Partialordnung
(P, <) ist eine Kette, falls K durch < linear geordnet wird. Ist A C P eine Teilmenge der
Partialordnung (P, <), so ist ¢ € P eine obere Schranke von A, falls x < ¢ fiir alle x € A.

LEMMA 5.1. Sei (P, <) eine nicht-leere Partialordnung. Falls eine Funktion g : &#(P) — P
existiert die jeder Kette K C P eine obere Schranke g(K') zuordnet, und falls eine Funktion
f + P — P existiert, sodass fiir alle x € P gilt x < f(x), so existiert ein py € P mit

po = f(po).

Beweis. Da jede wohlgeordnete Teilmenge von P eine Kette ist, geniigt es das Lemma zu be-
weisen unter der Voraussetzung, dass jede wohlgeordnete Menge W C P eine obere Schranke
g(W) hat.

Ist W C P eine durch “<” wohlgeordnete Menge und ist z € W, dann sei

Wm::{yEW:y<x}.

Eine Teilmenge A einer wohlgeordneten Menge W heisst Anfangsabschnitt von W, falls A
mit jedem Element x auch alle y aus W enthilt fiir die gilt y < x. Fiir jedes x € W ist
W, ein Anfangsabschnitt von W, und auch die ganze Menge W ist ein Anfangsabschnitt von
W. Ist A ein Anfangsabschnitt von W, so schreiben wir A < W. Es gilt sogar, dass jeder
Anfangsabschnitt der wohlgeordneten Menge W entweder IV selber ist, oder von der Form W,
(fir ein x € W) ist. Wenn namlich ein Anfangsabschnitt A # W ist und wenn x, € W das

<-minimale Element ist welches nicht in A ist, soist A = W,.
27
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Eine wohlgeordnete Menge K C P ist eine fg-Kette, falls fiir alle z € K gilt

x = f(g(Kz)) .

Zum Beispiel ist, weil ) C P eine wohlgeordnete Menge ist, { f(g(())} eine fg-Kette. Insbe-
sondere haben alle f-Ketten dasselbe <-minimale Element f(g(())). Weiter ist jeder Anfangs-
abschnitt einer fg-Kette wieder eine fg-Kette.

Seien K und L zwei fg-Ketten. Wir zeigen:

KAL=L<K

Die Anfangsabschnitte von K sind die Abschnitte K, (fiiry € K) und K selbst. Da K durch die
Relation “<”” wohlgeordnet wird, werden die Anfangsabschnitte /', durch “C” wohlgeordnet,
denn es gilt:

K, CK, < =<y
Ist K nicht Anfangsabschnitt von L, so existiert ein C-minimaler Anfangsabschnitt A < K,
sodass A £ L.

Hitte A kein <-maximales Element, so existiert zu jedem z € A einy € A mit x < y und
wir hitten A = (J, 4 A,. Weil nun A £ L und A C-minimal ist mit dieser Eigenschaft, ist fiir
alley € A, A, < L und somit ist auch A = UyeA A, < L, im Widerspruch zur Wahl von A.

Somit hat A ein <-maximales Element yp € Aund A = A, U {yo}, wobei A, < L. Wire
nun L # A, so gibe es ein <-minimales Element z € L das nicht zu A, gehort fiir das gilt

Ayo =L,
und weil K und L zwei fg-Ketten sind und K, = A,,, erhalten wir:

Yo = f(9(Ky,)) = f(9(L.) = =

Das heisst, yp = zund aus A = A, U {yo} = L, U{z} < L folgt A < L, entgegen der Vor-
aussetzung. Es bleibt also nur die Moglichkeit L = A, = K, d. h. L ist ein Anfangsabschnitt
von K.

Von zwei fg-Ketten ist also immer eine ein Anfangsabschnitt der anderen. Ist nun

U:=|J{K C P: Kisteine fg-Kette}

die Vereinigung aller fg-Ketten, dann ist U ebenfalls eine fg-Kette die in keiner fg-Kette echt
enthalten ist. Sei ¢ := g(U) eine obere Schranke von U. Dann ist ¢ € U, denn sonst wire, weil
f(q) > q, U inder fg-Kette U U {f(q)} echt enthalten. Daraus folgt, dass auch py := f(q) in
U ist. Wire nun g # py, so folgt aus der Definition von f und aus f(q) = po, dass gilt ¢ < po.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zu py € U und g obere Schranke von U. Somit ist ¢ = po,

woraus f(pg) = po folgt. -

Die folgende Aussage ist wohl das bekannteste zu AC dquivalente Auswahlprinzip:

Kuratowski-Zorn Lemma KZL. Ist (P, <) eine nicht-leere Partialordnung, sodass jede Kette
K C P eine obere Schranke hat, so hat P ein maximales Element.

Fiir das nidchste Auswahlprinzip das zu AC dquivalent ist, brauchen wir den Begriff endlichen
Charakter: Eine Familie .# von Mengen hat endlichen Charakter, falls fiir jede Menge © € .%
gilt, z ist in .% genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von x in .Z ist.

Teichmiiller-Prinzip TP. Ist .% eine nicht-leere Familie von Mengen mit endlichem Charakter,
so hat .% ein beziiglich C maximales Element.
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THEOREM 5.2. Die folgenden Auswahlprinzipien sind dquivalent.
(a) Auswahlaxiom AC
(b) Kuratowski-Zorn Lemma KZL
(c) Teichmiiller-Prinzip TP
Beweis. AC = KZL: Sei (P, <) eine nicht-leere Partialordnung, sodass jede Kette eine obe-

re Schranke hat. Mit AC wihlen wir fiir jede Kette X' C P eine obere Schranke S(K’) und
definieren fiir ein ¢y € P die Funktion g : &(P) — P durch

S(X) falls X C P eine Kette ist,
g(X) = { 0
qo sonst.

Weiter definieren wir fiir jedes * € P die Menge

M. {z} falls = ein maximales Element von P ist,
U l{yeP:y>a)} sonst

Dann ist {M, : © € P} eine Familie von nicht-leeren Mengen und mit AC konnen wir eine
Funktion f : P — P definieren sodass fiir alle x € P gilt:

f(z) € M,

Weil f(z) > x (fir alle z € P) und nach Voraussetzung jede Kette ' C P eine obere Schranke
g(K) hat, existiert mit Lemma 5.1 ein py € P mit f(py) = po, d.h. P hat ein maximales
Element.

KZL = TP: Sei .% eine nicht-leere Familie von Mengen mit endlichem Charakter. Dann
ist (%, C) eine nicht-leere Partialordnung. Fiir jede Kette K C .7 sei Ux = |J K. Weil &
endlichen Charakter hat, gehort, fiir Ketten K, jede endliche Teilmenge von Uy zu %, und
damit gehort auch Uy zu .% und ist eine obere Schranke der Kette /K. Somit hat jede Kette in
Z eine obere Schranke, und mit KZL hat somit .# ein beziiglich C maximales Element.

TP = AC: Sei .# eine Familie von nicht-leeren Mengen. Wir miissen eine Auswahlfunktion
fiir % finden. Dazu bilden wir die Menge

& = { fe &4 U ¢ . f ist eine Auswahlfunktion fiir eine Teilfamilie ¢ C .% }

Eine Funktion f : ¢ — (J¥ ist eine Auswahlfunktion fiir ¢ genau dann, wenn jede endliche
Teilfunktion von f (d.h. f|s fiir endliche Teilmengen ¥’ C ¥), eine Auswahlfunktion ist. Die
Familie & hat somit endlichen Charakter und mit TP hat & ein maximales Element f,. Weil f,
maximal ist, muss gelten dom( fy) = .# und somit ist f; eine Auswahlfunktion fiir .. 4



6. KONSTRUKTION VON NICHTSTANDARD-MODELLEN

FILTER UND ULTRAFILTER

Sei S eine beliebige nicht-leere Menge. Eine Menge .# C Z(.5) heisst Filter tiber S, falls .
die folgenden Eigenschaften hat:

e ScZund ¢ .7
e (xeFNYyeF)— (zNy) e F
e (xeFVyeF)— (xUy) e F
Insbesondere gilt, dass z € .% und x C y impliziert, dass auch y € .#. Ein Filter iiber S ist
somit eine Mengen von nicht-leeren Teilmengen von S welche abgeschlossen ist unter Ober-
mengen und endlichen Durchschnitten. Zum Beispiel ist { S’} ein Filter iiber S.
Ein interessanteres Beispiel eines Filters iiber einer unendlichen Menge S ist der Filter

F = {:c CS:8\ zist endlich},

welcher der sogenannte Fréchet-Filter ist. Eine Menge %7 C Z2(S) ist ein Ultrafilter iiber
S, falls 7%/ ein Filter tiber S ist und fiir jede Menge x € Z(5) gilt: entweder x € % oder
(S'\ x) € . In anderen Worten ist % ein Ultrafilter, falls % in keinem Filter echt enthalten
ist. Zum Beispiel ist fiir jedes a € S, die Menge

%a::{xQS:aEx}

ein Ultrafilter iiber S. Solche Ultrafilter heissen triviale Ultrafilter. Insbesondere ist jeder Ultra-
filter iiber einer endlichen Menge trivial.

Es stellt sich die Frage, ob nicht-triviale Ultrafilter existieren, zum Beispiel Ultrafilter wel-
che den Fréchet-Filter enthalten. Allgemein stellt sich die Frage, ob sich jeder Filter zu einem
Ultrafilter erweitern ldsst. Diese Frage wird vom Ultrafilter-Theorem beantwortet, welches mit
dem Auswahlaxiom bewiesen werden kann—in ZF aber nicht beweisbar ist.

Ultrafilter-Theorem UFT. Ist % C Z2(S) ein Filter iiber S, dann lésst sich .% zu einem Ultra-
filter erweitern.

ULTRAPRODUKTE UND ULTRAPOTENZEN

Sei .Z eine beliebige Signatur, sei [ eine nicht-leere Menge, und fiir jedes ¢ € I sei M, eine
£-Struktur mit Bereich A,. Weiter sei A := X ,_; A, das cartesische Produkt der Mengen A, .
Die Elemente aus A identifizieren wir mit Funktionen f : I — (J,.; A,, wobei fiir jedes ¢+ € I
gilt f(¢) € A,. Schliesslich sei Z C (1) ein Ultrafilter iiber /. Beziiglich % definieren wir
die bindre Relation ~ auf A durch

fregie= {iel fl)=gW)}e.
FAKTUM 6.1. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Offensichtlich gilt
firalle f,g e A, f ~ fund f ~ g <> g ~ f.Seiennun f,g,h € Amit f ~ gund g ~ h.
Weiter sei
vi={vel: f() (1)} und y:={cel:glt)=h()}.
Dann sind z,y € % und weil % ein Fllter ist, ist auch z N y und jede Obermenge von = N y
in 7/ . Damit ist
cNyC{eel:f() (W} e,

woraus f ~ h folgt, was zu zeigen war. 4
30
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Fir f € A sei
[fl={9€A: g~ f}
und sei

A= {[f]: f € A}.

Wir konstruieren nun die .#’-Struktur M* mit dem Bereich A* wie folgt:
e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € .Z sei f. € A definiert durch

fo(t) =M firalle. € 1,

und sei

M = [f.].
e Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol F' € . sei FM' : (A*)" — A*, sodass

FM* ([fO]v"'?[fn—l]) = [f] <~ {L € I: FML(fO(L)a"'afn—l(L)) = f(L)} S %

e Fiir jedes n-stellige Relationssymbol R € £ sei RM™ C (A*)", sodass
<[f0]’ : "’[f"*1]> €M {L €l <f0(b)7---,fn—1(b)> € RML} ceU.

FAKTUM 6.2. Die Konstanten ¢™’, die Funktionen F™', und die Relationen RM" sind wohl-
definiert.

Beweis. Wir zeigen nur, dass die Funktionen F™" : (4*)" — A wohldefiniert sind, der Beweis
fiir die Wohldefiniertheit von ¢™ und RM" ist dhnlich. Sei F' € .Z ein n-stelliges Funktions-
symbol und seien (fo, ..., fn_1) und (go, - . ., g»—1) Elemente in A™ sodass fiir jedes 0 < i < n
gilt
fi ~ g; beziehungsweise [f;] = [g:] -
Weiter definieren wir f, g € A durch
F@) = F¥(fo(0),. ., far(t)) und g(e) := F™ (go(e), ..., gu1(1)) -
Mit der Definition von ~ und weil % ein Ultrafilter iiber [ ist, haben wir
{L el:folt)y=go(t) N+ A fra(t) = gn,l(L)} cEU,
und damit erhalten wir
{L €l: FML (fO(L)a R fn—l(L)) = FML (90(1’)7 cee 7gn—1(l'))} cU.

Es gilt somit {v € I : f(v) = g(1)} € %, woraus [f] = [g] folgt, d.h.

FM([fol,- - [fama]) = FM ([g0)s - lgna]) -
Damit hiingt F™" nicht von der Wahl der Reprisentanten von [f;] ab. 4

Die .Z-Struktur M™ mit Bereich A* ist das Ultraprodukt der .#-Strukturen M, (v € )
beziiglich dem Ultrafilter % iiber . Falls wir fiir alle ¢ € I dieselbe .Z’-Struktur M haben, d. h.
M, = M fiir alle ¢« € I, dann ist M™* die Ultrapotenz von M beziiglich 7.

Im néichsten Abschnitt zeigen wir, dass falls jede .Z-Struktur M, ein Modell der .#’-Theorie
T ist, auch das Ultraprodukt M* ein Modell von T ist.
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DER SATZ VON LOS

Sei wie oben .Z eine beliebige Signatur, sei / eine nicht-leere Menge, und fiir jedes ¢ € [
sei M, eine .Z-Struktur mit Bereich A,. Weiter sei %/ Ultrafilter iiber / und sei M* das Ultra-
produkt der .Z-Strukturen M, (¢ € I) beziiglich %/ . Mit dem folgenden Theorem kénnen wir
entscheiden, welche .Z-Sitze im Modell M™ wahr sind.

THEOREM 6.3 (SATZ VON L0S). Fiir jeden .£-Satz o gilt:
Mo <« {1tel:Mole%

Beweis. Mit den logischen Axiomen lésst sich zeigen, dass jeder .Z-Satz o logisch dquivalent
ist zu einem Z-Satz ¢’ welcher nur — und A als logische Operatoren und nur 3 als Quantor
enthilt. Somit geniigt es den SATZ VON LOS fiir .Z-Sitze ¢’ zu beweisen. Der Beweis ist mit
Induktion iiber der Anzahl der Symbole —, A und 3 welche im .#-Satz ¢’ vorkommen.

Nach Konstruktion von M* gilt der SATZ VON L.0OS fiir atomare .Z-Sitze o’, d. h. fiir Sitze o’
die mit den Regeln (FO) und (F1) gebildet wurden.

Sei 0’ = -0y, wobei wir annehmen, dass der SATZ VON L0S fiir o bereits bewiesen wurde.
Dann haben wir:

M* | -0y M* £ o9
{tel M, oy} ¢
IN{tel M, oy} e
{LEI:ML%UO}E%
{tel:M, oy} e

Sei nun ¢’ = o, A 09, wobei wir annehmen, dass der SATZ VON L£.0S fiir o; und o, bereits
bewiesen wurde. Dann haben wir:

M* ):0'1/\0-2 — M ):O'l UND M~ ):(72
«— {tel:M,EFo}ewuNp{iel M Eo}c¥%

[ A

=z =2
<~ xlﬂxge%
— {LE[:ML):Jl/\JQ}E%

Sei nun o’ = Jvoy (fiir eine Variable /), wobei wir annehmen, dass fiir ein [g] € A* gilt
M Y o) &= {1el: MY o)} e%.
Dann haben wir:

M* = Jvoy <= ES EXISTIERT EIN [gg] IN A* MIT M* @ = oo(v)

14
-~
=T

Weil z C {L el:M, EII/UO}, folgt {L el:M, EII/UO} € % , und wir erhalten
M Edvey, = {LG]ZML)ZHI/O'Q}G%.

<= ESEXISTIERT EIN [go] IN A*MIT {1 € 1: M, 2Y £ gy(v)} € %

J/

Um die andere Richtung zu zeigen brauchen wir AC. Falls, fiir ein ¢ € I, M, = dvoy, dann
existiert ein a, € A,, sodass M, % |= 0¢(v), andernfalls sei a, irgend ein Element von A,. Fiir



33
die Funktion
go - I — U A
L = a,
gilt {tel:M,}=Jvog} ={1el:M, QOT(L) = 00(v) }. Insbesondere haben wir

{tel M, Eoy} e % = {LEI:MLQ"T(‘)):JO(V)}E%,
woraus folgt
{LGI:ML):EII/UO}E% = M"Edvoy.
Somit gilt:
M* = Jvog <= {1el:M, | vog} €%

_|

Ist zum Beispiel / = w und fiir alle n € w, M,, = N (wobei N das Standardmodell der
Peano-Arithmetik ist), so gelten in der Ultrapotenz M* von N genau dieselben Zpa-Sitze wie im
Modell N. Insbesondere lassen sich die Modelle N und M* durch die Sitze, die in ihnen gelten,
nicht unterscheiden, obwohl das Modell N fiir nicht-triviale Ultrafilter %/ iiber w iiberabzihlbar
ist.



7. EINFUHRUNG IN DIE NICHTSTANDARD-ANALYSIS

Die Idee der Nichtstandard-Analysis ist, dass wir gleichzeitig mit zwei Modellen der reellen
Zahlen arbeiten. Ein Modell, nennen wir es das Grundmodell, iibernimmt die Rolle des Stan-
dardmodells R, und das andere Modell, eine Ultrapotenz von R beziiglich einem nicht-trivialen
Ultrafilter % iiber w, welches wir mit R* bezeichnen, ist aus der Sicht von R ein Nichtstan-
dardmodell. In R* sind dieselben Sitze wahr wie im Modell R, d. h. die beiden Modelle sind
elementar dquivalent. Wir stellen uns nun auf den Standpunkt, dass die eigentliche Analyse im
Modell R* stattfindet, aber — als Menschen die in R leben — konnen wir nur den Standardteil
der reellen Zahlen in R* “sehen”. Auch wenn wir eine recht eingeschriankte Sicht von aus R
auf die richtige Analysis haben, konnen wir aufgrund der Tatsache, dass die Modelle R und R*
elementar dquivalent sind, keinen Unterschied zwischen den beiden Modellen auf der formalen
Ebene sehen, denn jeder Satz der in einem der Modelle wahr ist, ist auch im anderen Modell
wahr. Um zum Beispiel ein Problem in R zu I6sen, konnen wir unsere Berechnungen auch in R*
durchfiihren, wobei wir in R* reelle Zahlen verwenden koénnen, die es in R nicht gibt, und am
Ende “projizieren” wir das Ergebnis einfach wieder auf R.

Wir betrachten nun die Modelle R und R* etwas genauer und legen auch die Notationen
fest: Der Bereich von R wird mit R bezeichnet, mit den natiirlichen Zahlen IN, und der Bereich
von R* wird mit R* bezeichnet, mit den natiirlichen Zahlen IN*. Die Elemente aus R* sind
Aquivalenzklassen [f] von Funktionen f : w — R. Fiir solche Aquivalenzklassen schreiben wir
auch einfach r*. Durch die Einbettung

R — R
r — [e;] wobeic, :w — {r}

erhalten wir, dass R eine Teilmenge ist von R*, und auch, dass IN eine Teilmenge ist von IN*.
Ferner sehen wir, dass die Aquivalenzklasse [d] fiir d(n) := n (fiir alle n € IN) ein Element aus
IN* ist, welches grosser ist als alle Elemente aus IN. Fiir N := [d] ist damit N € IN* \ IN. Ande-
rerseits ist die Aquivalenzklasse 6y := [d '] fiir d~*(n) := & (fiir alle n € IN) ein Element aus
R, fiir welches gilt 0 < Jy < % (fur alle n € IN). Vom Standpunkt von R aus gesehen existiert d
nicht, denn 9, wire eine unendlich kleine reelle Zahl, eine sogenannte Infinitesimalzahl (d. h.
eine reelle Zahl ungleich Null, deren Absolutwert kleiner ist als % fiir jedes n € IN). Wir sagen,
dass r*, s* € R* unendlich nahe sind, bezeichnet mit »* ~ s*, wenn r* — s* infinitesimal ist.
Man beachte, dass = eine Aquivalenzrelation auf R* definiert.

Sei R die Menge aller reellen Zahlen 7* € R*, fiir die es s, s, € R gibt mit 5; < r* < s,.
Offensichtlich ist R C R C R*.

Die folgende Proposition besagt, dass die reellen Zahlen in R genau die reellen Zahlen sind,
die auf R “projiziert” werden konnen, d.h. die unendlich nahe bei einer reellen Zahl aus R
liegen.

PROPOSITION 7.1. Fiir jedes r* € R existiert genau ein v € R, sodass 7* ~ 7.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, denn aus 1,7y, € R mit 7* =~ r; und r* =~ ry folgt
aus der Transitivitit, dass r, =~ 75, und weil 1,75 € R folgt ry — o = 0, also r; = r,.

Um die Existenz zu zeigen gehen wir wie folgt vor: Sei r* = [f] fiirein f : w — R und seien
s,t € R so, dass [¢5] < [f] < [¢]. Dann gilt

{fnew:s<fln)<tlew.
34
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Wir konstruieren nun die Sequenzen (s,,) und (¢,,) in R wie folgt: Sei s := s und ¢, := ¢. Seien
s, und t,, bereits konstruiert mit

xn::{nEw:sngf(n)gtn}E%,
Sei
Yo ={n€w:s, < f(n) < il und zpi={necw: = < f(n) <t,}.

Weil % ein Ultrafilter ist haben wir entweder y,, € % oder (w \ y,) € % . Im ersten Fall, sei
Sn+1 = Sy und b, 1 = 2232 im zweiten Fall sei 5,41 = 223 und ¢,y = t,. Beachte, dass

Yn U 2, = x, und somit x,, N (w \ ¥,) = 2,, sodass in beiden Fillen gilt
Tpyy = {n Ew:sp < f(n) < tn+1} cEU.

Die Folge (s,,) ist monoton wachsend und die Folge (t,,) ist monoton fallend, wobei fiir alle
n € WNgilt[cs, | < [f] < [e,]- Weil nach Konstruktion, lim,, (¢, —s,) = 0, ist das Supremum
r € R der Folge (s,) gleich dem Infimum der Folge (¢,,), und somit ist 7* = r. 4

Fiir 7* € R heisst die eindeutig bestimmte Zahl € R, sodass r ~ r*, der Standardteil von
r* € R, bezeichnet mit st (r*). Proposition 7.1 besagt, dass jede reelle Zahl r* € R von der
Form r* = [c,] + [fs] ist, wobei r = st (7*) und fiir f5 : w — R giltlim,,,, fs(n) = 0. Um die
Notation zu vereinfachen schreiben wir fiir 7* bloss r + ¢ anstelle von [c,| + [fs].

Sei zum Beispiel N € IN* \ IN und §y := % Dann ist der Standardteil von J, gleich 0, d. h.,
fir die Leute in R ist §y ~ 0. Weiter ist 2 4 0y ~ 2 bzw. st (2 + dy) = 2. Ferner ist 2 4 dg
in R, aber N = é ist nicht in R, weil es kein s € R gibt, sodass N < s. Die Menge R, als
eine Teilmenge von R, ist linear geordnet durch <j;. Beachte, dass <§; eingeschrinkt auf R
die lineare Ordnung auf IR ist. Die folgende Figur veranschaulicht die Ordnungsstruktur von IR.
R
Voo
| | 24 50)?
460 ———————|————————— 1 (24+60)% - 82

do 2+ 4o

d
©

0'1[\.7|
o

=
Q)
Q)

52 2462

—do 2 —do
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Das folgende Resultat zeigt unter anderem, wie man in der Nichtstandard-Analysis ohne
Limites bestimmte Integrale berechnen kann (Beweise finden sich in Ch. 4,5,6 von [Rob]").

PROPOSITION 7.2.

(a) Sei a € R, sei f eine reelle Funktion welche stetig ist an der Stelle a, und sei a* € R*
mit a* ~ a. Dann gilt:

(b) Sei a € R und sei f eine reelle Funktion. Existiert ein r € R sodass

st(f(aJr(S;_f(“)) — o fiiralle § ~ 0 mit § # 0,

so ist f differenzierbar an der Stelle a und es gilt f'(a) = r.

(c) Sei b € R, sei f eine reelle Funktion welche stetig ist im Intervall [0, b], und sei N €
IN* \ N. Dann gilt in R:

/bf(x)dx - st(

2
L

=] =
~
—
2z
SN—"
N———

i
)

EIN BEISPIEL

2w

/ln(2 —e")dx

0

Sei N € IN* \ IN. Mit Proposition 7.2.(c) gilt:

2

/ln(2 —e")dr = st (% . iln@ _ €2m‘k/N)> — gt (% . ln(ﬁ (2 _ e2m’k/N)>>

rd —

Seinun & := €>™/N Dannsind £* fir k = 0,..., N —1 grad die NV verschiedenen Nullstellen
von XV — 1. Das heisst,

XV 1= (X =€) (X =€) (X =€) (X =",

und somit ist

N1 Nl
k=0 k=0

Weiter ist

Zm(2¥ ) < Z m(2¥ - 1) < Z - (2Y),

*[Rob] Alain M. Robert: Nonstandard Analysis. Dover Publ. New York. 1988
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und mit In(2¥1) = (N — 1) - In(2) und In(2") = N - In(2) folgt:
(1-—%) 27 -In(2) < 2 -In(2"¥ — 1) < 27 - In(2)
Weil nun st (1 + +) = 1, folgt
st (2 -In(2V —1)) =27 -1n(2),

und somit ist
27

/ln(2 —e™)dr = 27-1n(2) = 7-In(4).



8. GRUNDBEGRIFFE DER GRAPHENTHEORIE

KNOTEN, KANTEN, GRADE

Ein Graph kann aufgefasst werden als eine .Z’-Struktur mit einem Bereich V/, wobei die
Signatur .Z aus einer oder mehreren bindren Relationssymbolen F bzw. Ey, ..., E} (fur k
endlich) besteht. Ein Graph G besteht also aus einer Menge 1/, den sogenannten Knoten (engl.
vertices), und einer oder mehrerer Mengen £ C V' x V bzw. Fy,...,Ey C V x V, den
sogenannten Kanten (engl. edges). Wir schreiben also G = (V, E) bzw. G = (V. Ey, ..., Ey).

xFEy bzw. (z,y) € F bedeutet, dass z und y durch eine Kante von = nach y verbunden
sind; x und y heissen dann adjazent. Ist G = (V, F) ein Graph und ist die Relation £ sym-
metrisch, d.h. Vz,y € V (zEy < yEx), so ist G ein ungerichteter Graph, andernfalls ist
G ein gerichteter Graph, auch Digraph genannt. Ist G = (V, E') ein ungerichteter Graph, so
indentifizieren wir die Kanten (z, y) und (y, z) und schreiben {z,y} € E.

Eine Kante (z,z) heisst Schlinge (engl. loop). Ein Graph G = (V, E) ist schlingenfrei,
wenn er keine Schlingen besitzt, wenn also Vo € V (—xEx) gilt. Wenn wir mehrere Relationen
Eq, ..., Ex in Z haben, so kann der Graph (V, Ey, ..., E}) auch mehrere Kanten zwischen
zwel Knoten z und y besitzen. Solche Mehrfachkanten sind verschieden, da sie zu verschiede-
nen Relationen £; gehoren. Ein Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten heisst schlicht.

Ist G = (V, E) ein endlicher Graph,d.h. V' = {v,...v,} fireinendlichesnund E C V x V,
so konnen wir den Graphen G mit einer (n x n)-Matrix A(G) = (a;;), der sogenannten
Adjazenzmatrix von G, darstellen, welche wie folgt definiert ist:

1 falls (v;,v;) € E,
Q;5 =
! 0 sonst.

Ist G = (V, Ey, ..., Ex) ein endlicher Graph mit Mehrfachkanten, so ist die Adjazenzmatrix
A(G) von G die Summe der Adjazenzmatrizen A(G,) der Graphen G; = (V, E;), d.h. A(G) =

Ef:o A(G)). Die Adjazenzmatrix A(G) eines Graphen G ist genau dann symmetrisch, wenn G
ein ungerichteter Graph ist.

Beispiel eines gerichteten Graphen und seiner Adjazenzmatrix:

1
A

010011
100010
A 011200
@ > 010000
000301
001000

Y

@

38
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Der Grad eines Knotens x € V “misst” wie viele Kanten von x ausgehen bzw. in x zusam-
menkommen.

Wir definieren Grade von Knoten zuerst fiir Digraphen: Sei G = (V, E) ein Digraph. Fiir
x € V seien

It(z)={yeV:(x,y) € E} und I' (z):={yeV:(yz)eE}.
Weiter seien
deg®(z) :== [T (z)] und deg (z):= [T (z)|.
Fiir v € V heisst deg™ () positiver Halbgrad von z und deg ™ () heisst negativer Halbgrad
von x. Manchmal wird deg™ () auch mit dy,(z) und deg™(z) auch mit d;,(x) bezeichnet.

Schliesslich sei deg(z) := deg™ (x) +deg ™ (z) der Grad von x. Beachte: Schlingen werden fiir
den Grad doppelt gezihlt.

Ist G = (V, E) ein ungerichteter Graph, so definieren wir fiir x € V:
I(z):={yeV:{z,yt €E} und deg(z):=|[(z)|+|{zx eV :{z}eE}|.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E') mit deg(x) = r fiir alle z € V heisst regulédr vom Grad r.

Ein ungerichteter Graph heisst vollstindig, falls fiir alle Knoten x # y gilt {x,y} € E. Der
vollstdandige, ungerichtete, schlichte Graph mit n Knoten wird mit K, bezeichnet. K, ist ein
regulidrer Graph vom Grad n — 1.

TEILGRAPHEN, PFEIL- UND KANTENZUGE

Seien G = (V,E) und G’ = (V' E’) Graphen mit V/ C V und £’ C E, so ist G’ ein
Teilgraph von G, geschrieben G’ C G.

Spezialfille
e Sei U C V. Der durch U erzeugte Teilgraph G/ = Gy C G ist definiert durch
V':=U und FE:={(z,y)€ E:{z,y} CU}.
e Sei F' C F. Der durch F erzeugte Teilgraph G' = G C G ist definiert durch
V= U{{x,y} CV:(z,y)€ F} und E':=F

Sei G = (V, E) ein Digraph (nicht notwendigerweise schlingenfrei) und sei H C E eine
nicht-leere, endliche Kantenteilmenge sodass fiir ein [ > 1 gilt:

|H| =1 und H = {(xo,21), (x1,22), ..., {mi_1,71) }.

Der durch H erzeugte Teilgraph Gy heisst Pfeilzug von ¢ nach x; der Linge [. Wir unter-
scheiden:

o offener Pfeilzug, falls z( # z;
e geschlossener Pfeilzug falls xg = 7,

Beachte, dass in einem Pfeilzug die Kanten paarweise verschieden sind. Falls auch die x; paar-
weise verschieden sind, so heisst Gy Bahn von oy nach x; der Linge /. Falls die x; paarweise
verschieden sind ausser x(y = z;, so ist G ein Wirbel.

Aus den Definitionen folgt, dass jeder offene Pfeilzug von a nach b eine Bahn von a nach b als
Teilgraphen enthilt, und dass jeder geschlossene Pfeilzug immer einen Wirbel als Teilgraphen
enthdlt.
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Fiir ungerichtete Graphen sind die Definitionen analog und wir sprechen im ungerichte-
ten Fall von offenen bzw. geschlossenen Kantenziigen (anstelle von Pfeilziigen), sowie von
Wegen und Kreisen (anstelle von Bahnen und Wirbeln).

Die Definition sind analog fiir Graphen mit Mehrfachkanten, wobei Mehrfachkanten wieder
als verschieden betrachtet werden.

Ein Graph (gerichtet oder ungerichtet) heisst zusammenhiingend, wenn jedes Paar von ver-
schiedenen Knoten durch einen Weg (ungerichtet) verbunden ist.

PFEILFOLGEN BESTIMMTER LANGE

Eine Folge der Linge [ von Kanten (xo, 1), (z1,z2), ..., (2,1, %) eines Graphen G =
(V, Ey, ..., Ey), in der Kanten auch mehrfach vorkommen koénnen, nennen wir eine Pfeilfolge
von x( nach x; der Linge .

Mit der Adjazenzmatrix eines Digraphen G = (V, Ey, . .., E}) konnen wir bestimmen, wie

viele verschiedene Peilfolgen einer bestimmten Lénge es zwischen zwei Knoten gibt.

PROPOSITION 8.1. Sei G = (V, Ey, ..., Ex) mitV = {vy,...,v,} ein endlicher Digraph und
sei A die Adjazenzmatrix von G. Sei A die k-te Potenz von A fiir ein k > 1. Ist A* := (ay;}),

so ist ay;.] die Anzahl der verschiedenen Pfeilfolgen von v; nach v; der Linge k.

Beweis. Mit Induktion nach k. Fiir £ = 1 folgt die Behauptung aus der Definition der Adja-
zenzmatrix. Es gilt also fir alle [, 5 € {1,...,n}:

al[y ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge 1 von v; nach v;.

Sei die Behauptung richtig fiir ein £ > 1. Dann gilt firr alle 7,/ € {1,...,n}:
ayf} ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Lange k von v; nach v;.
Somit gilt fiir jedes ¢, fiir jedes j und fiir jedes :
a%‘c] [1] ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge k£ 4 1 von v; nach v; via v,

und

kH] Z a; al ; Vst die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge k& + 1 von v; nach v;.

Obiges Beispiel mit A*: Es gibt 4 verschiedene Pfeilfolgen a, b, ¢, d der Linge 4 vom Knoten 6
zum Knoten 5.

1 7
A\ ¢
% 574 7 5 1
)
363 7 4 2
a17b17 Clvdl _ a 4 9 3 ].4 7 7
@ . > - g 2 132 3 11
N ] 16111 46
= 341 5 4 2
N4
O
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EULER’SCHE LINIEN & EULER’SCHE PFEILZUGE

PROPOSITION 8.2. Sei G = (V, Ey, ..., E) ein endlicher, ungerichteter Graph. Dann gilt:
@ IstF  |Ei| =m,dh

Z’{{x,y} CV:lx,y) GEZH —m,

soist ) . deg(x) = 2m.
(b) Esgilt: |[{x € V : deg(x) ist ungerade} | ist gerade.

Beweis. (a) Inder Summe ) _, deg(x) wird jede Kante zweimal gezihlt (auch bei Schlingen),
denn jede Kante verbindet entweder zwei verschiedene Knoten oder sie ist eine Schlinge.
(b) Dies folgt direkt aus (a). 4

Enthilt ein geschlossener Kantenzug eines Graphen G samtliche Kanten von G, so heisst der
Kantenzug Euler’sche Linie des Graphen G, und G heisst Euler’scher Graph.

PROPOSITION 8.3. Ein endlicher, ungerichteter, zusammenhingender Graph G ist genau dann
ein Euler’scher Graph, wenn jeder Knoten von GG geraden Grad besitzt.

Beweis. (=) Besitzt G eine Euler’sche Linie, so kann G in einem Zug gezeichnet werden.
Somit ist beim Durchlaufen der Kanten jeder Knoten genauso oft Endpunkt wie Anfangspunkt
einer Kante.

(<) Hat jeder Knoten geraden Grad, so hat, weil der Graph zusammenhingend ist, jeder
Knoten mindestens Grad 2.

Wir starten nun in irgend einem Knoten x(. Da jeder Knoten geraden Grad hat, konnen wir
von jedem von x verschiedenen Knoten aus weiter gehen, und da der Graph endlich ist, miissen
wir nach endlich vielen Schritten wieder zu x(y kommen. Folglich gibt es einen geschlossenen
Kantenzug beginnend in x.

Haben wir auf diesem Kantenzug alle Kanten besucht, so sind wir fertig. Andernfalls gibt
es auf dem Kantenzug ein Knoten 1, von dem unbesuchte Kanten ausgehen. Deren Anzahl ist
notwendigerweise gerade.

Wir beginnen nun im Knoten z; und gehen so lange entlang von noch nicht durchlaufenen
Kanten, bis wir wieder beim Knoten x; ankommen. Die beiden so erhaltenen Kantenziige kon-
nen wir zu einem einzigen Kantenzug zusammenfiigen, der in z, beginnt und endet.

Haben wir nun auf diesem Kantenzug alle Kanten besucht, so sind wir fertig. Andernfalls
machen wir weiter wie oben. Da nun der Graph zusammenhingend ist, wird schliesslich jede
Kante besucht und der resultierende geschlossene Kantenzug ist eine Euler’sche Linie. 4

Eine Umformulierung der obigen Proposition gibt uns den folgenden Satz von Euler.

THEOREM 8.4 (Euler). Sdmtliche Kanten eines endlichen, ungerichteten, zusammenhédngenden
Graphen GG konnen genau dann in einem geschlossenen Kantenzug durchlaufen werden, wenn
jeder Knoten von GG geraden Grad besitzt.

Enthilt ein offener Kantenzug eines Graphen G sidmtliche Kanten von G, so heisst der Kan-
tenzug offene Euler’sche Linie des Graphen G.
Wie oben konnen wir folgende Proposition beweisen:

PROPOSITION 8.5. Ein endlicher, ungerichteter, zusammenhingender Graph G besitzt genau
dann eine offene Euler’sche Linie, wenn genau zwei Knoten von GG ungeraden Grad besitzen.
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Analog zu (offene) Euler’sche Linie definieren wir (offener) Euler’scher Pfeilzug. Wie oben,
konnen wir folgende Proposition beweisen.

PROPOSITION 8.6. Ein endlicher, gerichteter, zusammenhingender Graph G = (V, Ey, . . ., Ey)
besitzt genau dann einen Euler’schen Pfeilzug, bzw. einen offenen Euler’schen Pfeilzug, wenn
firallex € V giltdeg™ (z) = deg™ (x), bzw. fiir genau zwei Knoten x,, x5 € V giltdeg™ (z1) —
deg™ (z1) = 1 und deg™ (z3) — deg™ (x5) = —1.

Beispiele:

e Der folgende Graph kann in einem Zug gezeichnet werden.

Eine Moglichkeit ist zum Beispiel:

e Dominoproblem: Die Aufgabe ist, simtliche Dominosteine eines Dominospiels, in dem
die Augenzahlen der Steine von 0 bis 16 gehen und auch Doppelsteine mit zweimal
derselben Augenzahl vorkommen, so zu einer fortlaufenden (unverzweigten) geschlos-
senen Kette aneinanderzureihen, dass die aneinander grenzenden Hélften zweier Steine
stets dieselbe Augenzahl aufweisen.

Um dieses Problem zu 16sen betrachten den Graphen G = (V, F) mit

V o= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15, 161},
E = {{a,b}:a,beV}.

G ist dann ein reguldrer Graph vom Grad 18 (der K7 mit 16 Schlingen enthilt). Da
18 gerade ist, besitzt G eine Euler’sche Linie, und weil jede Kante als ein Dominostein
aufgefasst werden kann (die Nummern der Knoten, welche durch eine Kante verbunde-
nen werden, bezeichnen die Augenzahlen auf dem zur Kante gehdrenden Dominostein),
entspricht jede Euler’sche Linie in GG einer Losung des Dominoproblems.
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e Fine zyklische 0-1-Folge der Linge [ heisst De Bruijn-Folge, wenn fiir ein £ > 1
jedes bindre Wort der Linge k genau einmal als Teilwort (zyklisch) auftritt. Aus der
Definition folgt, dass, falls eine solche Folge existiert, [ = 2* ist.

Wir zeigen nun, dass zu jedem k eine De Bruijn—Folge existiert: Fiir £ = 1 ist die
zyklische Folge 01 der Lidnge 2 eine De Bruijn—Folge. Sei nun £ > 2. Wir betrachten
den Graphen G, = (V, E) mit

Vo= {(by,. ) by € {0,1}),
E = {<(b1,...,bk_1>, <bg,...,bk>>: <bl,...,bk_1>,<bg,...,bk)GV}.

Esist |[V]| = 281 und |E| = 2*. Weiter gilt fiir alle x € V, deg™ (x) = deg™ (z) = 2,
und somit enthélt G, einen Euler’schen Pfeilzug. Jeder Euler’sche Pfeilzug von G, der
Linge 2" erzeugt in natiirlicher Weise eine De Bruijn-Folge. Ein Beispiel fiir k = 4:

Euler’scher Pfeilzug

De Bruijn—Folge

>( 001 0(.)0 0(.)0
A 8 2 1?’.1/57 0 X' 001
110 e 010
111e e 101
14 7 3 10 I l

I11e ° 011

@ 01}- -/110

6 4
001 e 0

110 J«— 011 100010
13 \< 11

12

—_—

Bemerkung: Zu jedem k > 1 existieren bis auf zyklische Vertauschung genau 92—k
De Bruijn—Folgen. Fiir £ = 1 und k£ = 2 existieren somit nur die De Bruijn—Folgen

01 bzw. 0011, und fiir £ = 3 existieren die beiden De Bruijn—Folgen 00010111 und
00011101.
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HAMILTON’SCHE GRAPHEN

Ein endlicher ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein Hamilton’scher Graph, bzw. G ist
hamiltonsch, wenn G einen Kreis —einen sogenannten Hamilton-Kreis — besitzt der alle Kno-
ten von G enthilt. Mit anderen Worten, G ist hamiltonsch genau dann, wenn es in GG einen
Kreis gibt, der alle Knoten von G enthilt. Es ist kein einfaches Kriterium bekannt, mit wel-
chem entschieden werden kann, ob ein Graph hamiltonsch ist (im Gegensatz zum Beispiel zu
Euler’schen Graphen).

Beispiele fiir hamiltonsche Graphen sind die vollstindigen Graphen K, (fiir n > 2) sowie
die Kantengraphen der fiinf platonischen Korper:

Dodekaeder Tkosaeder

Ebenfalls hamiltonsch sind die Kantengraphen der k-dimensionalen Wiirfel (fiir & > 2).
Dafiir zeigen wir zuerst den folgenden Satz iiber Gray-Codes: Eine zyklische Folge, bestehend
aus den 2F verschiedenen bindren Wortern der Linge k > 1, heisset Gray-Code, falls sich je
zwei aufeinander folgende Worter in genau einer Stelle unterscheiden.

PROPOSITION 8.7. Zu jedem k > 1 existiert ein Gray-Code.
Beweis. Mit Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist die zyklische Folge 0, 1 der einzige Gray-Code. Ist

(ay,...,aqn)
ein Gray-Code fiir k, wobei jedes a; ein bindres Wort der Linge & ist, so sind die 2" binéren
Worter
(Oal, e, 0a9k, Lage, Lagk_q, ..., 1a1)
der Linge k£ + 1 ein Gray-Code fiir k& + 1. 4

KOROLLAR 8.8. Der Kantengraph des k-dimensionalen Wiirfels (fiir k > 2) ist hamiltonsch.
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Beweis. Die bindren Worter der Linge £ konnen als Ecken eines k-dimensionalen Wiirfels
aufgefasst werden. Ein Gray-Code entspricht dann einem Hamilton-Kreis im Kantengraphen

des k-dimensionalen Wiirfels.

_|

Beispiel: Im Fall k£ = 4 gibt uns der Beweis von Proposition 8.7 den folgenden Gray-Code mit
dem entsprechenden Hamilton-Kreis im Kantengraphen des 4-dimensionalen Wiirfels.

Gray-Code

DO OO OO OO

OO OO0 HFKH MHRE HE R4 OO0 OO
OO B = == OO OO B = == OO
OR R, O O = O OR R, O O = O

T o S S S Gy S

Hamilton-Kreis

7

0110 --7/- 1110 —~ 1111

1

-

1
Pie
1 -7
1
1
1
1
1

1100 —— 1101

! -

-
1 -

1
! 1
1

-r \
! 1
! 1
' 1
! 1
1

0000 —— 1000 —— 1001
0010 ---- 1010 1011



9. DER VERALLGEMEINERTE EUKLID’SCHE ALGORITHMUS

VoM gg'T' zu KETTENBRUCHEN

Euklid gibt im zehnten Buch seiner Elemente einen Algorithmus an, um von zwei gegebenen
kommensurablen Grossen ihr grosstes gemeinsames Mass zu finden. In neuerer Terminologie
heisst das, von zwei gegebenen (positiven) Zahlen ihren grosster gemeinsamer Teiler (ggT) zu
finden, wobei vorausgesetzt ist, dass solch ein gemeinsamer Teiler existiert.

Der Algorithmus wird wie folgt beschrieben:

() Die beiden Grossen seien a( und a;, wobei ay und a; beide positiv sein sollen.
(a) Istag = ay,soista; = ggT(ap,a;) und wir sind fertig.
(b) Sonst existiert eine grosste natiirliche Zahl by, so dass gilt:

ap > bpay

bo ist also die kleinste natiirliche Zahl fiir die gilt: ag < (bp + 1) - a;.
Beachte: Im Falle ag < aq ist by = 0.

(c) Istag = boay, soist wieder a; = ggT(ag, ay).

(d) Ist ag > boai, so muss gelten ag — bpa; < aj, sonst wire ag > (by + 1) - a;, was
der Definition von by im Schritt (b) widerspricht. Weil ay > bpa; ist ag — bpa; > 0.
Definieren wir nun as := ag — bgay, SO ist ag = bga; + as und 0 < aq < ay.

() Nun gehen wir mit den Zahlen a; und a, zuriick zum Schritt (b) und finden eine grosste
natiirliche Zahl b, so dass a; > b;as.

Betrachten wir die Zahlen a(y und a; als Streckenldngen (wie dies Euklid getan hat), so ist
es nicht schwierig einzusehen, dass dieser Algorithmus die grosste Strecke liefert, welche in
beiden Strecken enthalten ist. Mit Zahlen ausgedriickt liefert der Algorithmus also den grossten
gemeinsamen Teiler der Zahlen ay und a;.

Ein Vorteil des Euklid’schen Algorithmus zur Berechnung des gg'I”’s zweier Zahlen ist, dass
wir nicht zuerst die Primfaktorzerlegung der beiden Zahlen bestimmen miissen, und wir somit
auch von relativ grossen Zahlen den gg'T' berechnen konnen.

Beispiel: Fiir ag = 986 und a; = 357 erhalten wir:

986 = 2-3574 272

357 = 1-272+85

272 = 3-8 +17
8 = 5-17+0

Damit ist ggT'(986, 357) = 17. Insbesondere erhalten wir ay = 272, a3 = 85, a4 = 17, a5 = 0,
und ferner ist b(] = 2, bl = 1, b2 = 3, b3 = 5.
46
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Von diesem Algorithmus ist es nun ein kleiner Schritt zu den sogenannten Kettenbriichen:
Ein endlicher Kettenbruch ist ein Bruch von der Form

1

bo +
by +

by +

bs +
1

1
bnfl —‘l_ E

wobei by, . . ., b, ganze Zahlen und héchstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich jeder Bruch der Form Z—‘f als endlicher Kettenbruch
schreiben lédsst, und wenn ja, wie wir den entsprechenden Kettenbruch berechnen konnen. Um
dies zu beantworten, gehen wir wie folgt vor:

Zuerst berechnen wir mit dem Euklid’schen Algorithmus den gg'T’ von a( und a;.

agp as 1
apg = by-a+as = — = b+ —= = boJra
ay ay @
a a 1
ap = bi-ay+as = i b1+—3 = bl—l—E
(05} a9 s
a a 1
ag = by-az+ay = 2 = b2+—4 = bQ"i_E
as as w
Ay,
an, = by-ap1+0 = = b,
Ap41
Es gilt also
a 1
= =g+ o = by + = bo+
aq a b 1 b
1t o 1+ 1
as b2 _'_ E
a4
und allgemein erhalten wir
a 1
== by +
aq 1
by + 1
by + 1
bs +
1
1
bnfl _'_ b_

Dieser letzte Ausdruck ist nun ein endlicher Kettenbruch, den wir der besseren Lesbarkeit
wegen mit [by, by, . . ., b,| bezeichnen.
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Da der Bruch 72 beliebig war, knnen wir also jeden Bruch (d.h. jede rationale Zahl) als
endlichen Kettenbruch schreiben. Es gilt natiirlich auch das Umgekehrte, ndmlich dass jeder
endliche Kettenbruch einer rationalen Zahl entspricht, denn jeder endliche Kettenbruch kann in
einen normalen Bruch umgewandelt werden.

Zum Beipiel haben wir $22 = [2,1, 3, 5], denn:
1
986 _
wr — 2t 1
]_ -
+ 1
34 =

5
Verwandeln wir den Kettenbruch [2, 1, 3, 5] in einen normalen Bruch, so erhalten wir nicht

986 58 : . ‘¢ 58 _ 5817 __ 986 L
sondern 37, also einen gekiirzten Bruch (es gilt 37 = 37+ = 3=2). Aus Proposition 9.1 und

357° 21°
Lemma 9.2 wird folgen, dass dies immer der Fall ist, denn verwandeln wir einen Kettenbruch

in einen normalen Bruch, so ist dieser Bruch immer gekiirzt.

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn die Grossen (bzw. reellen Zahlen) ay und a,
keinen gemeinsamen Teiler haben. Dafiir setzen wir zum Beispiel ay = V2unda; = 1:

2 =1+ (V2-1)
1 VO RS B
V-1 1+ = 2 + (\/5—1)
1 W2+l
V-1 1+ = 2 + (\/5_1)

Der Euklid’sche Algorithmus angewandt auf ay = v/2 und a; = 1 bricht nie ab und liefert
uns somit unendlich viele positive natiirliche Zahlen b,,. Das heif3t, dass der Kettenbruch von
Z—(l’ = /2 unendlich ist. In unserem Fall erhalten wir den Kettenbruch

1,2,2,2,2,..] =[1,2].

Ein unendlicher Kettenbruch ist ein nicht abbrechender Bruch von der Form

by + !
ot
by + —
wobei by, b1, by . . . ganze Zahlen und hochstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Ist £ € R eine beliebige, positive, irrationale Zahl, so konnen wir £ immer als unendlichen
Kettenbruch schreiben. Dazu definieren wir fiir positive reelle Zahlen o,

|la] ;== max{n € N:n < a}.

Dann gilt:
& = b + 1 mit by := |£] und 7y == & — by, wobei 0 < 1y < 1bzw. L > 1
== b 4+ mit by := [ | und 7 := ;- — by, wobei 0 < 7, < 1bzw. == > 1
i = b + 7 mit by := L%J und r3 := % — by, wobei 0 < 73 < 1 bzw. % > 1

und wir erhalten den Kettenbruch [bg, by, bo, . . .].
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Es stellt sich nun die Frage, wie der Kettenbruch [by, by, bs, . ..] mit £ zusammenhingt. Ein
natiirlicher Ansatz ist, den unendlichen Kettenbruch jeweils nach endlich vielen Schritten ab-
zubrechen und die entsprechenden rationalen Zahlen zu berechnen. Wie wir zeigen werden,
nihern sich diese rationalen Zahlen der irrationalen Zahl ¢ an, deshalb werden sie Ndherungs-
briiche genannt. Zum Beispiel erhalten wir fiir den unendlichen Kettenbruch [1, 2] die folgen-
den Niherungsbriiche 5=

P 1 P 3 P 7 Py 17 P 41

QT QT2 Q5 Q1 g
Néherungsbriiche sind immer gekiirzte Briiche welche, wie wir sehen werden, relativ schnell
konvergieren. Wir kénnen also zum Beispiel /2 beliebig genau berechnen. Was uns noch fehlt,
ist ein einfacher Algorithmus, welcher uns erlaubt, die Nidherungsbriiche ohne grossen Aufwand
zu berechnen; dies liefert die folgende rekursive Formel:

P,Q 2207 P,l = 1, Pn I:bnpn,1+Pn,2
Q—Q =1, Q—l =0, Qn = ann—l + Qn—Q

Graphisch dargestellt erhalten wir fiir den Kettenbruch [1,2] folgendes Schema:

n -2 -1 0 1 2 3 4
b, 1 2 2 2 2
P, 0 1 1 3 7 17 | 41
Q.| 1 0 1 2 5 12 | 29

Jede Zahl der dritten Zeile entsteht, indem man die dariiberstehende mit der vorausgehenden
Zahl der dritten Zeile multipliziert und die nichstvorausgehende addiert; analog fiir die vierte
Zeile.

Diesen Algorithmus zur Berechnung von Niherungsbriichen nennen wir verallgemeinerter
Euklid’scher Algorithmus, abgekiirzt vEA. Wir zeigen nun, dass der vEA korrekt ist, bzw.
dass die Briiche % tatsdchlich Ndherungsbriiche sind.

PROPOSITION 9.1. Sei [bo, by, .. .| ein unendlicher Kettenbruch. Dann gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen n:
b,
[b07---7bn] - @

wobei die Zahlen P, und (), mit dem vEA berechnet werden.

Beweis. Den Beweis fithren wir mit Induktion nach n.
n = 0: Bs gilt Py = by und Qo = 1, also ist £ = by = [by.

Annahme: [b, ..., b,] = % fireinn € IN.
Wir miissen nun zeigen, dass aus der Annahme folgt: [bg, ..., b,, bpy1] = g’;—:ll. So, wie die
Kettenbriiche aufgebaut sind, gilt:
1
[b07---7bn7bn+l] - [b07---7bn + b—]
n+1
Setzen wir b/, := b,, + ﬁ, so erhalten wir
1 /
[bo,...,bn,bbnﬁ— ]:[b(],...,bn,l, n]

anrl
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Wenn wir nun mit dem Algorithmus den Nédherungsbruch g—fl von [by, ..., bl] berechnen, so
erhalten wir P, = b/ P, 1 + P,_o, also

1 brt16p P P,_ b1 P
PT,z:(bn+—>Pn—1+Pn—2: - = Lt Lt + 27

anrl anrl

und entsprechend
bn—i—lann—l + Qn—l + bn—l—lQn—Q
anrl .

Q=

Somit haben wir:

[bo oo by /] — ﬁ — bn+1ann—1 + P, +bn+1Pn—2
) ) »Un Q/n anrlannfl -+ anl + anrlanZ

Da nun
1
[607 ceey bn—h ;1] = [b07 ceey bn—la bn + —] = [607 ) bn—17 bn7 bn—i—l]
anrl
miissen wir nur noch zeigen, dass die Gleichung g;fl = SZ—:: gilt. Dazu schreiben wir P, ; und

(Qn+1 etwas um: Mit dem Algorithmus erhalten wir P,y = b,1 P, + P,_1, und wenn wir P,
durch b,, P, + P,_o ersetzen, erhalten wir

PnJrl = anrl(annfl + Pn72) + Pnfl = bn+1ann71 + Pnfl + bn+1Pnf2 5

und entsprechend
QnJrl = bn+1ann71 + anl + anrlanQ .

P_l _ bn+1ann71+Pn71+bn+1Pn72 _ Pn+1

Somit ist O T b O O b1 O — Ot und der Algorithmus ist korrekt. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Proposition 9.1 erhalten wir, dass wenn [by, . . ., b,] der endliche
Kettenbruch von ¢ € @ ist, immer % = 2 gilt.

Das folgende Lemma ist wichtig, um multiplikativ Inverse in speziellen Ringen, sogenannten
euklidischen Ringen, zu berechnen.

LEMMA 9.2. Sind % (fiir n € IN) die zum Kettenbruch [by, by, b, . . .| gehorenden Niherungs-
briiche, so gilt fiir allen > —1:

Pnanl - Pnlen = (_1)n—1
Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir Induktion iiber n.
Firn=—-1ist P, =Q,_1 =1und P,_; = @, = 0, also

Pnanl - Pnlen = (_1)1171-
Gilt P,Q, 1 — P, 1Q,, = (—=1)" ! fiireinn > —1, so ist

Pn—i—lQn - PnQn—i—l = (bn+1Pn + Pn—l)@n - Pn(bn—l—lQn + Qn—l) —
Pn—lQn - PnQn—l = _(_1)n—1 = (_1)n7

womit die Behauptung bewiesen ist. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Lemma 9.2 erhalten wir, dass die Ndherungsbriiche % immer

gekiirzt sind. Denn wire ggT(P,,Q,) = d > 1, so hitten wir d | (¢P, — p@,) (fir alle
p,q € Z), und somit |¢P, — pQ,| # 1.
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EINDEUTIGKEIT DER PRIMFAKTORZERLEGUNG

Als Anwendung des vEA zeigen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen n > 2. Dazu beweisen wir zuerst folgendes Hilfsresultat:

LEMMA 9.3. Seien a,b, c € N positive Zahlen mit a | bc und ggT(a,b) = 1. Dann gilt a | c.

Beweis. Sei [b, . .., b,] der Kettenbruch von {.Istn = 0, soistb = lund a | c.Istn > 1,so/ist,
weil ggT(a,b) = 1, P, = aund Q,, = b, und mit Lemma 9.2 gilta-Q,,_1 —b- P,_; = (—1)".
Somit existieren k, [ € Z mit |k| = Q,_1 und |[| = P,_; sodass gilt ak + bl = 1. Weil a | bc
existiert ein s € IN mit as = bc. Nun ist
c=c-1=c-(ak+bl)=ack+bcl =ack+asl=a-(ck+sl)=a-t
=it

und wir erhalten a | c. 4

Eine Zahl p € N, p > 1, ist eine Primzahl, wenn aus n | p folgt n = 1 oder n = p. Mit
Induktion iiber m € IN ldsst sich einfach zeigen, dass sich jede Zahl m € IN mit m > 1 als

Produkt von Primzahlen schreiben lédsst. Der folgende Satz besagt, dass dieses Produkt (bis auf
die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig ist.

THEOREM 9.4. Fiir positive Zahlen n,m € N seien
CL:sz und b= qu

€En jeEM
wobei die p; und q; Primzahlen sind. Ist a = b, so ist n = m und es existiert eine Bijektion
T in — mmit p; = g fiiralle i € n.
Beweis. Beweis mit Induktion nach n: Ist n = 1, so ist a = py und b = ¢o und aus a = b folgt
Po = qo- Sei n > 1 und sei der Satz bewiesen fiir n — 1. Fir n > 1 gilt pg | @ und aus a = b
folgt somit pg | b also

pol q- H dj+1-

jeEm—1
Gilt py | qo, so erhalten wir, weil py und ¢y prim sind, py = gy und wir kénnen die Induktions-
voraussetzung anwenden auf
H Piv1 = H dj+1-

i€n—1 jeEM—1
Gilt pg 1 o, so erhalten wir mit Lemma 9.3

po | Q1'H q5-

jeEM\2

Gilt po | ¢1, so ist py = ¢1, andernfalls wenden wir wieder Lemma 9.3 an. So fortgefahren,
finden wir schliesslich ein j, € m fiir das gilt py = ¢;, und wir konnen die Induktionsvoraus-

setzung anwenden auf
H Pit1 = H qj-
ien—1 jem\{jo}

Als Folgerung aus Theorem 9.4 erhalten wir nun leicht

KOROLLAR 9.5. Jede natiirliche Zahl n > 2 lasst sich, bis auf Vertauschung der Faktoren,
eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.



10. MODULORECHNEN

In diesem Kapitel sind Ringe immer kommutative Ringe mit 1. Erinnerung: Ein kommutati-
ver Ring mit 1 ist ein Modell der Ringaxiome RT, — RTg, also eine Zrr-Struktur mit Bereich R,
wobei Zrr = {0, 1,+, - }. Wie tiblich identifizieren wir einen Ring (R, 0, 1, +, - ) mit seinem
Bereich R, oder wir schreiben (R, +, - ) um auch die bindren Operationen hervorzuheben.

IDEALE

Sei (R,0,1,+, -) ein kommutativer Ring. Eine Menge I C R ist ein Ideal in R, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Io) I #10
(I)) Ya,bel(a+bel)
(Iy) Ve € RNa €l (x-a€l)

Damit 1 € R auch —1 € R ist, folgt aus (I3), dass mit jedem a € [ auch (—1)-a = —ain [
ist. Mit (Ip) und (Iy) ist das Ideal also eine additive Untergruppe von R, d. h. eine Untergruppe
der abelschen Gruppe (R,0,+). Ist 1 € I, soist I = R (also ein Ring), ist aber 1 ¢ I und
I # {0}, soist I kein Unterring von R (nicht-triviale Unterringe von R miissen die 1 enthalten).
Beachte, dass {0} ein Ring mit 1 ist—in {0} gilt 0 = 1.

Jeder Ring R besitzt die beiden trivialen Ideale R und {0}; das Ideal {0} heisst Nullideal.
Wie wir spiter sehen werden, sind Korper dadurch charakterisiert, dass sie nur die trivialen
Ideale enthalten.

Beispiele: (a) Fir m € Z sei

mZ ={x-m:x € Z}.
Dann ist mZ ein Ideal im Ring (Z,0,1,+, - ). Denn mit xm € mZ ist auch y - (xm) =
(yz) -m € I, und mit xm, ym € [ istauch zm + ym = (x +y)m € I.

(b) Sei Z[X] der Ring der Polynome mit Koeffizienten in Z (siche Aufgabe 11), und sei
f € Z[X], zum Beispiel f =1 — X? + 7X?3. Dann ist

(f):={g-f:9€z[X]}

ein Ideal in Z[X]: Nach Definition sind (Iy) und (Iy) erfiillt, und weil Z C Z[X], ist mit (I,)
auch (I,) erfiillt.

Fiir Beispiel (a) gilt auch eine Art Umkehrung.

PROPOSITION 10.1. Ist I C Z ein Ideal, dann existiert ein m € 7., sodass gilt:
I =mZ7Z

Beweis. Ist I das Nullideal, so ist I = 07 und wir sind fertig. Ist I # {0}, so enthélt [ mit (I,)
positive Zahlen. Sei

m:=min{n € N\ {0} :n e I}.

Wir zeigen I = mZ. Fir einen Widerspruch nehmen wir an, dass ein a € [ existiert mit
a ¢ mZ. Wir diirfen annehmen, dass ¢ > 0, denn mit ¢ € [ ist immer auch —a € I. Nach
Definition von m ist m < a. Sei d := ggT(a,m). Dannist 1 < d < m, weil a ¢ mZ. Mit
dem vEA finden wir k,[ € Z mit ka + Im = d. Aus (Iy) folgt, dass sowohl ka wie auch Im in
I sind, und mit (I;) ist somit auch ka + Im, also d < m in I, was aber der Definition von m

widerspricht. .
52
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FAKTORRINGE

Sei R ein kommutativer Ring und sei / C R ein Ideal, zum Beispiel R = Z und I = mZ. fiir
ein m € Z. Fir ¢ € R definieren wir die sogenannte Restklasse von = durch

T=z+I1={r+a:a€l}.
Weiter definieren wir auf R die binire Relation “~” durch:
r~Yy << T =1Y

13 29

Weil “=" eine Aquivalenzrelation ist, ist auch “~” eine Aquivalenzrelation. Gilt x ~ 3, so
sagen wir “x ist kongruent y modulo /”’ und schreiben

x =y (mod I).

Sei R/I := {Z : © € R} (gesprochen “R modulo I”’) die Menge der Aquivalenzklassen. Auf
R/I definieren wir die beiden biniren Operationen & und ® auf Reprisentanten von Aquiva-
lenzklassen wie folgt:

ThRYy =x+y und TRY =Ty

Das folgenden Lemma zeigt, dass die Operationen ¢ und & wohldefiniert (d. h. unabhéngig von
der Wahl der Reprisentanten) sind.

LEMMA 10.2. Seien x¢, x1, Yo, y1 € R, sodass gilt o = &, und yjy = ¥;. Dann gilt:
ToDYo =71 Dy und  Top ® Yo = T1 Q4
Beweis. Beachte, dass fiir alle x,y € R gilt:
rel=(x+1)=1 und r+Il=y+1] <= xz—yel

@ ist wohldefiniert: Seien nun g, x1, Yo, y1 € R, sodass gilt o = z; und 3y = ¥;. Es gilt
nun:

zo+yo=(xo+y)+I=(xo+1)+(yo+1) =

(2o + (@1 —@0) + 1)) + (wo + (1 — o) + 1)) =

el el
(i + D+ +D)= (1 +y)+ =21 1

Somit ist xo + Yo = X1 -+ Y1, d. h. xTo D go =21 D gl-

® ist wohldefiniert: Weil nach Voraussetzung zo = x; und 4y = ¥, gilt xro — 1 € [ und
Yo — y1 € I. Somit haben wir
zo- (Yo —y1) = ToYo — Toy1 € [

= (T —x c [’
Y1 - (I’O - l’l) = —x1y1 + Toyr € I} ( 0Yo 1y1)

woraus folgt zoyo + I = x1yy + I, d.h. Tg - yg = 71 - y1. Somitist g ® 4o = T1 X Y. 4

Mit Lemma 10.2 konnen wir die Ringstruktur vom Ring R auf R/ iibertragen und erhalten,
dass (R/1,0,1,®,®) ein kommutativer Ring ist (den Beweis lassen wir weg). Der Ring R/]
ist ein sogenannter Faktorring.
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DIE RINGE Z,,

In diesem Abschnitt betrachten wir den Faktorring Z/I, wobei I C 7 ein Ideal ist, d.h.
I = mZ firr ein m € Z. Die Elemente von Z/I bezeichnen wir wieder mit z, g, ..., aber
anstelle von “®” und “®” schreiben wir “+” bzw. “-”, wobei wir den Multiplikationspunkt
wie liblich auch manchmal weglassen. Da Ideale / C Z immer von der Form I = mZ sind fiir
ein m € Z, schreiben wir Z,,, anstelle von Z/mZ.

Fiir m > 1 ist somit Z,, ein Ring mit den m Elementen 0, ..., m — 1, insbesondere ist
Z, = 7.)7 der Nullring {0}. Weiter ist die Struktur (Z,,, 0, +) eine Gruppe welche durch 1
erzeugt wird, d. h. jedes Element a € Z,, ist von der Form a = 1 + ... + 1. Andererseits ist
fir m > 2, (Z, \ {0}, 1, - ) im Allgemeinen keine Gruppe (z. B. hat 6 in Z5 kein multiplikativ
Inverses). Mit der folgenden Proposition lassen sich die Elemente von Z,,, bestimmen, welche
ein multiplikativ Inverses haben.

PROPOSITION 10.3. Sei m > 2 und sei a € Z,,. Dann existiert genau dann ein b € Z,, mit
a-b=1, wenn ggT(a,m) = 1.

Beweis. Sei d := ggT(a, m). Existiert ein b € Z,, mita - b = 1, so erhalten wir ab = ml + 1
firein/ € Z. Ausd | aund d | m folgt dann d | (ab — ml), d.h.d | 1. Somit muss d = 1 sein.

Ist nun ggT'(a, m) = 1, so finden wir mit dem vEA Zahlen b,! € Z mit ab + ml = 1. Das
heisst ab =1 (mod m), woraus folgt ab = a - b = 1. 4

Wenn wir nur die Elemente aus Z,, \ {0} betrachten, welche ein multiplikativ Inverses
haben, so bilden diese Elemente beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die sogenannte
Einheitengruppe des Rings Z,,, welche wir mit Z bezeichnen. Um zu sehen, dass Z;, ei-
ne multiplikative Gruppe ist, geniigt es zu zeigen, dass mit @, b € 77, auch ab in Z*, ist. Das
folgt aber direkt aus den Eigenschaften des gg'T, denn wenn ggT'(a, m) = 1und ggT(b,m) = 1,
dann ist auch ggT(ab, m) = 1. Die Ordnung der Gruppe Z, wird mit p(m) bezeichnet, also
©(m) := |Z,| und ¢ heisst Euler’sche ¢-Funktion. Es gilt der folgende Satz (den wir nicht
beweisen):

EULER’SCHER SATZ. Fiir m > 2 und ggT(a,m) = 1 gilt:
a?™ =1 (mod m) bzw. m|a?™ —1

Als Spezialfall des Euler’schen Satzes erhalten wir fiir Primzahlen m den folgenden Satz
(beachte, dass fiir Primzahlen m gilt po(m) = m — 1):

KLEINER SATZ VON FERMAT. Fiir p prim und ggT(a,p) = 1 gilt:
a? =1 (mod p) bzw. p|a’ —a

Beweis. Sei p prim und ggT(a, p) = 1. Wir betrachten die Punkte eines regelmissigen p-Ecks,
welche wir mit a verschiedenen Farben farben. Es existieren a” verschiedene Farbungen, wo-
bei es neben den a einfarbigen Firbungen a” — a Firbungen gibt, welche mindestens zwei
Farben haben. Da p prim ist, kann keine Firbung, die mindestens zwei Farben hat, durch ei-
ne Drehung um k:%” mit k& € {1,...,p — 1} in sich tibergefiihrt werden. Zwei Firbungen, die

mindestens zwei Farben haben, seien dquivalent, wenn sie durch eine Drehung um k%“ fiir ein

k € {0,...,p — 1} ineinander iibergefiihrt werden konnen. Dann hat jede Aquivalenzklasse
genau p Element und somit lisst sich a”? — a durch p teilen. 4
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DIE KORPER IF),

Fiir m > 2 ist der Ring (Z,,,0,1,+, -) genau dann ein Korper, wenn jedes Element aus
Z.,, \ {0} ein multiplikativ Inverses besitzt. Mit Proposition 10.3 ist dies genau dann der Fall,
wenn fiir jedes a € Z,, \ {0} gilt ggT(a, m) = 1. Das ist genau dann erfiillt, wenn m eine
Primzahl ist: Denn ist m eine Primzahlund 1 < a < m, soist ggT(a, m) = 1. Ist andererseits m
keine Primzahl, so existiert ein 1 < a < m mit a | m. Das heissta € Z,, \ {0}, ggT(a,m) > 1
und a hat kein multiplikativ Inverses.

Der Ring Z,, ist also genau dann ein Korper (engl. field), wenn m eine Primzahl ist. Die
Korper Z,, fiir p prim werden mit I, bezeichnet.

Etwas allgemeiner erhalten wir fiir Ringe R, dass R/ genau dann ein Korper ist, wenn das
Ideal I maximal ist, wobei ein Ideal I ein maximales Ideal ist, wenn / # R und [ in keinem
echten Ideal J C IR echt enthalten ist.

PROPOSITION 10.4. Sei R ein Ring und sei I # R ein Ideal von R. Dann ist R/I genau dann
ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Beweis. (<=): Wir zeigen diese Richtung mit Kontraposition. Sei / C R ein Ideal und sei R/ﬁ[
kein Korper. Dann existiert ein ag € R\ I (d.h. ag # 0), sodass fiir alle x € R giltag - & # 1.

Sei Jozz{x~ao+y~b:x,y€R/\b€[}.

Dann ist Jo C R ein Ideal mit ay € Jyund 1 ¢ Jy. Um 1 ¢ Jy zu sehen, beachte, dass aus
z-ap+y-b=1mithb € I (d.h.y-b=0),Z -Gy = 1 folgt, im Widerspruch zu unserer Annahme.
Es gilt somit

- -
. . . GO¢I 1¢J()
und 7 ist nicht maximal.

(=): Sei R/I ein Korper und sei I C J C R. Weiter sei ag € J \ I. Weil R/ ein Korper
ist, existiert ein  mit @y - © = 1. Das heisst, ag -z = 1 + b fiirein b € I. Weil ay € J, ist mit
(I)auch ag - x € J,und weil I C J,istb € J. Somit ist mit (I;) auchag -z —b=1 € J. Weil
1 € J, haben wir J = R, und somit ist / ein maximales Ideal. 4

Als Folgerung erhalten wir:

KOROLLAR 10.5. Ein Ideal mZ. C 7. ist genau dann maximal, wenn m eine Primzahl ist.



11. FORMALE POTENZREIHEN

Eine Reihe ist eine Summe mit unendlich vielen Summanden. Zum Beispiel ist die Summe
aller natiirlichen Zahlen
O0+14+2+3+...
eine Reihe. Eine endliche Summe lisst sich immer auch als Reihe schreiben, indem wir einfach
unendlich viele Nullen addieren. Zum Beispiel ist 3 + 4 eine Summe, aber

3+444+04+0+0+...
ist eine Reihe. Eine formale Potenzreihe (oder einfach Potenzreihe) ist eine Reihe der Form
ap?’ + a2t Fast + . a4 ...

wobei die Koeffizienten ag, aq, ..., a,,... (fir n € IN) Elemente aus einem Korper K sind
(z. .B. aus R) und 2 (oder z, oder s, etc.) irgend eine Unbestimmte ist, wobei eine Unbestimmte
weder ein Korperelement noch eine Variable ist. Zum Beispiel sind (12° +22' +322+...) und
(02° — 121 4+ 022 — 123 + 02* — 12° + .. .) Potenzreihen.

Ublicherweise schreiben wir bloss a anstelle von a(z°, und anstelle von a;z' schreiben
wir bloss a;z. Wenn a,, = 0 (fiir irgend n € IN), so schreiben wir a,z" nicht. Die obigen
Potenzreihen konnen also wie folgt geschrieben werden:

o (129 + 221 +322+..)=(1+22+322+...)
0 (020 =120 +022-128 402" 122 +.. ) =(—2—-22 =2 —..)

Wie oben erwéhnt, darf anstelle von z auch irgend eine andere Unbestimmte geschrieben
werden, wie zum Beispiel x oder .

1

Formal kann die n-te Potenz der Unbestimmten z, also 2", aufgefasst werden als ein Vektor
mit abzdhlbar unendlich vielen Koordinaten, wobei nur an der n-ten Stelle eine 1 und sonst
iiberall 0-en stehen:

[0,0,0,...,0,0,%,0,0,0,0,...]
n-te Stelle

Der Ausdruck a,, 2" entspricht dann dem Vektor
0,0,0,...,0,0, a,,0,0,0,0,.. ]
T

n-te Stelle

und die Potenzreihe )\ a,2" entspricht dem Vektor

[ag, ar,as, ..., a,,...].

Formale Potenzreihen konnen also als Vektoren in einem w-dimensionalen Vektorraum iiber
dem Korper K aufgefasst werden, wobei die Potenzen 2°, 2!, ..., 2", ... der Unbestimmten z

die Rolle der Basisvektoren eg, e1, . .., €,, ... iibernehmen.
Ist fiir eine natiirliche Zahl ny € IN und fiir alle n > ny, a,, = 0, so entspricht die Potenzreihe

(ap + ar1z +agz® +...)

einem Polynom. Das heisst, Polynome sind Potenzreihen bei denen nur endlich viele Koeffizi-
enten von Null verschieden sind.

Jede Potenzreihe ZnelN a,z" definiert eine Funktion A : IN — K dadurch, dass wir fiir
alle n € NN festsetzen A(n) := a,. Umgekehrt definiert jede Funktion A : N — K eine
Potenzreihe ) |\ a,2" dadurch, dass wir festsetzen a,, := A(n). Diese Beziehung zwischen
Funktionen A : N — K (bzw. abzilbaren Folgen in K') und Potenzreihen kann benutzt werden,

um sogenannte generierende Funktionen von Zahlenfolgen (fiir ' = R) zu berechnen.
56
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Die wohl einfachste (echte) Potenzreihe ist die geometrische Reihe:
geo(z) = (1+z+22+22+244+..) :Zz"
nelN

Wenn wir in der Potenzreihe geo(z) die Unbestimmte 2 ersetzen durch —z oder 22, so erhalten
wir wieder eine Potenzreihe, welche wir mit geo(—z) bzw. geo(z?) bezeichnen. Es gilt:

geo(—z) = ((=2)°+ (=2) '+ (=2 +..)=1—z+22=23+..) =3, n(=1)"2"
geo(z2) = ((H)°+ )+ ()2 +..)=1+22+2+20+..) = > mel 2%n

RECHNEN MIT FORMALEN POTENZREIHEN

Formale Potenzreihen konnen addiert und multipliziert werden, jede Potenzreihe hat ein ad-
ditiv Inverses und manche Potenzreiehn haben sogar ein multiplikativ Inverses: Im Folgenden
seien

(ap+ a1z +agz? +azz® +...) und (b + b1z + by + bgz? .. )
zwel beliebige Potenzreihen.
Die Addition und Subtraktion (bzw. Addition mit dem additiv Inversen) dieser beiden Potenz-
reihen geschieht komponentenweise:
(ag+arz+asz® +a32® +...)E (bg+biz+by2® +b32 +..) = (co+crz+caz? +c32® +..)
mit ¢,, = a,, = b,,.
Die Multiplikation folgt direkt aus dem Distributivgesetz und ist eine Art “Faltung’:
(ap+ar1z+agz® +asz® +...) - (bg+biz+byz? +b32° +...) = (co+c12+c22® + 32’ +..)
mit Cp = a,obn + albn_l + ...+ an_lbl + anbo.

Damit eine Potenzreihe (by + b1z + by2% + b3z + . . .) ein multiplikativ Inverses (b + bz +
boz? + b3z +...) 7! besitzt, muss by # 0 sein. Sei (co+ 12 + 222 + ¢32° + . . .) die Potenzreihe
(bo + b1z + boz? + b32® +...)~1. Dann gilt

(bo+ b1z +byz® +b32® +..) (cotcrzt+c®+es®+..)=1

und mit der Regel fiir die Multiplikation lassen sich dann die Koeffizienten c¢,, durch sogenann-
ten Koeffizientenvergleich Schrit fiir Schritt berechnen: Es ist 1 = bycy, also ¢y = by~ ! (beachte,
dass by # 0). Weiter ist 0 = bycy + byco und mit co = by~ List ¢; = by~ (—b1by ™), etc.
Fiir die Potenzreihe (ag+aiz +agz® +az2®+...) - (b + b1z + be2® +b32% +...) 7! schreiben
wir auch
(ag + a1z + azz* + azz® +...)
(bo + blz + b222 + b323 + .. ) '

Als Anwendung der Multiplikation von Potenzreihen berechnen wir nun drei Produkte geo-
metrischer Potenzreihen. Es gilt:

geo(z) -geo(—z) = 1+ 22+ +254 ... = Z 22" = geo(2?)
nelN
geo(z) - geo(z) = geo(z)? = 1+22+322+42°+... = Z(n +1)2"
nelN

geo(z)? -geo(—2) = 1+2+222 4222 +322 4325 +425 + ..
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Als letztes Beispiel berechnen wir (1 — z) - geo(z). Es ist leicht zu sehen, dass gilt
(1—2) - geo(z) = 1,

woraus folgt:
1

1—=z

geo(z) = (1 —2)"" bzw. geo(z) =
Damit erhalten wir zum Beispiel
1 1
Cl—z 142z 1-—z
was wir oben bereits ausgerechnet haben.

geo(z) - geo(—2) 5= geo(2?),

UNENDLICHE PRODUKTE FORMALER POTENZREIHEN

Sei Pr die Menge aller Potenzreihen (iiber einem Koper /') in der Unbestimmten z. Eine un-
endliche Familie . = { fiePr:le ]N} von Potenzreihen heisst multiplizierbar, falls

Hfl e Pr.

leN

Die Aussage [[,.y /i € Pr bedeutet, dass die endlichen Produkte [],., f; € Pr fir L — oo
gegen eine Potenzreihe f € Pr konvergieren. Um dies formaler auszudriicken, definieren wir
fiir jedes m € IN die Menge Pr,,, wie folgt.

Prm::{zm-f:fEPr}

Beachte, dass Pr,, ein Ideal ist im Ring (Pr, Ox, 1k, +, - ). Insbesondere ist Pr; ein maximales
Ideal und es gilt Pr / Pr; & K.

Dass die endlichen Produkte [[,., fi € Pr fiir L — oo gegen eine Potenzreihe f € Pr
konvergieren, definieren wir nun wie folgt: Es gibt eine Potenzreihe f = >~ a,2", sodass
fiir jedes m € IN ein I/ € N existiert, sodass fiir alle L > L’ gilt:

(H fi— Z an2n> € Prjn

leL n=0

Wir betrachten folgendes Beispiel: Sei f; = EnelN a;»2" und nehmen wir an, dass ;o = 1
fiir alle I € IN. Weiter nehmen wir an, dass die endlichen Produkte Hle pfrePrfirl — oo
gegen die Potenzreihe f = > _. a,2" konvergieren. Fiir den Koeffizienten aq gilt somit

ag = Ham =1.

leN

nelN

Nun betrachten wir den Koeffizienten a,, fiir ein n > 1. Aus der Definition der Multiplikation

von Potenzreihen folgt
an=2_ [
EESn leIN

wobei S, die Menge aller Funktionen € : IN — n+-1 bezeichnet mit ) ,_ £(I) = n. Eine sicher
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von a,, ist, dass nur endlich viele Produkte [ ], e QLe(l)
von 0 verschieden sind. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es nur endlich viele [ € IN gibt,
sodass a;, # O firein1 < k <n.
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Um zu beweisen, dass spezielle Familien von Potenzreihen multiplizierbar sind, fithren wir
noch folgenden Begriff ein: Ist g € Pr\{0} und gilt fiir ein m € N, g € Pr,, \ Pr,,11, so sagen
wir, dass die Potenzreihe g den Minimalgrad m besitzt, d. h. g ist von der Form ) ° 2"
mit a,, # 0. Der Minimalgrad von ¢g € Pr wird mit deg,_; (g) bezeichnet.

PROPOSITION 11.1. Sei # = {f; € Pr: | € N} eine Familie von Potenzreihen mit folgenden
Eigenschaften: Fiir alle | € N ist f; = 1+ g, fiir ein g; mit deg,;,(¢g;) > 0, und fiir alle m € IN
ist die Menge

{l € N :deg,,(g1) < m}
endlich. Dann ist .% eine mulitiplizierbare Familie.
Beweis. Weil deg,;,(gi) > Oistag =[], 1 = 1. Der Beweis ist nun mit Induktion iiber m.

Wir nehmen an, wir hitten die Koeffizienten ay, . .., a,, (fiir ein m > 0) der Potenzreihe f,
gegen welche [ ], f; konvergiert, bereits bestimmt. Das heisst, es gibt ein L' € IN, sodass fiir

alle L > L' gilt:
(H Ji— Z an2n> € Prpp

leL n=0
Aus der Voraussetzung folgt, dass es fiir m + 1 nur endlich viele Potenzreihen ¢; gibt mit
deg,in(91) < m—+ 1. Sei ZZ:OI a,2" das Produkt der entsprechenden Potenzreihen f; = 1+ g
und sei L' € NN so, dass jedes [ mit deg,;,(¢;) < m + 1 in L' ist. Dann gilt a,, = a,, fiir alle
0 < n < m. Weiter gilt, dass jedes endliche Produkt von Potenzreihen f; mit !’ ¢ L' in Pr,, o
ist. Somit gilt fiir alle L > L/,

m
H fi — (Z 2"+ Qg ZmH) € Prpyo
n=0

leL

wobei fiir 0 < n < m gilt a,, = a,,. Setzen wWir a,, 1 := Gy, 1, so ist fir alle L > L'

m+1
(H fi— Z CLnZn) € Pry40

leL n=0

wie gewiinscht. 4

FORMALES ABLEITEN VON FORMALEN POTENZREIHEN

Ist f =3 cnan2" € Pr, soist die formale Ableitung D(f) von f definiert durch

D(f) = Zn a2l

PROPOSITION 11.2. Sind f, g € Pr, so gelten die folgenden Regeln:
D(f+g)=D(f)+D(g) und D(f-g)=D(f)-g+f D(g)

Beweis. Die Regel D(f + g) = D(f) + D(g) folgt unmittelbar aus der Definition von D.

Um die Regel D(f - g) = D(f) - g + f - D(g) zu verifizieren, seien f = > _\a,2" und
9= pen bn?". Dann giltfiir f-g =" 2", Cpy1 = Gobny1 +a1by +. ..+ anby 4 any1bo,
und fiir D(f - g) = >, i Cn2" erhalten wir

6” = (TL + ]-) (a'Obn—H + aflbn +...+ anbl + an+1bo).
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Ist D(f)-g =73 en@nz"und f - D(g) =, o €n2", S0 ist

dn = albn + QCLan_l + ... 4+ nanbl + (TL + l)an+1bo,
en = nab, + (n—1ab,1 + ... + aby + (n+1agbyis,
und es gilt d,, + e, = ¢,. 4

Ist f € Prmitdeg,; (f) =0, so ist die logarithmische Ableitung D, ( f) definiert durch

D10g<f) = @

PROPOSITION 11.3. Ist # = {f; € Pr: | € N} eine multiplizierbare Familie mit den Eigen-
schaften f, = 1+ g, fiir g € Pry und |{l € N : deg,;,(91) < m}} endlich fiir alle [, m € N,

so ist
Dlog(Hfl) :Z fll

leN nelN

Beweis. Nach Definition von D bzw. D)., und mit den Elgenschaften von .Z gilt

HIGIN fir1+ fo- (HlelN fl+1)
Diog = -
| gﬁ 1
D(fo) n fo- D(f1) - Tlew frez + fo - fr- D(ITen firz) _
fO Hle]N fl
D( fo) n D(f1) N for fi-D(fo) - [Lew fies + fo - f1- fo - D(ITiew fiss) _
fO fl HlelN fl o
und wir erhalten schliesslich
D(f1)
D1°ggfl - RS ‘HGZIN i

Aus fi = 1+ g und deg,, g, > 1 fiiralle [ € N, folgt f;~! = % € Pr. Weiter folgt aus
fi = 1+ g, dass gilt D(f;) = D(g;), und mit deg, .. (D(g;)) = deg,;,(9:) — 1, erhalten wir
schliesslich D)

degmin(gl) 1= degmin( fll >
Weil nun die Menge {l € N : degp,(91) < m} endlich ist fiir jedes m € IN, folgt, dass die

Summe ) f U eine formale Potenzreihe ist. 4




12. ENDLICHE KORPER VON PRIMZAHLPOTENZORDNUNG

IRREDUZIBLE POLYNOME IN I, [ X]

Im Folgenden sei IF,,[ X] der Ring der Polynome iiber dem Korper I, (p prim), d. h. IF,[ X ] ist
die Menge der Polynome mit Koeffizienten in I¥, mit der iiblichen Addition und Multiplikation
von Polynomen.

Fiir ein Polynom f = a9 + a1 X + ... 4+ a, X" € F,[X] ist der Grad von f definiert als
deg(f) := max{k € N : a5, # 0} falls solch eine Zahl existiert, sonst sei deg(f) := —oo (d. h.
deg(0) = —o0), wobei wir definieren —oo0 + —00 = —00 + n = —oo fiir alle n € IN.

FAKTUM 12.1. Sind f,g € F,[X], soist deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Ist f = 0 oder g = 0, so ist —oo = deg(f - g) = deg(f) + deg(g). Andernfalls seien
f=a+uX+...+a,X"undg =0by+ 0 X+ ... +0,X" mita, # 0 # b, Weil I,
ein Korper ist, gilt a,,b, # 0und aus f - g = agbg + (aghy + a1bg) X + ... + @, b, X™ ™ folgt
deg(f - g) = deg(f) + deg(g). 4

Ein Polynom f € F,[X] mit deg(f) > 0 heisst irreduzibel iiber I,,, wenn aus g - h = f
fir g, h € F,[X] folgt deg(g) = 0 oder deg(h) = 0, sonst heisst f reduzibel. Wie fiir die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (Korollar 9.5) ldsst sich zeigen, dass sich jedes Polynom
f € F,[X] mit f # 0 bis auf Vertauschung der Faktoren und bis auf Faktoren aus IF,, eindeutig
als Produkt irreduzibler Polynome schreiben lésst.

Fir f € I, [X] sei

(f) ={g-f:geF,[X]}
das von f erzeugte Ideal in IF,[X]. Dann ist mit Lemma 10.2 I, [ X|/(f) ein Ring.

PROPOSITION 12.2. Sei f € F,[X]| mit deg(f) > 1. Dann ist F,[X]/(f) genau dann ein
Korper wenn ( f) irreduzibel iiber I, ist.

Beweis. (<) Sei f € F,[X] irreduzibel mit deg(f) > 1. Fiir jedes g € F,[X] \ (f) finden wir
mit dem vEA Polynome hy, hy, d € F,[X], sodass gilt hy f + hog = d, wobei d | fund d | g.
Weil f irreduzibel ist, gilt entweder d = f oder d € I, (also deg(d) = 0). Im ersten Fall gilt
f | g und somit ist g € (f), was unserer Annahme widerspricht. Im zweiten Fall ist

hif +hag = heg = 1 (mod f)
(weil IF, ein Korper ist). Daraus folgt, dass hy im Ring F,[X]/(f) ein multiplikativ Inverses
von g # 0 ist, und weil g beliebig war, ist ', [ X]/(f) ein Korper.

(=) Mit Kontraposition, d. h. wir nehmen an, dass (f) reduzibel ist. Mit Proposition 10.4
geniigt es zu zeigen, dass (f) kein maximales Ideal ist. Ist f reduzibel, so existieren Polynome
g,h € Fy[X] mit g - h = f und deg(g),deg(h) > 0, d.h. weder g noch h ist in I,,. Aus
Faktum 12.1 folgt deg(f) = deg(g) + deg(h). Weil deg(h) > 0, ist deg(g) < deg(f), und

mit g | f folgt (f) C (g). Weiter erhalten wir mit deg(g) > 0, dass (g) € F,[X]. Also gilt
(f) € (9) € Fp[X] und (f) ist kein maximales Ideal. 4

KOROLLAR 12.3. Ist f € F,[X]| mit deg(f) = n > 1 irreduzibel, so ist ',[X|/(f) ein Kérper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Proposition 12.2 ist I, [ X']/(f) ein Korper und weil

Fy[X]/(f) = {g € Fp[X] : deg(g) < n}

und |IF,)| = p, hat der Korper IF,[X]/(f) die Ordnung p". 4
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EXISTENZ VON KORPERN DER ORDNUNG p"

Ein Polynom der Form f = ap + a1 X + ... 4+ a, X" € F,[X]| mit a,, = 1 heisst normiert.
Ist f =by+ 01X +...4+b,X" € F,[X] mit b, # 0 ein irreduzibles Polynom, so ist auch
2—2 + Z—iX +...+ Z—ZX " ein irreduzibles Polynom. Um die Existenz von Korpern der Ordnung
p" zu beweisen, geniigt es also, die Existenz von normierten, irreduziblen Polynomen vom Grad
n zu zeigen.

THEOREM 12.4. Zu jeder positiven Zahl n € IN und zu jeder Primzahl p existiert ein Korper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Korollar 12.3 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes n > 1 und jede Primzahl p
mindestens ein normiertes, irreduzibles Polynom f € IF,[X| vom Grad n existiert.

Sei p prim beliebig, aber fest gewihlt. Sei weiter /,, die Menge aller normierten, irreduziblen
Polynome in IF,[X] vom Grad n, d. h.

In = {flmv SR frmn}

mit f; , normiert, irreduzibel und deg(f; ) = n. Ist 7, = 0, so ist I, = ). Wir miissen also
zeigen, dass fir alle n > 1 gilt r,, > 1.

Fiir ein festes n betrachten wir zuerst die Menge F;, aller normierten (nicht notwendigerweise
irreduziblen) Polynome beliebigen Grades, welche wir als Produkte von Polynomen f;, € I,
bilden konnen (beachte, dass Produkte normierter Polynome normiert sind). Der Menge F,,
ordnen wir eine abzihlende formale Potenzreihe zu: Mit dem Polynom f; ,, fiir ein festes ¢
(1 <1 <ry,), konnen wir die

Polynome f7, fin I . Ik, ... bilden, diese haben
Grad O n 2n o kn ... und die abzdhlende
Potenzreihe ist 120 + 12" + 12" 4+ ... + 12 + ... =geo(z").
Mit den beiden Polynomen f;,, und f; , fiir i # j, konnen wir die
Polynome [, = f7, fins fin fens fim fims f7n ... bilden, mit
Grad 0 n 2n ... und abzdhlender
Potenzreihe 12Y + 22" 4+ 3z2n + ... =geo(z")2

Allgemein erhalten wir fiir die r,, Polynome in /,, die abzihlende Potenzreihe
ap X+ a2t a2+ fa = geo(z")"™
=1

wobei a; die Anzahl der normierten Polynome vom Grad kn ist, welche als Produkt von Poly-
nomen aus /,, geschrieben werden kdnnen.

Sei nun F' die Menge aller normierten Polynome in IF,[X]. Dann erhalten wir, mit dem
vorigen Resultat, die zu F' gehdrende abzihlende Potenzreihe

P(z) = geo(z')"™ - geo(2%)"? - geo(2)" - ... = ﬁ( ! )rn.

1—2zn

Andererseits gibt es in IF,[ X ] genau p™ normierte Polynome vom Grad n. Somit muss gelten
1

V() =12+ pt 4+ p? = )
1—pz




Wir erhalten also

[ 1 . 1 oS
TH ( . z") T bzw. fiir die reziproken Reihen 71_[1(1 — ") =1-pz.

Mit logarithmischem Ableiten auf beiden Seiten erhalten wir

= D((l—z ra 1—z PSS e

n=1 n=1

D(l—pZ) —p - n n—
s 1o - Peeo) =) v

n=1

also

00 r n 00
n " _ _
E peg 1:§ pnzn 1
1—2m
n=1

n=1

Entwickeln wir die Summe auf der linken Seite nach Potenzen 2!, so erhalten wir:

r 4+ rz 4+ oriz2 o2+ 7”124 + o2 4+ o2 o o
2roz + 2rez3 + 2re2® + 2rezT + + ...
3r3z? + 3r3z® + 3r32® 4+ ...
dryzd + dryz” +
Sryzt 4+
6r62° +
Trs28 +

Addieren wir spaltenweise, so erhalten wir

St = S (S = g

n=1 n=1 dln

und mit Koeffizientenvergleich erhalten wir:
>y
din
Setzen wir g(d) := d - rqund f(n) := p",soist ), g(d) = f(n) und mit Aufgabe 44 gilt:

1
d), dh n- p4 also o, == d)-p™*
Zu f(n/d) o= p(d) also 7, =—-> p(d)-p
,g(n) din *f(n/d) dn
Nach Definition ist ;(1) = 1 und allgemein p(d) € {—1,0, 1}, woraus folgt
n—1

ner,=p" 4. tpun)p>pt =) pF>2
k=1

Insbesondere ist fiir allen > 1, n - r, > 2, also r,, > 1, was zu zeigen war.
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Beispiele:
° 7*1 .: )]g: El(; p_ n{))rmierten, irreduziblen Polynome vom Grad 1 iiber I, sind X, X + 1,
o 3= 50" = p): 5 g ()" = 50 + u(2)p) = 5(0* — p)
o 13 = 30" —p): § Ly n(d)p** = 5(0° + u(3)p) = 1 (0> — p)
o ry=3(p" =) § g n(d)p" = (0" + w(2)p” + p(d)p) = (0" — p?)
o 5= 1(0" = p): § Ly ()" = 10" + u(5)p) = (0" — p)

o 5= §(0° —p° = P>+ p): § 2y (P! = §(0° + p(2)p° + u(3)p* + p(6)p)

Fiir p = 3 erhalten wir
ri=3 ro=3, 1r3=8 1r,=18, 1r5;=48, 1rg=116,
und fiir p = 7 erhalten wir
r="7 1ro=21, r3=112, ry=588.

e Die 21 normierten irreduziblen Polynome vom Grad 2 iiber I'; sind:
X2 +1

X2 +2

X2 +4
X2+ X +3
X2+ X +4
X2+ X+6
X2 42X +2
X24+2X+3
X24+2X+5
X2 43X +1
X?4+3X+5
. X?P+3X+6
L XP+H4X 41
CX?P4+4X 45
X24+4X+6
. X2 45X +2
. X?P+5X +3
. X2P4+5X +5
. X?+6X+3
. X?46X +4
20. X2+6X+6

WAk WD = O

O N S T T S = Sy ey

e Das Polynom f = X' + X6 4+ X° + X2 + 1 ist irreduzibel iiber ', und somit ist
F,[X]/(f) ein Kérper der Ordnung 2'% = 1267 650 600 228 229 401 496 703 205 376.
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