Lineare Algebra - Losungen 4

1. Welche der folgenden Teilmengen von R* sind reelle Unterraume?

Vi:={(0,x2x3x) [ x e R}

Vy ::{(x4,x3,x2,x) |xeR}
Vai={(xx+yx-yy) | xryeR}
Vi={(x*-9%0,00) | x,y eR}
Vs:={(x,y00)|xyeR, x>y}.

Vll

Vz:

V4:

Solution: Eine Teilmenge ist genau dann ein reeller Untervektorraum, wenn sie den Nullvek-
tor enthélt und fiir beliebige A € R und fiir beliebige Elemente u,v aus der Teilmenge, das
Element u + Av auch in der Teilmenge liegt.

Zuerst iiberpriifen wir, ob das Nullelement (0,0,0,0) € R* in den Teilmengen enthalten ist.
Wir sehen, dass (0,0,0,0) ein Element der Teilmengen V;, V;, V3 und Vj ist (in dem wir x und
y gleich 0 setzen). Der Nullvektor ist jedoch nicht in V5 enthalten, somit ist V5 sicherlich kein
Unterraum.

Uberpriifen wir also noch die zweite Bedingung fiir die ersten vier Teilmengen:

Fiir beliebige Elemente u = (0,x,2x,3x) und v = (0,y,2y,3y) aus V4 und fiir ein be-
liebiges A € R gilt

u+Av = (0,x+ Ay, 2(x+ Ay),3(x + Ay)).

Das Element u + Av ist also wieder in Vj. Das zeigt, dass V; ein Unterraum ist.

Seiv = (1,1,1,1) € V5. Der Vektor 2v = (2,2,2,2) liegt nicht in V;, denn es gibt kein
x € Rmit (2,2,2,2) = (x4, x3, xz,x). Folglich ist V5 kein Unterraum.

: Seien u = (x1,x1 +y1, %1 —y1,y1) und v = (X2, X2 + Y2, X2 — Y2, Y2) zwei beliebige Ele-

mente aus V3 und sei A € R beliebig. Wegen
U+ Av = (x1 4 Axg, (x1 + Ax2) + (y1 + Ay2), (x1 + Ax2) — (y1 + Ay2), y1 + Ay2)

liegt u + Av wieder in V3. Die Teilmenge V3 ist also ein Unterraum.

Fiir jedes t € R gibt es Elemente x,y € R sodass t = x* — y* ist (Falls t > 0 ist, sei
x:=t"/*und y := O und falls t < Oist, sei x = 0 und y = (—t)!/%). Es gilt also

Vi={(x*-9%0,00) | x,ye R} ={(£0,0,0) | teR}.

Fiir beliebige Elemente u = (#1,0,0,0) und v = (#2,0,0,0) dieser Teilmenge und ein
beliebiges A € R, gilt u + Av = (t; + Afp,0,0,0). Das Element u + Av ist also wieder in

V,, also ist V} ein reeller Unterraum.




2. Es sei K ein Korper und V = My, (K). Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume von V?

(a)
w::{(’z Z>6V|ad—bc#0}
(b)
w:—{(i Z)eVd—O}
(c)
w:_{C Z>€V|a_d}
(d)

w={(i 5 <)

Geben Sie fiir jeden Unterraum ein Erzeugendensystem an, d.h. finden Sie vektoren w1, wo, ..., wy,
sodass die tlle

(w1, wy, ..., wy)

der entsprechende Unterraum ist.

Solution:

(a) Die Matrix 0 := (9) ist der Nullvektor in Mat»(K). Aber 0 ¢ W. Also ist W kein
Unterraum.

Tatsdchlich ist hier W die Teilmenge aller invertierbaren Matrizen!

(b) Sicherlich gilt 0 € W. Seiena, b,c,¢, f, g, A € K, dann ist

(a b)_)"<e f)_(a—)xe b—/\f)ew
c 0 g 0 c—Ag 0

Also ist W ein Unterraum. Ein Erzeugendensystem bilden zum Beispiel die drei Matrizen
enn = (50) €12 = (§g) und e = (7 7). Es gilt

W = (eq1, €12, €21).
(c) Sicherlich gilt wieder 0 € W. Seien a, b, c, e, f, g, A € K, dann ist
a b (e f _ a—>Ae b—Af _—
c a g e c—Ag a—Ae

Also ist W ein Unterraum. Ein mogliches Erzeugendensystem sind die drei Matrizen
d=(39) enn=(§§) und ey = (9§). Es gilt

W = (d,e1p,€01).




(d) Das ist kein Unterraum, denn 0 ¢ W.

3. Sei X eine Menge, V ein Vektorraum iiber einem Korper K, und F (X, V) der K-Vektorraum aller
Abbildungen von X nach V, mit punktweiser Addition

(f+8)(x) = f(x) +g(x) VxeXVf,ge F(X,V)
und punktweiser skalarer Multiplikation
(A-f)(x):=Af(x) VxeXVfeF(X V)VA e K

Seien y € X und v € V fixiert, sowie Fy, := {f € F(X,V) | f(y) = v}.

(a) Zeigen Sie, dass Fy,, genau dann ein Unterraum ist, wenn v = 0.

(b) Finden Sie einen Unterraum W C F(X, V), so dass
F(X, V)= Fyot+ W,

sowie WN F, o = {0r} gilt, wobei 07 der Nullvektor ist.

Solution: Bevor wir die Aufgabenteile 16sen, bemerken wir, dass der Nullvektor in diesem
Vektorraum die Nullfunktion 0%, d.h. die Funktion die durch

0]:()6) =0y furallex € X,

definiert ist.

(a) ”=" Angenommen F; ; ist ein Unterraum. Dann gilt insbesondere 0 € F, . Das im-
pliziert
Ov =0r(y) =v.

Also folgtv = 0.
”<=": Sei also v = Oy. Dann ist der Nullvektor 0 sicherlich in F, ;, enthalten. Seien nun
f,8 € Fyound A € K beliebeig. Dann folgt

(f+A-2)) =fly) +(A-g)(y) = f(y) + Ag(y) = Oy + A0y = Oy.

Somit liegt auch die Funktion f + A - g in Fy, 5. Also ist F,» ein Unterraum.

(b) Wir behaupten, dass wir fiir W den Unterraum aller konstanten Funktionen verwenden

kénnen. Sei fiir jedes v € V die konstante Funktion
1,(x) =v furallex € X,
definiert. Wir definieren den Unterraum

W={1,:veV}.




Dass diese Teilmenge wirklich ein Unterraum ist, folgt aus der Tatsache, dass V' ein Vek-
torraum ist.

Somit gilt fiir jedes Element f € W N F o, dass f einerseits konstant ist, und andererseits
f(y) = Oy erfiillt, also folgt f = 0 .

Des Weiteren konnen wir eine beliebige Funktion f € F(X, V) schreiben als

=0 =Tpy) + 1)

Wir sehen, dass 1 fy) € W und

(f =) (W) = f(y) = L) (y) = f(y) = f(y) = Ov,

also f — 1) € Fy, erfiillt sind. Das heisst es gilt
F(X,V)=Fo+W,

was zu zeigen war.

4. Gegeben seien die Unterrdume

0 1 1 1
= < 11{,]0 > und U := < -11,1 -2 >
-2 0 0 1

von R3. Bestimmen Sie den Durchschnitt V N U und finden Sie ein Erzeugendensystem.

Solution: Wir setzen

0 1
U1 = 11, v=10
-2 0

1 1
wy=|-1], wr=1|-2
0 1

und versuchen eine gemeinsame Linearkombination der Vektoren zu finden. Das heisst, wir
suchena,b,c,d € R sodass

avy + bvy = cvz + doy




gilt. Daraus folgt

b=c+d
a=—c—2d
—2a =d.

Alle Losungen dieses Gleichungssystems sind gegeben durcha =, b =t, ¢ = 3t d = 2t fur
ein beliebiges t € R. Damit folgt
VNU={veR> v=t(v;+1vy), fireint € R} = {( ‘ ) EIRS:tEIR}.

—2t

Also ist der Vektor

ein Erzeugendensystem.

5. Sei V die lineare Hiille der Vektoren
(1 23), (456), (789

in Mj,3(R). Finden Sie ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungsmenge genau V ist.

Solution: Wir bemerken, dass der mittlere Eintrag jeder der drei Vektoren genau das Mittel

der beiden dusseren ist. Das heisst alle drei Vektoren erfiillen die Gleichung

X1+ X3
Xp=—F—
Andererseits l4sst sich jeder Vektor (x; x; x3), der x; = # erfiillt, als Linearkombination
der drei Vektoren schreiben. Denn setzen wir
a+7c=x1
3a+9c = x3,
erhalten wir a = 2% und ¢ = 2%,
Wir tiberpriifen die Gleichung
2a+8c = x»

und folgern somit
(x1,x0,x3) =a-(1 2 3)+c-(7 8 9)

V ist also genau die Losungsmenge des linearen Gleichungsystems (S) gegeben durch

(S): x1 —2xp+x3 =0.




. Sei V ein Vektorraum iiber K. Welche der folgenden Aussagen ist wahr? Geben Sie einen Beweis
oder ein Gegenbeispiel.

(a) Seiv € V, dann ist die Menge W :={w € V | 3A € K: w = A - v} ein Unterraum von V.

(b) Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Unterraum, wenn (W) = W.

(c) Seien Sq,S, C V Teilmengen. Dann gilt (S; U Sp) = (S1) + (S2)-

(d) Seien Sy, S; C V Teilmengen. Dann gilt (S1 N Sy) = (S1) N (Sy).

Hinweis: Die lineare Hiille der leeren Menge (D) ist per Definition der triviale Unterraum {Oy }.

Solution:

(a) Ja, W ist ein Unterraum. Es gilt W = (v).

(b) ”«<": Angenommen W = (W), dann ist W ein Unterraum, da jede lineare Hiille ein

Unterraum.

”"=": Angenommen W ist ein Unterraum. Dann liegt aber jede endliche Linearkombina-
tion von Elementen aus W wieder in W. Somit folgt (W) C W. Die andere inklusion
ist klar. Somit folgt W = (W).

(c) Seien S1,S; C V Teilmengen. Dann gilt (51 U Sp) = (S1) + (S2).

"D": Da §; C S4US; fur i = 1,2, folgt nach der Definition der linearen Hiille, dass
(Si) C (S1USy) furi = 1,2 gilt. Also folgt auch, dass die Summe zweier Elemente
aus (S1) und (Sy) in (51 U Sy) liegt, da letzteres ja ein Unterraum ist. Es folgt also
(S1) +(52) C (S1US).

"C": S; C (Si) C (51) 4+ (Sp) fiiri = 1,2, also giltauch S; US, C (S1) + (S2). Da S1) 4+ (Sz
ein Unterraum ist, liegt auch jede endliche Linearkombination von Elementen aus
S1 U S, in diesem Unterraum. Das heisst (S; U Sy) C (S1) + (S2).

(d) Diese Aussage ist falsch. Angenommen V = R? und S; = (1,0) und S, = (3,0). Dann
gilt
(51182) = (@) = {ov}

jedoch sind (S1) und (S,) dieselben Unterrdume. Also ist

(S1) N (Sy) = {(t,0) € R?: t € R}.




