D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes . )
Musterlosung Serie 18

DIAGONALISIERUNG, JORDANSCHE NORMALENFORM

In diesem Ubungsblatt werden die Begriffe “Hauptraum” und “verallgemeinerter Eigen-
raum” synonym verwendet.

1. Betrachte die reelle Matrix

14 -13 8
A= —13 14 8 €M3><3<R).
8 8 =7

Finde eine Matrix P € O3(R), sodass P~ AP diagonal ist.
Solution: Die ONB

R B EA N I

B={—|-1],—[1],—= [ 1
V2 \ g ) V3 1) Vo

besteht aus Eigenvektoren von A, sodass

2170 0
P'AP=0 9 0
0 0 —15

2. Bestimme die Jordansche Normalenform der folgenden Matrix iiber R und iiber
Fgl

A=

— = o

11
2 1
1 2

Lésung: Uber R hat A das charakteristische Polynom (X —1)?(X —4). Der Eigen-
raum zum Eigenwert 4 hat also Dimension 1. Sodann berechnen wir rank(A — I3)
= 1; deshalb hat der Eigenraum zum Eigenwert 1 die Dimension 2. Deshalb exi-
stiert eine Basis aus Eigenvektoren und die Matrix ist diagonalisierbar iiber R mit
der Jordanschen Normalform

O O =
o~ O

0
0
1



Uber Fj ist das charakteristische Polynom gleich (X — 1)3; somit besitzt A genau
einen verallgemeinert Figenraum zum Faktor X — 1. Wir rechnen
111
A-I;=11 11
111

und (A — I)* = 0 fiir & > 2. Aus dimKern(A — I3) = 2 folgt, dass es jeweils
einen Jordanblock der Grosse 1 und 2 gibt. Somit hat die Matrix A {iber F3 die
Jordansche Normalform

o O =

1
1
0

_ o O

3. Bestimme die verallgemeinerte Eigenrdume iiber C der folgenden Matrizen:

000 1 1 42 1
0000 012 —1
A=1o000l B= 001 _3
0000 000 —1
s 3o
c:=12 2 1|, D:=
P 4 -1 3 -1
-1 0 -1 3

Lésung:

A: Die Matrix A hat das charakteristische Polynom X*. Es existiert also genau
ein verallgemeinert Eigenraum zum irreduziblen Faktor X, der nach dem Satz
iiber die Hauptraumzerlegung (Theorem 14.3.15 des Skripts) gleich R* sein
muss: Bigy (A) = R*.

B : Die Matrix B hat das charakteristische Polynom (X — 1)3(X + 1). Der ver-
allgemeinert Figenraum zum Faktor X + 1 ist

0
> . -2
2

Der verallgemeinert Eigenraum zum Faktor X — 1 ist nach Definition der

Kern der Abbildung (B — I,)?. Wir haben

000 0
000 8

_3:

(B~ 1) 00 0 —12]
000 -8



also

O O =

0
0
1 .

E\i:éxq(B) = <
0

]
o O = O

C' : Das charakteristische Polynom der Matrix C' iiber C ist
charg(X) = X° =5X?+8X —6 = (X —3)(X — (1 —9))(X — (1 +1)).

Deshalb ist die geometrische Vielfachheit genau 1 fiir jede Eigenwert. Es folgt,
dass die verallgemeinerten Eigenrdume die gleichen sind wie die iiblichen
Eigenrdume, d.h. wir miissen nur 1 Eigenvektor fiir jeden Eigenwert finden.
Eine kurze Berechnung ergibt

~ O\~ 3\ 34
Eig.(3) = < 1 > Eigo(1+i) = < 1+ 3i > Bigo(1-i) = < 1 - 3i >
1 2 2

D : Das charakteristische Polynom der Matrix D ist

charp(X) = X* —6X°+13X? — 12X +4 = (X —2)%- (X —1)%.

Es folgt
Eigy (D) = ker((D —2L)?)
8§ -2 3 -3 1 0
e | 1335 5| 1 0
- s 9 3 3|7 ol 11
0 0 0 0 2 1
und
Eigy_1(D) = ker((D — I)?)
10 -1 1 0 1
e | 1O L 1 0
- o0 o0 1| T of =1
2 0 -2 3 0 0

4. Sei K = C. Betrachte den Raum K{z], der Polynome iiber K vom Grad kleiner-
gleich n. Bestimme eine Jordannormalform der Endomorphismen

(a)



(b)

Solution:

(a) Die Darstellungsmatrix von D; beziiglich der Standardbasis B ist
1
0 2
0 n
0

Wir lesen ab, dass der einzige Eigenwert 0 und dim ker ([D]5) = 1 sind. Also
ist eine Jordannormalform von D der Jordanblock J,.

(b) Es gilt
00 2
o 0 3!
Ds]§ = -
[ 2]8 0 0 (nﬁlg)!
0 0
0

Wir lesen ab, dass der einzige Eigenwert 0 und dimker ([D,]5) = 2 sind.
Jede Jordannormalform besteht also aus zwei Blocken mit Nullen auf der
Diagonalen.

Um die Grosse der Blocke zu bestimmen, berechnen wir das Minimalpolynom
von [D,]5. Dieses teilt das charakteristische Polynom X™*1. Des Weiteren ist
fiir k > 1 die Matrix ([D]8)* die Darstellungsmatrix des Endomorphismus

DyoDyo---0oDy=DoDo---0D.
< — -

~~ ~ g

k Faktoren 2k Faktoren

Die kleinste Potenz, fiir welche sie verschwindet ist also ["T“], was impliziert,

dass X!"s"1 das Minimalpolynom von [Dy]5 ist. Also hat der grésste Block
einer Jordannormalform von D, die Grésse [2+]. Da genau zwei Blocke vor-
n+l

kommen, hat der andere Grosse |"3=].

5. Zeige den fehlenden Teil (lineare unabhéngigkeit) der Behauptung im Beweis von
Satz 14.4.1. des Skripts.

Lésung: Da
Bl _ Sb1—1 Sbg—l
= {vg,..., Ulyov oy Upyen s v}
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eine Basis von S(V) ist, sind ihre Elemente linear unabhéngig iiber dem Korper
K. Es bleibt also zu zeigen, dass fiir alle ¢ € {1,..., ¢}, u; linear unabhéngig von
den anderen Vektoren in

b b
B = {uy, Suy, ..., S8 uy, ..., ug, Sug, ..., S"up}

ist. Angenommen, das ist fiir einige ¢ nicht der Fall. Nach Umordnung der Basis
kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ¢ = 1. Wir nehmen also an, dass
es{a;; € K|ie{2,...,0}, 7€{0,...,b;}} gibt, sodass

L b
Uy = 2 Z ozijS]uZ-.

i=2 j=0
Das Anwenden von S auf beiden Seiten ergibt

¢ bi—1

V1 = Z Z aijS]Uia

i=2 j=0

wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass Su; = v; fiir alle ¢, dass S%v; = Oy,
und dass S linear ist. Aber diese letzte Gleichung widerspricht unserer Annahme,
dass B’ eine Basis von S(V) iiber K ist. Das beendet den Beweis dafiir, dass B
eine linear unabhéngige Menge iiber K ist.

. Die Motivation hinter der Jordan-Normalform liegt oft in dem Bestreben, die Ma-
trix so zu gestalten, dass sie moglichst viele Nullen enthélt. Jedoch stellt sich die
Frage, ob die Anzahl der Nullen tatséchlich durch die Jordan-Normalform maxi-
miert wird. Anders ausgedriickt: Existiert eine quadratische Matrix A {iber einem
Korper, die mehr Nullen aufweist als ihre Jordan-Normalform .J?7

Léosung: Fiir eine nilpotente Matrix A stimmt die Aussage. Denn sei J ihre Jordan-
normalform mit & Jordanblocken. Dann hat der Eigenraum Eig,(A) = Kern(L,)
die Dimension k, also hat A den Rang n — k. Daher hat A genau n — k linear
unabhéngige Spalten, also auch mindestens n — k von Null verschiedene Eintrége.
Dies ist aber genau die Anzahl der von Null verschiedenen Eintrédge von J, da jeder
Jordanblock der Grosse m zum Eigenwert 0 genau m — 1 von Null verschiedene
Eintrage hat. Somit ist die Minimalitit fiir nilpotente Matrizen gegeben.

Im Allgemeinen gilt die Aussage aber nicht. Ein Gegenbeispiel iiber Q ist:

0100 11 0 0
1010 01 0 0
A=1000 1] T =100 1 1
0010 00 0 -1

Hier ist A eine Blockdreiecksmatrix aus 2 x 2-Blocken, bei der jeder Block das cha-
rakteristische Polynom X2 —1 = (X —1)(X +1) hat. Also hat A die Eigenwerte +1
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jeweils mit arithmetischer Multiplizitédt 2. Eine direkte Rechnung zeigt aber, dass
jeder Eigenwert die geometrische Multiplizitéit 1 hat. Daher hat A die angegebene
Jordannormalform. Diese enthélt 10 Nullen, gegeniiber 11 Nullen in A.

Bemerkung: Auch wenn die Jordannormalform weniger Nullen hat als die ur-
spriingliche Matrix, werden die Rechnungen damit in der Regel trotzdem einfacher,
weil die Hauptraume nicht mehr durcheinander geworfen werden.

. Finde ein Vektorraum W und 7' € Hom(W), so dass
ker(T%) < ker(T"™) und Bild(T*) 2 Bild(T**)

fiir alle k € N gelten.

Losung: Sei K* die Menge der Folgen mit Elementen in K, und sei W = K* x K®.
Definieren Sie T'€ Hom(W') durch

T<<x17x27$37 s )7 (y17y27y37 s )) = ((372,133,374, ce )7 (O7y17y27 s )) :

T wendet den riickwirtigen Verschiebungsoperator B auf den ersten Platz und
den vorwértigen Verschiebungsoperator F' auf den zweiten Platz an. Beachten Sie,
dass wir haben

ker(B*) = {(z1, 29, 73,...) € K* | 2; = 0 fiir i > k} < ker(B*™)
Bild(B*) = K.

Zusatzlich,

ker(EF*) = {0}
Bild(F*) = {(z1, 29, 25,...) € K® | 2; = 0 fiir i < k} 2 Bild(F*F*).

ker(T*) = ker(B¥) x ker(F*) = ker(B*) x {0}
Bild(T") = Bild(B*) x Bild(F*) = K* x Bild(F*),

erfiillt die Abbildung 7' die gewiinschten Eigenschaften.



