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Serie 14

DETERMINANT

1. Jeder der folgenden Ausdriicke definiert eine Funktion D auf der Menge der 3 x 3-
Matrizen iiber R. In welchen dieser Falle ist D eine 3-lineare Funktion?

(a) D(A) = A1y + Az + Ass;

(b) D(A) = A}; + 3411 Ag;

(c) D(A) = A1 A1aAss;

(d) D(A) = A13As A3 + 5A190 A2 As;
(e) D(A) =0;

(f) D(A) = 1.

2. Beweise die folgende Proposition:

Proposition (Satz 10.2.3 des Skripts). Es sei A € My, (K), und es sei B eine
Matriz, die wir von A durch die elementare Zeilenumformung X erhalten.

(a) wenn X = P(r,s) fuer 1 <r < s <n, dann gilt det(B) = —det(A);
(b) wenn X = M(r,\) fuer 1 <r <n und XA e K*, dann gilt det(B) = Adet(A);

(c) wenn X = S(r,s,\) fuer 1 <r,s<n,r#sund Xe K*, dann gilt det(B) =
det(A).

3. Seien x; und y; Elemente eines Koérpers mit x; # y; fiir alle ¢, j; und sei

1
Fo(xy, .. Tny Y1y oy Yn) = det < ) .
Yi=Yi/ij=1,.m

.....

(a) Beweisen Sie fiir alle n > 1 die Rekursionsformel

n—1
i—1 \ITn — T4 i In
Fuar, o) = A= W) gy,
Hi=1(93i - yn) Hi:l (xn - yi)
Hint. Subtrahieren Sie die letzte Spalte von jeder anderen Spalte. Substra-
hieren Sie dann ein geeignetes Vielfache der letzten Zeile von jeder anderen
Zeile.

(b) Leiten Sie daraus eine Formel fiir F,(z,...,y,) her.

1



n—1

(c) Zeigen Sie, dass mit ¢, := [ [\, 4! gilt:

1 1 1
1 2 3 n
1 1 1 AU A
2 3 4 n+l
det | ° i i ) , =
: : : . : Con
1 1 1 1
n+1 n+2 2n—1

4. Sei K ein kommutativer Ring mit 1. Sei A € M, «,(K). Definiere M;; als die
Determinante der (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die sich aus der Streichung der Zeile i
und Spalte 7 von A ergibt. Betrachte dann

C = ((—1)"™7 M) und adj(A) = CT = ((=1)"" M),

1<i,j<n <i,7<n’

Sei ausserdem det die Determinantenfunktion auf n x n-Matrizen uber K. Zeige:
(a) (adjA)A = A(adj A) = (det A)[;

(b) det(adj A) = det(A)"};

(c) adj (A7) = (adj A)”.
(AT ist die Transponierte von A.)

5. Sei n € Ny, Zeige

1z 22 ah!
1 zy 23 ay
det ) . = H (zj — i)
- : 1<i<j<n
1z, 22 - 2!

Bemerkung: Produkte dieser Art werden Vandermonde Determinanten genannt
und die obige Matrix wird Vandermonde Matrix genannt.

Hint. Benutze die Formel

xm_ym:(x_y)<xm—l+mm Qy_’___‘_i_xym—Q_’_ym 1)

und die vorhangehenden Ubungen.



Single Choice. Pro Aufgabe ist genau eine Antwort korrekt.

111
1. Fir welche xe Rgilt det |1 = 1 ]=17
11 =2

O xz=-2

O x=2

Oxz=-1

O z=

2. Sei n € N. Wenn
o g2 p2n
det 1 x" a =0, fir allex e R
L5 pat6 2045

gilt, dann ist a gleich

On
On-1
On+1

(O Keine der obigen Moglichkeiten



