D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes

1.

5.

Serie 20

NORMIERTE RAUME UND RAUME MIT EINEM INNEREN PRODUKT

Fiir welche Werte a € R ist fiir z = (xl) und y = (yl) durch
2 Y2
(&, y) == 2191 + ax1ys + axayr + T2y
ein Skalarprodukt auf R? definiert?

Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n.

(a) Zeige, dass durch
o0
X r=f p(t)q(t)e™" dt
0

ein Skalarprodukt auf V' definiert wird.

n

(b) Bestimme die Matrix des obiges Skalarprodukts beziiglich der Basis 1, z, ..., x
(siehe die Definition unten).

Definition. Sei (V,{,-)) ein n-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt.
Die Matrix dieses inneren Produkts beziiglich der Basis B = {vy,...,v,} ist die
Matrix A = (a;;)1<i j<n mit a;; = (v;, v;). Beachten Sie, dass beziiglich dieser Basis
fiir beliebige Koordinatenvektoren u,v € V gilt:

(u,v)y = u’ Av.
Sei (V,|-]]) ein endlichdimensionaler normierter K-Vektorraum. Nehme an, dass

T € Hom(V) ist, so dass
YoeV: |Tv]| < |v|

gilt. Zeige, dass T' — /21 invertierbar ist.

Sei (V,{,-)) ein K-Vektorraum mit inneres produkt. Angenommen, u,v € V. Be-
weisen Sie, dass (u,v) = 0 genau dann gilt, wenn

|lu < [u+ av|
fiir alle a € K ist.

(a) Sei | - || eine Norm auf dem R-Vektorraum V. Zeige, dass die Norm genau
dann von einem Skalarprodukt (-,-) auf V' induziert wird, wenn sie fiir alle
x,y € V die Parallelogrammidentitdt

|z +yl? + |z =y = 2= + 2|ly|?
erfiillt.



(b) Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Betrachte die folgende Abbil-
dung:
Il - 14 - Ry

U:(Uhv%'”avn) — Z?=1|Ui|

Zeige, dass ||, eine Norm auf V' definiert, und beweise, dass sie nicht von
einem Skalarprodukt herriihrt.

6. Sei K =R, V = M,,»,(K) und betrachte die Abbildung

VxV — K
(A4,B) — Tr(ATB).

Zeige, dass sie ein Skalarprodukt auf V' definiert und finde eine orthonormale Basis
beziiglich dieses Skalarprodukts. Die induzierte Norm wird als Hilbert-Schmidt-
Norm bezeichnet. Gib eine Formel fiir die Norm einer Matrix A € V' in Bezug auf
ihre Eintrége an.

7. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Bilinearform g auf V' heisst . ..

e symmetrisch wenn gilt Yv,w € V: f(v,w) = f(w,v),
e antisymmetrisch wenn gilt Vv, w e V: B(v,w) = —f(w,v),

e alternierend wenn gilt Yv e V': f(v,v) = 0.
Zeige:

(a) Jede alternierende Bilinearform ist antisymmetrisch.
(b) Ist 2 # 0 in K, so ist jede antisymmetrische Bilinearform alternierend.

(c) Ist 2 # 0 in K, so ist jede Bilinearform auf eindeutige Weise die Summe einer
symmetrischen und einer alternierenden Bilinearform.

(d) Gib ein Beispiel einer antisymmetrischen, nicht alternierenden Bilinearform.



