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Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

Es ist jeweils genau eine Antwort korrekt: Fiir genau die richtige Antwort gibt es einen Punkt.
Punktabzug bei falschen Antworten gibt es nicht.
Fiillen Sie fiir jede Antwort das entsprechende Késtchen am Multiple-Choice Antwortheft aus.

Fiir die gesamte Aufgabe nehmen wir an, dass V' ein Vektorraum tiber einem Korper K ist.

HEH

1.MC1 [1 Punkt] Die Menge

ist linear unabhéngig.

(A) Richtig
(B) Falsch

Losung:

Falsch.

1.MC2 [1 Punkt| Betrachte die Teilmengen S;, Sy C V', so dass Sy C Sy aber Sy # S, gilt. Falls
51 ein Erzeugendensystem fiir V' ist, ist dann auch S, ein Erzeugendensystem fiir V.

(A) Richtig
(B) Falsch

Losung:

Richtig.

1.MC3 [1 Punkt] Es seien U, V, W Vektorrdume iiber einem Kérper K, und es sei S € Hom(U, V)
und 7' € Hom(V, W). Dann gilt

dim(Ker(T o S)) = dim(Ker(S)) + dim(Ker(7)).
(A) Richtig
(B) Falsch

Losung:
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Falsch.

1.MC4 [1 Punkt] Es sei W ein Vektorraum iiber dem Korper K, und 7' € Hom(V, W). Falls T'
surjektiv ist, dann ist die duale Abbildung 7%: W* — V* auch surjektiv.

(A) Richtig
(B) Falsch

Losung:

Falsch.

1.MC5 [1 Punkt]| Es seien Si, Sy C V. Dann gilt
(S1NS3) C(S1)N(Sy)

(A) Richtig
(B) Falsch

Losung:

Richtig.

1.MC6 [1 Punkt]| Betrachte die folgenden Permutationen einer Menge mit 5 Elementen.

o1 = (15)(14)(15) o5 = (234)(15)
o3 = (312) o4 = (12345)(34)

Welche dieser Permutationen hat das Vorzeichen +17

1 11
1.MC7 [1 Punkt]| Fiir welches x € R gilt det (1 x 1) =17
11 2

(A) z=-2
(B) z=2
(C) z=-1
(D) z=1
Losung
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(B).

1.MC8 [1 Punkt] Essei W ein Vektorraum iiber einem Korper K. Der Graph I'(f) einer Abbildung
f:V — W, ist definiert als die Menge

L) =A{(v, fv)) [ve ViV xW

Fiir welche der folgenden Abbildungen ist deren Graph I'(-) kein linearer Unterraum des Vektor-
raums V' x W?
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Aufgabe 2

Schreiben Sie Thre Antworten direkt in die dafiir vorhergesehenen Boxen im Antwortheft. Sie miissen
Ihre Antworten nicht begriinden. Nur die Antworten, die sich in den bereitgestellten Boxen befinden,
werden bewertet.

2.A1 [2 Punkte] Essei B die Standardbasis des R?. Es seien f, g € End(R?), sodass

2 0 2 2 0 2
(fle=1[3 2 0| and [ga=1]2 2 O
2 3 2 2 2 2
gilt.
Berechnen Sie die Abbildungsmatrix der Kompositionsabbildung f o g beziiglich der Basis B.
Losung:
8 4 8
[fogls=[10 4 6
14 10 8

2.A2 [2 Punkte] Es sei V ein Vektorraum tber dem Korper K und U < V ein Unterraum.
Definieren Sie die Elemente des Quotientenraumes sowie Addition und Skalar-Multiplikation.
Zeigen Sie, dass die beiden Operationen wohl-definiert sind.

Losung:

Wir definieren den Quotientenraum V/U wie folgt:

Die Elemente von V/U sind die Nebenklassen von U in V| das heisst, sie sind die Untermengen
von V' von der Form v+ U fuer v € V. Wir schreiben [v] fuer die Klasse v 4 U.

Die Addition und Skalarmultiplikation sind definiert durch

(1] + [v2] = [v1 +v2]  und  av] = [av)].

Die Nebenklassen von U in V sind die Aquivalenzklassen folgender Aquivalenzrelation auf V:
v ~ w genau dann, wenn v — w € U.

Dies bedeutet, dass jedes v € V' in genau einer Nebenklasse liegt, namlich in der Nebenklasse
[v] =v+U.

Wir muessen zeigen, dass Addition und Multiplikation wohldefiniert sind:

(i) es seien vy, v}, vg,v5 € V, und nimm an, dass [v;] = [v]] und [ve] = [v]. Wir muessen
zeigen, dass

(1] + [vo] = 1] + [v] & [ui+w] =[]+, & v +ve—v]—v,eU.

Doch das ist klar, da vy —v; € U und vy — v} € U.
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(ii) Es seien v,v" € V so dass [v] = [v'], und es sei @ € K. Wir mussen zeigen, dass
ap] =al] & |Ja] =[] & alv—1")el.

Doch da v —v" € U und U ein Unterraum ist, gilt a(v — ') € U.

2.A3 [3 Punkte] Finden Sie alle Werte von ¢t € R fiir welche die Matrix

40 0 2
5 ¢t 10
0 2 t o] €MiaR)
100 ¢

nicht Rang 4 hat.

Losung:

_ 1 _
t—:lzﬁ,t—:lz\/@

2.A4 [2 Punkte] Schreiben Sie die lineare Abbildung f : R? — R5,

T +$2+31’3
T 2r1+219+623
flaa| = | 201 +322+8x3
I3 —X1+To9+2T3
31’1 +l’2+5l’3

als Linksmultiplikation mit einer Matrix A und finden Sie je eine Basis ihres Kerns und ihres
Bildes.

Losung:

— = W N
Ot — 00 O W

Basis des Kerns: 2

Basis des Bildes: | 2 |,

— =W N
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2.A5 [3 Punkte] Es seit ein reeller Parameter, fiir den wir die Unterrdume

Pl:{(xvyaz)eRS|2$+y+t2:0}’
P2:{($7y,Z)ER3|2x+y+2tzzo}’
Py={(z,y,2) ER* |z +ty+2=0}

definieren.
Beschreiben Sie die Schnittmenge dieser drei Unterrdume in Abhéngigkeit des Parameters t.

Losung:
Falls t = 0:
PiNP,NP;={(—s,255) € R*| s c R}
Falls t = %:

PiNP,NP;={(s,—250) € R* | s € R}

Fallst#()undt;«é%:
PlﬁPQOPP,:{(O,O,O)ER?’}
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Aufgabe 3

3.A1 [2 Punkte] Es sei U der Unterraum von R* gegeben durch

1 2
2 1
o= (5|4 ])
3 4

Finden Sie eine Basis von U™,

Losung:

Es gilt

Ut ={te R * | l(u) =0Vuec U}
= {E S (R4) * | 5(61 +262 +364) = 07 6(261 + €2 — €3+4€4)},

wobei (ey, ey, €3, ¢4) die Standardbasis von R* darstellt.
Da dim(U) = 2 gilt nach der Dimensionsformel dim(U+t) = 2. Zwei linear unabhingige
Vektoren in U sind zum beispiel

e]+e;—es—ey, 3el+2e;—ej.

3.A2 [4 Punkte] Essei B = (ej,ea,e3,¢€4,¢5) die Standardbasis des R®. Betrachten Sie die lineare
Abbildung

1 T1+T3+2x5
T T +4I3
Tlzs| = | —321+229+523 —24 + 85
) T1—To+Ts
Ts 6x3+2x4— x5

wobei die Vektoren beziiglich der Basis B aufgefasst werden.
Es sei nun C = (e; + eg, €1 + €3, 4, €3 — €5, 2e3) eine weitere Basis. Berechnen Sie die Abbildungs-
matrix [T%])%. der dualen Abbildung T* beziiglich der zu B und C dualen Basen.

Losung:

Es gilt [T*]%. = ([T)5)!, das heisst wir miissen lediglich die Abbildungsmatrix der Abbildung
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T beztuglich der Basen B und C finden, und diese dann transponieren. Wir berechnen

T(e1) =e1—3e3+ey = (e1+e3)+eq4—2- 2e;3

T(es) = ez +2e3— €4 — (e1+e2) — (€1 +e3) —es+ 2 - 24

T(e3) = ey + 4ey + Hes + 6Ges — 4(ey +e3) — 3(er +e3) — 6(es —e5) + 7 - 2e3
T(eq) = —es + 2e5 = —2(e3 — e5) + 5 - 2e3

T'(es5) = 261 + 8ez +e4 — €5 = 2(e; + e3) +es + (e3 —e5) + 3 - 2e3

und erhalten somit

0 1 4 0 0
1 -1 -3 0 2
TE=]1 -1 0 0 1
0 0 -6 —2 1
2 3T 5
Also gilt
0 1 1 0 =2
1 -1 -1 0 32
T1% =14 =3 0 -6 7
o0 o0 -2 1
0o 2 1 1 3
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Aufgabe 4

Im Folgenden sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

4.A1 [4 Punkte] Sei {vy,...,v,} C V linear unabhéngig und sei w € V' beliebig.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass {v; + w,...,v, + w} genau dann linear abhéngig ist, wenn

w € (Vi ..., ).

— Im Falle, dass die Aussage richtig ist, argumentieren Sie ob {v; + w, ..., v, + w} auch dann
noch linear abhéngig ist, wenn w ¢ (v, ...,v,).

— Im Falle, dass die Aussage falsch ist, geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung
an w an, sodass {v; + w, ..., v, + w} linear abhingig ist.

Losung:

Wir behaupten, dass die Aussage falsch ist.
Angenommen {v; + w,...,v, + w} ist linear abhéngig, dann gibt es Ay,... A\, € K, wobei
nicht alle Elemente 0 sind, sodass

0= N +w)+ -+ X (v, +w) = Moy + -+ Ao, + <2Ai> w. (1)
=1

Falls w & (vy,...,v,), so sind {vq,...,v,, w} linear unabhéngig und aus (1) folgt A\; = -+ =
An = 0 — ein Widerspruch.
Ist nun w € (vy,...,vy,), also w = pyvy + -+ - ppo, fir gy, ... g, € K| so konnen wir (1) als

0=+ (i )\i> p)vr 4o+ (A + <zn: )\i> L ) Upy.-

schreiben. Da {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, miissen alle Koeffizienten in der letzten
Gleichung 0 sein. Insbesondere muss gelten >-7" ; A\; # 0 und somit

Ai
Hi =~
2t A
fiir alle 1 < ¢ < n. Das bedeutet aber auch, dass die Summe }" ; y; = —1 ergeben muss.
Das ist eine sehr starke Einschrankung fiir den Vektor w und sicherlich nicht fiir alle w €
(v1,...,v,) erfillt. Zum Beispiel nicht fir w = 2v;.

Andererseits gilt fir alle w = pvy + -+ - ppv, mit Y0 u; = —1, dass {v; + w, ..., v, + w}
linear abhéngig ist, denn

n

—m(v1+w)—~~—un(vn+w)=—u1v1—-~—unvn+(Z—m)w:—ww:o-
=1

4.A2 [2 Punkte] Sei {v1,vs,v3} C V linear unabhéngig.
Zeigen Sie, dass {v; — vg, V9 — v3,v1 +v3} genau dann linear unabhéngig ist, wenn 2 # 0 in K gilt.
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Losung:

Sei W Unterraum von V' mit der geordneten Basis B = (v1, v2,v3), also insbesondere W =
(v1,v9,v3). Sei T € End(WW) die eindeutige lineare Abbildung, fir die gilt T'(v1) = vy — vy,
T(vy) = vg — vz und T'(v3) = v1 + v3. Dann ist die Darstellungsmatrix von 7' gegeben durch

1 0
1

Und insbesondere ist
1 0 0 1

—1 1‘_(_”"—1 1| =2

det(T) = 1- ‘

{v1 — v9, v9 —v3,v1 + v3} ist genau dann linear unabhangig, wenn {7'(vy), T'(ve), T'(vs)} linear

unabhéngig ist, also genau dann, wenn [T')3 vollen Rang besitzt. Dies ist genau dann der Fall,

wenn [T]5 invertierbar ist und also genau dann, wenn 2 € K*, bzw. wenn 2 # 0 gilt in K.
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Aufgabe 5

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K.

5.A1 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass die Abbildung 7/: V' — V** v — (¢ — £(v)) linear ist.

Losung:

Es seien v,w € V und A € K. Dann gilt fiir alle £ € V*, dass
Tv(v+ Aw)(l) = L(v+ Iw) = L(v) + M(w) = Ty (v)(€) + Aty (w)(€) = (Tv(v) + A1 (w) ) (£).

Somit gilt 7 (v + Aw) = 7/ (v) + A1y (w), also ist 7y linear.

5.A2 [4 Punkte] Zeigen Sie, dass 7 einen Isomorphismus zwischen V' und seinem Bidualraum
V** beschreibt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass dim(V') = dim(V**) gilt.

Losung:

Da wir annehmen dirfen, dass dim(V) = dim(V**) gilt, reicht es zu zeigen, dass 7y injektiv
ist. Es sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V.

Angenommen 7y (v) = 0. Dann ist ¢(v) = 0 fiir alle £ € V*. Schreiben wir v = A\1b1+- - -+ A, by,
in der Basis B und werten v in der dualen Basis B* C V* aus, so erhalten wir

fiir alle 1 <7 < n. Also muss v = 0 gelten und folglich ist 7y injektiv.

Injektive lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen derselben Di-
mension sind auch surjektiv, also insbesondere bijektiv. Daher ist 7, ein Isomorphismus zwi-
schen V' und sienem Bidualraum V**.
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Aufgabe 6

6.A1 [2 Punkte] Finden Sie die Losungsmenge L(S) C R? des folgenden linearen Gleichungssy-

stems (5):
3a+3b— c= 5
2a + c= 0
8a+6b— c= 10
a—3b+3c= -5
Losung:
Wir schreiben das Gleichungssystem in eine Matrix
3 3 -1 ] 5
2 0 1 | 0
8 6 -1 ] 10
1 -3 3 | =5
und wandeln sie in reduzierte Zeilenstufenform um:
3 3 -1 ] 5 0 12 —10 | 20
2 0 1 | 0 o 0 6 =5 | 10 .
8 6 —1 | 10 0 30 —25 | 50
1 -3 3 | =5 1 -3 3 | =5
o 0 0 | O 1 -3 3 | =5
0 6 =5 ] 10 N 0 6 =5 | 10
o 0 0 | O o 0 0 | O
1 -3 3 | =5 0O 0 0 | O
Mit anderen Worten ist (S) also dquivalent zu
a=3b—3c—5
_ 5 5
Wir erhalten die Losungsmenge
L(S) = {(~§,220 ) ¢ R® | t € R}.

6.A2 [4 Punkte] Essei A € M,,3(R) jene Matrix ist, fiir die das lineare Gleichungssystem (5) als
Az = b, fiir einen Vektor b € R?* geschrieben werden kann. Wir definieren r = rk(A4), s =4 —r
und ¢t = 5 — r. Finden Sie invertierbare Matrizen P und (), sodass

PAQ:(L 0)

0t><7“ 0t><s
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Losung:

Aus der vorherigen Aufgabe sehen wir, dass rk(A) = 2 gilt. Wenn wir also eine Basis des
Kerns der Matrix

3 3 -1
2 0 1
8§ 6 —1
1 -3 3

suchen, reicht es, ein einziges nicht-triviales Element in ker(A) zu finden, zum Beispiel den
Vektor
-3
Uz = 5)
6

Wir erweitern {us} zu einer Basis B = (uy, us, uz) des R3, wobei wir

1 0
Uy = 0 , Ug = 1
0 0
wéhlen. Dann definieren wir wy; = Auj,wy = Auy und erweitern {w;,wy} zu einer Basis
C = (w1, wy, w3, wy) des R*, indem wir
1 0
10 11
0 0
wéhlen. Nun gilt
1 00
010
B _
Lale =10 0 0
0 0O

und daher
[Lalg = [idgs]§, - [LAlE - [idpa]5.

Wir wahlen also
P = [idps)$,, @ = [ids]F".

Eine Rechnung ergibt

00 5 &
00 = —=
P = 30, "
A
01 —5 —3
10 -3
Q=01 5
00 6
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6.A3 [2 Punkte| Bestimmen Sie den Rang der Matrix

0 -9 3
1 4 0

B=|, ¢ _;|€Mia®)
2 -1 0

und entscheiden Sie ob A und B aquivalent sind, oder nicht.

Losung:
Wir wenden das Zeilenstufenverfahren an, um den Rang der Matrix B zu bestimmen.
0 -9 3 0 -9 3 1 4 0
1 4 0 N 1 4 0 . 0 -2 -1 N
2 6 -1 0 -2 -1 0 -9 3
2 -1 0 0 -9 0 0 -9 0
1 4 0 1 4 0
0 -2 -1 N 0 -2 -1
0o o0 ¥ (.
0 O % 0 0 0
Die Matrix B hat also Rang 3. Da aquivalente Matrizen denselben Rang haben und A Rang
2 hat konnen die Matrizen A und B nicht dquivalent sein.
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