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1. EINFUEHRUNG

1.1. Motivation: Fibonacci Folgen.
Definition 1.1.1. Die Fibonacci Folge (an)n>0 is definiert durch dir Rekursion

ap=0, a1 =1,

p = Gpn_1+ Gn_o forn>2
Beachte 1.1.2. Die ersten Elemente der Folge sind

0,1,1,2,3,5,8,13,...

Frage: Koennen wir a,, bestimmen, ohne vorher alle Elemente bis a,,_1 zu bestimmen?

Definition 1.1.3. Seien a,b € R. Definiere die Folge F,; mittels der Rekursion
ag=a, a;=>o,
Gp = Gpn_1+ Gn_o forn>2

Fine Folge A ist eine Fibonacci Folge wenn A = Fqp fir a,b,€ R. Es sei V die Menge aller solcher
Folgen, d.h.
V={Fap : a,beR}

Beachte 1.1.4. Die Folge aus Deﬁm’tion ist gleich der Folge Fo 1.
Definition 1.1.5. Es seien F = (an)n>0, § = (bp)n>0 € V und o € R,
(1) Wir definieren die Summe von F und G als die Folge
F 4G = (an + byn)n>o-
(2) Wir definieren das Skalarprodukt von F und o als die Folge
a-F = (a-an)n>0-

Satz 1.1.6.

(1) Es seien F,G € V. Dann gilt F+G € V.
(2) Essei F€V und o € R. Dann gilt - F € V.

Wir sagen: V hat die Struktur eines Vektorraums tiber R.

Proof. (1) Wir schreiben F = (an)n>0 und G = (by)n>0, und es sei ¢, = a,, + b,. Wir muessen zeigen,
dass
Cp =Cp-1+Cpn—2

fuer all n > 2. Aber
Cn = Gp + by
=ap_1+ap_o+by_1+b,_2
= (an—1+bn—1)+ (@n—2 +by_2)
= Cp—1+ Cn—2.

(2) kann durch dhnliche Argumentation bewiesen werden. ]

Beachte 1.1.7. Der Beweis von Satz[I.1.0] zeigt, dass folgendes gilt:
]:a,b + ]:c7d = «Fa+c7b+d

« - —Fa,b = -Faa,ab~

Ubung 1.1.8. Zeigen Sie, dass die Menge {Faa,ab : @ € R} C V unter der Annahme (a,b) # (0,0)
unendlich viele Elemente enthaelt, aber trotzdem nicht gleich V ist.
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Satz 1.1.9. Sei F € V. Dann gibt es a,b € R so dass
(1) F=a -Firo+b- Foa.
Wir sagen: die Gleichung schreibt F als eine Linearkombination der Folgen Fo 1 und Fq .
Proof. Aufgrund der Definition von V gilt F = F, fiir a,b € R. Weiterhin gilt
Fap=0aFi10+bFoq.

["Jbung 1.1.10. Sei F € V. Dann gibt es Elemente c¢,d € R so dass
F = C'}-l,l +d~f1,,1.

Wir wollen nun die Symmetrien des Raumes V' betrachten. Unter einer Symmetrie verstehen wir
einen Abbildung T : V — V| die die Struktur von V respektiert.

Definition 1.1.11. Eine Abbildung T : V — V st eine Symmetrie von V', wenn fir alle F,G € V und
a € R gilt, dass

T(F+G)=T(F)+T(9) und T(a - F)=a -T(F).
Wir sagen: T ist eine lineare Abbildung.

Beispiele 1.1.12.
(1) Die Identitéts-Abbildung

id: V-V,
F = F.
(2) Fiir o € R, definiere
To: V=V,
F—=a-F.

ﬂbung 1.1.13. Sei G € V, und definiere die Abbildung
Mg:V =V,
F—F+g.
Zeigen Sie, dass Mg nur dann eine Symmetrie von V' ist, wenn G = Fo 9.

Lemma 1.1.14. Sei F = (ag,a1,...) € V. Dann ist die Folge (a1,as,...) ebenfalls in V.

Proof. For n > 0 sei b, = apn4+1; wir muessen zeigen, dass die Folge (b,,)n>0 ein Element von V ist. Fir
n > 2 gilt

bn = OGnp41 = Qn + an-1,
da (an)nzo e V. Aber a, + apn_1 = bp_1 + bp_o, d.h.

by = bp_1 + bp_2.

Satz 1.1.15. Definiere die Verschiebungs-Abbildung
S: V=YV,
(ag,a1,...) — (a1,ag,...).
Dann ist S eine Symmetrie von V.

Definition 1.1.16. Set T : V — V eine Symmetrie. Fine Folge F € V , F # Fy o ist eine Eigenfolge
wenn es ein Element o € R gibt so dass

T(F)=«a-F.
In diesem Fall heisst o der Eigenwert der Folge F.

Beispiele 1.1.17.

(1) Alle F € V, F # Foo sind Eigenfolgen der Identitétsabbildung mit Eigenwert 1.
(2) Alle F € V, F # Fo sind Eigenfolgen der Abbildung T, mit Eigenwert c.
4



Theorem 1.1.18. FEs seinen ¢ = 1+2‘/5 und p = 1*7‘/5 Dann sind F1,, und Fiy Figenfolgen der
Abbildung S, mit jeweiligen Figenwerten ¢ und . Weiterhin gilt: wenn A eine Eigenfolge von S ist,
dann gibt es ein Element § € R, 5 # 0 so dass entweder A= (- Fi ., oder F = - Ay y.

Proof. Nimm an, dass A = (ag, a1, ...) eine Eigenfolge von S ist, mit Eigenwert «. Dann gilt
(a1,a2,a3...) = (a-ap,-ay,a-as,...),
d.h. a, = a-a,_; fur alle n > 1. Mit anderen Worten, A ist eine geometrische Folge:
A = (ag, aga, ag, o?,...).

Da A ?é .7:070, gilt ap 7é 0.
Nun ist A ein Element von V, d.h. a,, = an_1 + a,_o fur alle n > 2. Insbesondere gilt

a2 = a1 + ag & a0a2 = agx + ag
= a’—a-1=0.
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind ¢ und v, d.h entweder A = ag - (1,9, 9?,...) oder
A=ag-(1,9,0%...). O
Ubung 1.1.19. Zeigen Sie, dass
1 1
-9 Y- 7
Korollar 1.1.20. Sei Fo1 = (ao,a1,...). Dann gilt
() - ()
2 2

V5

Fleo+

an =
Wir nennen dies eine geschlossene Form der Folge.

Wir sehen also, dass wir die Betrachung des reellen Vektorraums V und seiner Symmetries einige
sehr interessante (und konkrete) Saetze ueber Fibonacci-Folgen beweisen koennen. Wir werden diesem
Phaenomen in diesem Kurs haeufig begegnen: durch sehr abstrakte Argumente erhalten wir informatio-
nen ueber sehr konkrete mathematische Objekte. Andererseits sind die abstrakten Strukturen oft von
sehr konkreten Objekten inspiriert: der Informationsfluss zwischen konkreten und abstrakten Strukturen
geht also in beide Richtungen.

1.2. Aussagenlogik.
Beachte 1.2.1. Fine mathematische Aussage ist entweder wahr (w) oder falsch (f).

Beispiele 1.2.2.

(1) Fiir jede reelle Zahl z gilt 2% > 0.

(2) Jede Primzahl > 3 ist ungerade.

(3) Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl.
(4) Alle Mathematiker haben lange Haare.

Aussagen (1) und (2) sind wahr, (3) und (4) sind falsch (Gegenbeispiele).

Definition 1.2.3. Sei A eine mathematische Aussage. Die Negation von A ist die Aussage “A gilt
nicht”; wir schreiben —A.

Beispiel 1.2.4. Die Negation von (3) ist: es gibt mindestens eine ungerade Zahl, die keine Primzahl ist.
Ubung 1.2.5. Finden Sie die Negation von (4).
Beachte 1.2.6. Falls A wahr ist, dann ist = A falsch, und umgekehrt. E| Wir fassen dies in der Wahrheit-

Al -A
stabelle zusammen: w| f
fl w

Definition 1.2.7. Es seien A und B Aussagen.
(1) AN B ist die Aussage “A und B” (d.h. “sowohl A als auch B gelten”);

Wir benutzen dies, wenn wir durch ein Gegenbeispiel zeigen, dass eine Aussage falsch ist: ein Gegenbeispiel zeigt, dass
die Negation der Aussage richtig ist.
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(2) AV B ist die Aussage “A oder B” (d.h. “mindestens eines von A oder B gilt”).

Beachte 1.2.8. Die Wahrheitstabellen sind
A|B|AAB

w
f
w
f

= g g
- 8

Beispiele 1.2.9. Sei x € R.

(1) (“z>1")V (“c <27) ist wahr;
(2) (“z < 1”)V (“x >2")ist das gleiche wie —(“1 <z < 27).

Definition 1.2.10. Seien A, B Aussagen. Dann sagen wir “A impliziert B” wenn gilt: wenn A wahr
ist, dann ist auch B war. Wir schreiben A = B.

Beispiele 1.2.11.

(1) “x > 077 :> “x # 07’;
(2) “x ist eine Primzahl und >3” = “x ist ungerade.”

Bemerkung 1.2.12.

(1) Jegliche Kausalitaet zwischen den beiden Aussagen wird ignoriert.
(2) Die Implikation ist immer richtig, wenn A falsch ist. Zum Beispiel gilt

(“0=1") = (“Alle Mathematiker haben lange Haare. )
Definition 1.2.13. Seiner A, B Aussagen. Dann sind A und B logisch aequivalent wenn gilt
(A= B)AN(B = A).

Beispiele 1.2.14.

(1) “1'2 >0 = “o 75 077;
(2) (“0=1") & (“Alle Mathematiker haben lange Haare. ”)

Definition 1.2.15. Sei A eine Aussage. Dann ist A eine Tautologie, wenn ihr Wahrshceitsgehalt immer
wahr ist.

Beispiel 1.2.16. Sei B eine Aussage. Dann ist B V (—B) eine Tautologie. So ist z.B. die Aussage
?’x > 177 \/ 77.,1: S 17?
eine Tautologie.

Satz 1.2.17. Es seien A, B Aussagen. Dann gilt:
(i) A & —(=4);
(ii)) (A= B) & (-B=-A)f
(iti) ~(AANB) < (mA)V(=B)und -(AVB) & (-A)A(-B)

Proof. (i) Uebung.
(ii) A = B bedeutet, dass B richtig ist, wenn A richtig ist. Mit anderen Worten, wenn B falsch ist,
dann mus auch A falsch sein, d.h.

(2) (A=B) = (-B=-A).
Um die umgekehrte Implikation zu beweisen, wenden Sie das Argument auf =A an und benutzen (i). O

2Diese Aequivalenz ist manchmal nuetzlich, wenn wir A = B beweisen wollen: manchmal ist es einfacher zu beweisen,
dass (0B) = (—A).
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1.3. Praedikatenlogik.

Definition 1.3.1. Ein Praedikat ist eine Aussage, die von einer (oder mehreren) Variablen x einer
Menge X abhaengt; wir schreiben P(x) (bzw. P(x,y) ...). Abhaengig vom Wert der Variablen x kann
P(x) wahr oder falsch sein.

Beispiel 1.3.2. Die Aussage P(n) : “n? = n” fuer n € Z ist wahr fuer n € {0,1} und falsch fiir alle
anderen n.
Definition 1.3.3.
(1) Der Allquantor ¥V wird verwendet, um eine Aussage uber alle x € X zu treffen: “Vx € X : P(x)”
steht fuer “fuer all x € X gilt die Aussage P(x)”.
(2) Der Existenzquantor 3 wird verwendet um auszudruecken, dass es ein x € X mit einer gewissen
FEigenschaft gilt: “Ix € X : P(x)” steht fuer “es gibt ein x € X, fuer das die Aussage P(x) gilt”.
Beispiele 1.3.4.
(1) Die Aussage “Vn € Z : n = n?” ist falsch.
(2) Die Aussage“In € Z : n = n?” ist richtig.
(3) Die Aussage “Vn € Z: (n=n?= (n=0)V (n=1))” ist richtig.
(4) Die Aussage Vy € R: (y > 0) = (3z € R : 22 = y) ist richtig.
Bemerkung 1.3.5. In Beispiel (4) schreiben wir gewoehnlich: Vy € R, y > 03z € R so dass 2> = y.

Warnung 1.3.6. Vorsicht ist geboten, wenn wir Quantoren kombinieren: die Quantoren ¥ und 3 sind
nicht vertauschbar! Seinen X,Y Mengen und A(x,y) eine Aussage. Dann haben die Aussagen

Vee X3dyeY : Alz,y)
und
JyeYVeeX: A(z,y)
sehr verschiedene Bedeutungen.
Beispiel 1.3.7. Sei X die Menge aller Studenten der der ETH und Y die Menge aller Kurse. Fuer
x € X,y €Y sei A(z,y) die Aussage: Student = belegt den Kurs y. Dann ist die Aussage
“Vee XJyeY: A(x,y)
wahr, aber die Aussage
“‘ueYVreX:Alz,y)”
ist falsch.

Beispiel 1.3.8. Sie werden diesen Quantoren in der Analysis oft begegnen. So kann z.B. die Stetigkeit
einer Funktion f: (0,1) — R folgendermassen geschrieben werden:

(3) Ve (0,1) AVe>0)3F>0: (Jz—yl<d = |flz)— fly)] <e).
Wir koennen die Quantoren negieren:

Lemma 1.3.9.

(1) ~(Vz e X : A(z)) < 3JrzeX:-Ax);

(2) "z e X :A(x)) & VeeX:-A(z);
Beispiel 1.3.10. Die Negation der Aussage “Alle Hunde, die bellen, beissen micht.” ist “Es gibt einen
Hund, der bellt und beisst.”
ﬁbung 1.3.11. Negieren Sie folgende Aussagen:

(1) “Es gibt eine braune schweizer Kuh, die im Sommer lieber im Tal ist.”

(2) “Alle Mathematiker sind Maenner und haben lange Haare.”

Definition 1.3.12. Der Quantor der eindeutigen Existenz 3! wird verwendet um auszudruecken, dass
es genau ein x € X mit einer gewissen Figenschaft gilt: “Ilax € X : P(x)” steht fuer “es gibt genau ein
x € X, fuer das die Aussage P(x) gilt”.
Beispiel 1.3.13. Es sei P(n) die Aussage “(n € Z) A (n # 0) A (n = n?).” Dann gibt es genau ein n fuer
das die Aussage P(n) wahr ist; wir schreiben
An e Z: P(n).
Bemerkung 1.3.14. Die Aussage “Ilx € X : P(x)” ist aequivalent zu der Aussage
(FreX:Pl)AVz,ye X : (P(x) AP(y)) = z=1y)
7



2. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2.1. Korper. Sie haben in Analysis 1 die Axiome eines Koerpers (engl. field) kennengelernt. Bekannte
Koerper sind der Koerper der reellen Zahlen R sowie der Koerper der komplexen Zahlen C. Wir werden
nun Koerper mit endlich vielen Elementen definieren.

Definition 2.1.1. FEs sei p eine Primzahl. Der Koerper I, ist folgendermassen definiert: die Elemente
sind {0,...,p — 1}. For z,y € F, definieren wir x +y € F,, (bzw. zy € Fp) as den Rest, der bei der
Division durch p entsteht.

Bemerkung 2.1.2. Die einzige Schwerigkeit zu zeigen, dass F), die Koerperaziome erfuellt, ist die
Ezistenz eines multiplikativen inversen Elements.

Lemma 2.1.3. Es sei x € Fy, © # 0. Dann gibt es ein y € F,, so dass xy = 1; wir schreiben y = z~!.

Proof. Wir betrachten die Menge
M={1-2,2-z,...,(p—1) - x}.

Behauptung 1. Keines der Element von M ist durch p teilbar.
Beweis von Behaptung 1. Offensichtlich, da p eine Primzahl ist.

Behauptung 2. Keine zwei Elemente von M haben den gleichen Rest bei Division durch p.

Beweis von Behauptung 2. Nimm an, dass ¢ -2 und j -2 (mit ¢ > j) den gleichen Rest bei der
Division durch p haben. Dann ist (¢ — jz) durch p teilbar, und da p eine Primzahl ist, bedeutet dies,
dass p|(i — 7) V p|z. Nun gilt aber

L<i,j,2 <p,

woraus wir folgern, dass ¢ = j. Das beweist Behauptung 2.

Da die Menge M p — 1 Elemente enthaelt, folgt aus Behauptung 2, dass es ein 1 < y < p gibt, so dass
zy den Rest 1 bei der Division durch p hat. O

Satz 2.1.4. [, ist ein Koerper.

Proof. Uebung. (]

Bemerkung 2.1.5.

(1) Der Koerpers F), kann mit Hilfe von modularem Rechnen / Kongruenzen wesentlich eleganter
definiert werden. Aber das gehoert in den Bereich der Zahlentheorie.

(2) Es sein > 2. Sie koennen dann natuerlich auch die Menge der Reste betrachten, die bei der
Division durch n entstehen. Addition und Mutiplikation koennen wie in dem Fall, wenn n eine
Primzahl ist, definiert werden; wenn n keine Primzahl ist, dann hat aber nicht jedes Element,
das nicht null ist, ein multiplikatives inverses Element: die Menge der Reste ist in dem Fall ein
Ring, aber kein Koerper.

(8) Uebung fuer Ehrgeizige: es sei M die Menge der Reste, die bei der Division durch 6 entstehen.
Finden Sie heraus, welche Elemente von M ein mutliplikatives inverses Element besitzen. Was
stellen Sie fest?

Beispiele 2.1.6.
(1) Die Additions- und Multiplikationstafeln von Fo sind gegeben durch

+]10 1 <10 1
00 1 0[0 0

111 0 110 1

(2) Die Additions- und Multiplikationstafeln von F3 sind gegeben durch

+10 1 2
00 1 2

111 2 0

212 0 1




2.2. Matrizen. Es sei K ein Korper, z.B. R oder C.

Definition 2.2.1. Seinem m,n > 1. Eine (m x n) Matriz A mit Werten in K ist eine Tabelle mit m
Zeilen und n Spalten, deren Eintraege Elemente von K sind. Wir schreiben

A= (aij)lgigm,lgjgm

wobei a;; den Fintrag in Reihe i und Spalte j bezeichnet. Die Matrixz A ist quadratisch, wenn m = n gilt.
Wir schreiben My, xn(K) fuer die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Werten in K.

Definition 2.2.2. FEine (1 x n) Matriz wird als Zeilenvektor, eine (m x 1) Matriz als Spaltenvektor
bezeichnet.

Definition 2.2.3. Wir schreiben Oy, xp, fuer die (m x n) Matriz, deren Werte alle Null sind.
Wir schreiben 1, fuer die Matriz (a;;) € Myxn(K), fuer die a; = 1 V1 < i < n und a;; = 0
V0 <i,5 <n,i#j gilt

Beispiel 2.2.4. Esist 15 = (é (1)

1 0 0
) und 13=10 1 0
0 0 1
Definition 2.2.5.
(1) Seinen A = (ai;) und B = (b;;) Elemente von My, xn(K). Wir definieren die Summe A+ B als
die (m x n) Matriz (c;;) mit ¢;; = a;j + bij.
(2) Sei A = (a;;) € Myxn(K) und o € K. Dann ist das Skalarprodukt oo - A € My, xn(K) als die
Matriz mit Eintraegen (ca;j) definiert.

1
- . 1 -1 0 1 1 1 -1
Ubung 2.2.6. Es seien A = (0 3 ), B = _21 , C = <_2 0), D = (_2 1 0) und E =
1 -1
2 0 |. Fuer welche Paare XY € {A,B,C,D,E} ist 2X +Y definiert, und was ist der Wert?
1 1
Theorem 2.2.7. Es seien A, B,C € M,,xn(K) und o, € K. Dann gilt
(1) (Kommutativitaet) A+ B=B+ A
(2) (Assoziativitaet) A+ (B+C)=(A+ B)+C;
(3) A+ Omin = Oppgn + A= A;
(4) a(B-A) =(af)- A;
(5) (a+B)A = ad+ AA;
(6) a(A+ B) = aA + aB.
Proof. (1) Wir schreiben A = (a;;) und B = (b;;). Dann ist
(A+ B)ij = aij + bij = bij + ai; = (B + A)ij.
Die anderen Aussagen koennen aehnlich bewiesen werden. O

Die Multiplikation von zwei Matrizen ist komplizierter:

Definition 2.2.8. Let A € My, «n(K) and B € M, x,(K). Dann ist das Produkt AB die (m X p)-Matriz
(cir) mit

n
Cik = @i1big + aiobak + ... ainbry, = E a;jbjg-
=1

(2 3) ()= (o5

1 2 5 1
-1 1 G _11> =(1 2
2 -9

Beispiele 2.2.9. Es gilt

Theorem 2.2.10.



(1) (Assoziativitaet) Seien A € Mpy,xn(K), B € Myxp(K) und C € M,y ,(K). Dann gilt
A(BC) = (AB)C.
(2) (Distributivitaet) Seien A € My, xn(K), B € Myxp(K) und C € Myx,(K). Dann gilt
A(B+C)=AB+ AC.
(3) Seien A € Myun(K), B € Myxp(K) und o € K. Dann gilt
a(AB) = (aA)B = A(aB).
Proof. Ueberpruefen Sie die Aussagen direkt von der Definition. O

Beachte 2.2.11. Es seien A € Myun(K) und B € My, yp,(K). Dann sind die beiden Produkte AB und
BA dann und nur dann definiert, wennm = p. In diesem Fall ist AB € M, xm(K) und BA € My, xn(K).

Beispiele 2.2.12.

I =10 Lol
(i) Es seien A = und B= (0 1 |. Dann gilt
0 1 2
1 0
L o 1 -2 -2
AB = 5 1 BA=|(0 1 2
1 -1 0
1 -1 0
(ii) Es seien nun A wiein i) und C= |0 1 0. Dann ist
1 0 1

1 -2 0
AC_(Z 1 2)’

Beispiel 2.2.13. Sei A € M,,x,(K). Dann gilt
Al, =1,A=A.

aber C'A ist nicht definiert.

Definition 2.2.14. Es seinen A, B quadratische Matrizen. Dann kommutieren A und B wenn AB =
BA.

Warnung 2.2.15. Es sein > 2. Dann gibt es viele Matrizen A, B € M« (K), die nicht kommutieren!
Ubung 2.2.16. Sein > 2. Finden Sie Matrizen A, B € M, wn(R) so dass AB # BA.

Definition 2.2.17. Es sei A = (a;j) € Mpxn(K).
(1) A ist diagonal falls a;; =0 fuer all i # j.
(2) A ist eine obere Dreiecksmatriz falls a;; = 0 fuer alle i > j.

1 2 0
Beispiel 2.2.18. Fuer all n ist die Einheitsmatrix 1,, diagonal. Die Matrix | 0 —1 1 | ist eine obere
0 0 2

Dreiecksmatrix.

Definition 2.2.19. Fine (n x n)-Matriz A ist invertierbar wenn es eine (n x n)-Matriz B gibt, so dass
(4) AB=BA=1,,.

Lemma 2.2.20. Wenn A invertierbar ist, dann gibt es genau ein B, dass Gleichung erfuellt. Wir
nennen B die inverse Matrix von A, und wir schreiben A~!.

Proof. Nehmen wir an, es gibt zwei (n x n)-Matrizen B und B’, die die Gleichung erfuellen. Dann
gilt
B = B1, = B(AB') = (BA)B'=1,B'=B".

Beispiele 2.2.21.

0 1

(1) Die Matrix A = (_1 0

) ist invertierbar, und A=! = ((1) 01).

10



(2) Die Matrix B = (3 é) ist nicht invertierbar.

Bemerkung 2.2.22. Wir werden uns spaeter im Kurs mit Fragen der Invertierbarkeit naeher beschaefti-
gen.

Theorem 2.2.23. Es seien A, B invertierbare (n x n) Matrizen. Dann gilt
(AB)™' =B7'tA™%
Proof. Ubung. O

Bemerkung 2.2.24. Die Umkehrung der Faktoren kennen wir aus dem Alltag: wenn wir morgens erst
Socken und dann Schuhe anziehen, so ziehen wir sie abends in umgekehrter Reihenfolge wieder ausﬂ

2.3. Elementare Zeilenoperationen.

Definition 2.3.1. Es sei A eine (m x n)-Matriz. Die elementaren Zeilenumformungen (EZU) auf A
sind folgendermassen definiert:
o P(r,s) fuer 1 <r < s < m: Vertauschen der Zeilen r und s;
o M(r,\) fuer 1 <r <m und X\ € K, X\ # 0: Mutiplikation der Zeile r (d.h. aller Werte der Zeile
r) mit \;
o S(rys,A\): fuer 1 <r,s<m,r=#sund A € K, A\ # 0: Addition von X\ x (Zeile r) zur Zeile s.

Definition 2.3.2. Wir sagen, dass zwei Matrizen A und A’ zeilen-aequivalent sind, wenn wir A’ durch
die Anwendung von endlich vielen (EZU)s auf A erhalten.

1 2 0
Beispiel 2.3.3. Essei A= |1 0 —1|. Dann gilt
01 0
1 2 0
P(2,3) — (0 1 0
1 0 -1
-1 -2 0
M1,-1) =0 1 0
1 0 -1
-1 0 0
S(2,1,2) — 10 1 0
1 0 -1

Bemerkung 2.3.4. Diese Definition ist symmetrisch in A und A’: wenn wir A" durch die Anwendung
von endlich vielen (EZU)s auf A erhalten, dann erhalten wir auch A’ durch die Anwendung von endlich
vielen (EZU)s auf A; mit anderen Worten, die (EZU)s sind umkehrbar. Zeigen Sie das.

Definition 2.3.5. Fine (m x n)-Matriz ist in reduzierter Zeilenform, wenn folgende Bedingung erfuellt
18t:
(1) in jeder Zeile ist das erste von null verschiedene Element (falls es eins gibt) eine 1 (wir nenen

es die fuehrende 1),
(2) ausser einer fuehrenden 1 sind in dessen Spalte nur Nullen.

Beispiele 2.3.6.

0 2
(1) Die Matrix A = -2 5 | ist in reduzierter Zeilenform.
0 0

(2) Die Matrix B = ist nicht in reduzierter Zeilenform.

o
OO O OO

—3 | ist nicht in reduzierter Zeilenform.

(3) Die Matrix C =

oo oor 00O
cCoONMNORO OO
|
N

3Diese Beobachtung stammt von Hermann Weyl.
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(4) Die Matrix D = ist in reduzierter Zeilenform.

o = O
= O O
o O =
(G20 NV

Theorem 2.3.7. Jede Matriz A ist zeilen-aequivalent zu einer Matrix in reduzierter Zeilenform.

P?”OOf. Schreibe A = (aij)lgingSan mit ai; € K.

e Falls alle Werte in der ersten Zeile null sind, dann ist Bedingung (1) fuer diese Zeile erfuellt.

e Falls es einen Wert in der ersten Zeile gibt, der nicht null ist, dann sei k der kleinste Index j, so
dass a1; # 0 (d.h. ayy, # 0, aber aj; = 0 fuer alle 1 < j < k). Wende die (EZU) M(1,a;;') an;
dann ist Bedingung (1) erfuellt.

o Wende (EZU) S(1,4, —a;) an fuer alle 2 < ¢ < m; damit sind alle anderen Werte in Spalte k
gleich null.

Wir wenden jetzt die gleiche Strategie auf die zweite Zeile an.

e Falls alle Werte in der zweiten Zeile null sind, dann ist Bedingung (1) fuer diese Zeile erfuellt.

e Falls es einen Wert in der zweiten Zeile gibt, der nicht null ist, dann sei ¢ der kleinste Index j,
so dass azj # 0 (d.h. age # 0, aber ag; = 0 fuer alle 1 < j < ). Wende die (EZU) M (2,ay,') an;
dann ist Bedingung (1) erfuellt. (Beachte: ¢ # k!)

e Wende (EZU) S(2,4, —a;) an fuer alle 1 < i < m, i # 2; damit sind alle anderen Werte in Spalte
¢ gleich null.

Wiederhole das Verfahren fuer die anderen Zeilen. O

Definition 2.3.8. Eine (m xn) Matriz A ist in reduzierter Zeilenstufenform (eng: row-reduced echelon
form), wenn folgende Bedingungen erfuellt sind:

(1) A ist in reduzierter Zeilenform;

(2) alle Zeilen von A, deren Werte alle gleich null sind, liegen unter den Zeilen, die einen von Null
verschiedenen Wert enthalten;

(8) die fuehrende 1 einer Zeile liegt rechits von der fuehrenden 1 der Zeile darueber.

Mit anderen Worten, A hat folgende Form:

O OO O OO
[=NeNeNeNelS
O OO OO *
[=NeleBeol -
OO OO ¥ ¥
OO OO * ¥
S OO+ OO
SO O OO
O O ¥ ¥ % ¥
O O ¥ X % ¥

Theorem 2.3.9. Jede Matriz ist zeilen-aequivalent zu einer Matriz in reduzierter Zeilenstufenform.

Proof. In Satz[2.3.7/haben wir bewiesen, dass jede Matrix zeilen-aequivalent zu einer Matrix in reduzierter
Zeilenform ist. Es sei nun A eine Matrix in reduzierter Zeilenform. Wir koennen sie in reduzierte
Zeilenstufenform ueberfuehren, indem wir endlich oft die (EZU) P(r,s) (d.h. Vertauschen von Zeilen)
anwenden. (]

12



0
Beispiel 2.3.10. Essei A= |1 4 0 —1] € M3x4(R).
2

6 -1 5
1 4
1 01 -3 -3
M(1,—§) - (1 4 -1
2 6 -1 5
01 —4% —73
5(1,2,-4) — (10 &% %
2 6 -1 5
1 4
01 -3 -3
S(1,3,-6) — 1o 3 I
2 0 1 %
01 -3 -3
S(2,3,-2) — 10 3 55
00 =5 P
01 -+ -2
3 3 9
M(3,—5) - (10 % I
o0 1 -4
01 -+ -2
4 3
sG2-3) - (10 0 g
o0 1 -4
01 0 -2
1
SB.L3) — |1 00 g”’
00 1 -4
100 ¥
P(1,2) — |0 1 0 =2
1
001 -4

Im naechsten Abschnitt werden wir sehen, dass diese Rechnungen mit Matrizen sehr nuetzlich sind,
um lineare Gleichungssysteme zu loesen.

2.4. Lineare Gleichungssysteme.

Beachte 2.4.1. Betrachte das lineare Gleichungssystem
20 —y =3
—z+3y=—-1
Wir koennen es mit Hilfe von Matrizen schreiben als
(3 6)-()
-1 3 Y -1/

Allgemein gilt: gegeben seinen m,n > 1 und V1 < ¢ < m eine Gleichung

n
E aijxj = bl
j=1

mit Unbekannten x;. Dann koennen wir dieses Gleichungssystem in Matrizform ausdruecken:

a1 e A1n T b1
. a1 ‘e as i) b2

Ax =0b, wobei A= ", z= , b=
Aml - Qmn Ty bm

Definition 2.4.2. Fs sei (S): Ax = b ein lineares Gleichungssystem, wobei A eine (m X n)-Matriz ist.
o Wir schreiben L(S) fuer die Loesungen des Gleichungssystems, d.h.
T
LS)=<Sz=|...] 2, €K, Axr =10
Tm
13



o Die erweiterte Matriz Alb ist die (m x (n+ 1)) Matriz, bei der der Spaltenvektor b als (n+ 1)ste
Spalte der Matriz A hinzugefuegt wird.

Beachte 2.4.3. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist durch die erweiterte Matriz Alb vollstaendig
bestimmdt.

Bemerkung 2.4.4. Wenn b = 0, dann schreiben wir A anstatt der erweiterten Matiz A|0; man nennt
ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = 0 homogen.

Theorem 2.4.5. FEs seien
(S): Az =b und (S"):Az=V
lineare Gleichungssysteme von jeweils m Gleichungen in n Unbekannten. Nimm an, dass die erweiterte
Matriz A"V zeilen-aequivalent zu Alb ist. Dann gilt L(S") = L(S).
Proof. Wir machen zunaechst folgende Beobachtungen:

e es ist ausreichend, den Satz zu zeigen, dass wenn (S’) von (S) durch eine (EZU) konstruiert ist;
e es folgt von Bemerkung dass es ausreichend ist zu zeigen, dass L(S) C L(S’)E|

Wir muessen also folgende Behauptung beweisen: wenn (S’) von (S) durch eine (EZU) konstruiert ist,
dann gilt L(S) C L(S’). Wir analysieren dazu jede der drei Operationen einzeln: fuer die Operationen
P(r,s) und M(r, ) ist die Behauptung offensichtlich. Fuer die Operation S(r, s, A) argumentieren wir
wie folgt: wenn (S’) von (S) durch die Operation S(r, s, A) konstruiert wird, dann unterscheiden sich die
erweiterten Matrizen A|b und A’|b’ nur in der Zeile s:

ayj = asj + Aay; und bl = by + A\b,..
Es sei z eine Loesung von (5), d.h. V0 <i < m gilt
;171 + -+ ainxyn = b;.
Dann gilt ebenfalls
as1x1 + -+ aspny + AMarix1 + - 4 arn&n) = bs + Ab,
& awy +-+al,x, =0,

d.h. z ist eine Loesung von (5”). O

Wir koennen also versuchen, ein lineares Gleichungssystem (S) : Az = b zu loesen, indem wir die
erweiterte Matrix durch (EZU)s in reduzierte Zeilenstufenform umformen.

Beispiel 2.4.6. Betrachten wir das lineare Gleichungssystem (S) : Az = 0, wobei

0 -9 3 4
A=|1 4 0 —-1]| € Msuu(R).
2 6 -1 5
Wir haben bereits in Beispiel [2.3.10] gesehen, dass A zeilen-aequivalent zu folgender Matrix ist:
100 &
A=(fo 10 -3
i
00 1 —%
Wir koennen nun also direkt die Loesungen ablesen:
17 5 11
L(S) = {xl = —Em, To = §x4, T3 = ?M 1 Xy € K}.
9
Betrachten wir nun das Gleichungssystem (S’) : Ax = b, wobei b= | 5 |. Die erweiterte Matrix ist
-5
0 -9 3 4 | 9
1 4 0 -1 5
2 6 -1 5 | -5

4Durch Symmetrie folgt dann, dass L(S’) C L(S), und so L(S) = L(S").
14



Mit den gleichen Schritten wie in Beispiel [2.3.10] wandeln wir sie in reduzierte Zeilenstufenform um:

1 22
oo 5 | —%
010 -2 | ;5—2
i1 1
001 —% | =
d.h.
n 17 22 5 12 11 51
T+ —Ty=——, XTo— -Ty=— X3— —Tqg=—
1+ s 5 T2 glaT % 37 3T
und wir erhalten die Loesungsmengeﬂ
x1
22 17 12 5 51
L(S)=<z= ﬁ; :m1:—€—§x47x2—€+§x4,x3:€ §x4. ry € K
x4
Beispiel 2.4.7. Gegeben sei
1 -2 1 X bl
(S) : 2 1 1 X2 = b2 y
0 5 -1 T3 b3

1 -2 1 | b
A=[2 1 1 | b
0 5 —1 | b

1 -2 1 | by
5(1,27—2) — 0 5 -1 | by — 2by
0 5 -1 | bs
1 -2 1 | by
$(2,3,1) — [0 5 -1 | by—2b
0 0 0 | b3—by+2b
) 1 -2 1 | by
M(2, 5) — 0 1 =1 | ZL(ba—2b)
0 0 | b3—by+2b
10 2 | %(bl + 2by)
S(2,1,2) — 0 1 =1 | £(ba—2by)
0 0 0 | b3g—by+2b
In other words, (5) is equivalent to
3 1 1 1
1‘12—31‘34-6((714—2()2), x2=g$3+g(b2—2b1), 0 =b3 — by + 2by.

Es koennen also folgende Faelle auftreten:

e wenn by — by + 2b; # 0, dann gibt es keine Loesung: L(S) = 0;
e wenn by — by + 2b; = 0, dann ist das System aequivalent zu

3 1 1 1
1 51’3 + 5(()1 + bz), ) 5333 + 5(52 b1>,
T
d.h. L(S) =qTrT=|T2]| T = 7%1’3 + %(bl + 21)2), To = %1‘3 + %(bg — 2b1) cax3 €R
Zs3

5Ich bedanke mich bei Leopoldt Karl, der mich auf einen Fehler in der Rechnung hingewiesen hat.
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3. VECTOR SPACES
3.1. Definition und Beispiele.

Definition 3.1.1. Es sei K ein Koerper. Ein Vektorraum ueber K ist eine Menge V mit zwei Opera-
tionen

(5) +: VXV =V, (v1,v) — v1 + v,
(6) X KxV oV (W) A

so dass die folgenden Bedingungen erfuellt sind:

(VRI) Yoi,v0 €V @ 01 + 19 = v9g + v1;

(VRQ) Yoi,vo,v3 € Vi v + (’UQ + U3) :)’Ul +'U2) + vs;

(VR3) 30y €V so0 dass Vv € V gilt: Oy +v = v;

(VR4) Yo € V3w €V so dass v+ w = Oy ; with schreibmﬂ w=—v;
(VR5) Yvi,v9 € V und VA € K gilt Mvy + va) = vy + Ave;

(VR6) Yv € V and VYA, p € K gilt (A + p)v = v + po;

(VR7T) Yv € V and VYA, u € K gilt AM(pv) = (Ap)v;

(VR8) Yv € V gilt lv = v.

Bemerkung 3.1.2. Die Operationen und (@ heissen jeweils Vektor Addition und Skalar-Multiplikation.
Beispiele 3.1.3.

(1) Die Menge aller Spaltenvektoren <Z> mit x,y € K ist ein K-Vektorraum. Allgemeiner ist

die Menge aller Spaltenvektoren mit n Eintraegen ein K-Vektorraum unter der Addition und
Skalarmultiplikation von Matrizen (Def. [2.2.5); wir schreiben ihn als K™.
(2) Der triviale K-Vektorraum ist {0}.
(3) Die Menge aller Fibonacci Folgen von Definition ist ein R-Vektorraum.
(4) Es sei K ein Koerper, and K[z]=" die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K vom Grad
< n. Dann ist K[z]=" ein K-Vektorraum.
(5) Es sei
V={f:(0,1) = R: f ist stetig}.
Dann ist f ein R-Vektorraum unter der punktweisen Addition von Funktionen.
(6) Es sei
U={feV: f(1/2) =0}.
Dann ist U ein R-Vektorraum: es ist ein Unterraum von V.
(7) Es sei
U={feV:f1/2) =1}

Dann ist U’ kein R-Vektorraum (warum nicht?).

Satz 3.1.4. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gibt es genau ein Element mit der Eigenschaft (VR3);
wir nennen es die additive Identitaet von V.

Proof. Nimm an, dass Oy und 0f, die Eigenschaft (VR3) haben. Dann gilt
Oy :Ov-i-()/v ZO/V.
O

Korollar 3.1.5. Letv € V. Dann ist das Element in (VR4) eindeutig bestimmit; es heisst das (additive)
Inversd] von v.

Proof. Nimm an, es gibt u,u’ € V so dass
v+u=v+u =0yp.
Dann gilt
u=u+0y=u+@w+u)=(w+v)+u =0y +u =u'.
O
6Diese Schreibweise ist an dieser Stelle missverstaendlich, da (noch) nicht klar ist, dass es genau ein w gibt, so dass
v+ w = Oy gilt. Wir zeigen die Eindeutigkeit in Korollary

"Falls Sie etwas Gruppentheorie gelernt haben: (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
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Satz 3.1.6. Es sei V ein K Vektorraum, und es seien A € K und v € V. Dann gilt

(1) N0y =0y

(2) Ov = 0Oy

(3) (=A)v = —(\) = AM~v);

(4) if W =0y, then A\=0 orv=_0y.

Proof. (1) Dank Satz und (VR5) gilt
A0y = MOy + 0y) = A0y + A0y
Addiere —(M\0y) zu beiden Seiten und erhalte die Gleichung
Oy = AOy.
(2) Wir argumentieren aehnlich:
Ov=(0+0v=0+0 = 0y =0v.

(3) Uebung.
(4) Wir zeigen folgende Aussageﬂ wenn Av = Oy und A # 0, dann gilt v = 0. Da A # 0, hat A ein
multiplikatives inverses Element A~! € K. Dann gilt

(7) v = 0y s A ow) =0y wegen (1)
(8) s (AN)v =0y wegen (VRT)
9) & lv=v=0y wegen (VRS8)

3.2. Unterraume.

Definition 3.2.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teillmenge U C V ist ein Unterraum wenn U # ()
und wenn sie bezueglich Addition und Skalar-Multiplikation abgeschlossen ist, d.h. wenn sie folgende
zwei Bedingungen erfuellt:

(UR1) Yu,v € U gilt u+v € U;
(UR2) Yu € U und V) € K gilt hu € U.

Wir schreiben U < V.
Der folgende Satz ist nuetzlich um festzustellen, ob eine Teilmenge eines Vektorraumes ein Unterraum
ist:

Satz 3.2.2. Eine Teilmenge U von einem Vektorraum V ist dann und nur dann ein Unterraum von V,
wenn folgende Bedinungen erfuellt sind:

(1) Oy € U;
(2) Vu,v € U und A € K gilt \u+v e U.

Proof. Nimm an, dass U ein Unterraum ist. Da U # 0, gibt es ein u € U. Da U bezueglich der
Salar-Multiplikation abgeschlossen ist, gilt

ouelU < 0yel,

da Ou = Oy (Prop. (2)). Es seien nun u,v € U und A € K. Dann ist Au € U wegen (UR2) und
Au+v € U wegen (UR2).

Nimm nun an, dass die Bedingungen erfuellt sind. Dann ist U nicht die leere Menge da Oy € U. Es
seien nun u,v € U. Fuer A = 1 erhalten wirt u + v € U. Weiterhin, fuer A € K und v = Oy erhalten wir

A+ 0y = u e U,

d.h. U ist ein Unterraum. O

Beispiele 3.2.3.

(1) Es sei V ein Vektorraum. Dann sind {0} und V die trivialen Unterracume von V.

8Vergewissern Sie sich, dass diese Aussage aequivalent zu (4) ist.
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(2) Essei V =R?, und es sei
x
U= yleV:iz4+y+2=0
z

Dann ist U ein Unterraum von V.
(3) Wie im vorherigen Beispiel sei V = R3. Es sei A € R, A # 0. Dann ist
x
U = yleViz+y+z=2A
z
kein Unterraum von V', da er unter den Operationen der Addition und der Skalar-Multiplikation
nicht abgeschlossen ist.

(4) Das vorherige Beispiel hat folgende Verallgemeinerung: es sei A € My, x»(K) und b € My, 1 (K),
und wir betrachten das lineare Gleichungssystem

(S): Az =b.

Die Loesungsmenge L(S) C K™ ist dann und nur dann ein Unterraum von K™, wenn b = 0; in
diesem Fall nennen wir (S) ein homogenes lineares Gleichungssystem.

(5) Es sei V. = Msy2(C) (ein komplexer Vektorraum unter der normalen Matrix-Addition) und U
die Teilmenge der invertierbaren Matrizen. Dann ist U kein Unterraum, da die Null-Matrix nicht
invertierbar ist.

(6) Wieder sei V. = Msyx2(C) und U’ die Teilmenge der nicht invertierbaren Matrizen. Ist U’ ein
Unterraum? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel. Wie ist es mit der Teilmenge U”
der oberen Dreiecksmatrizen?

Das folgende Beispiel ist sehr wichtig:
Satz 3.2.4. FEs sei V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. Es sei
U:{)\1U1—|—"'—|—/\n1}n: /\ZGKVISZSH}

Dann ist U ein Unterraum; wir nennen thn den von vy, ..., v, erzeugten Unterraum oder die lineare
Huelle von vy, ..., v, und schreiben

U= <’U1,...,’Un>.

Proof. Wir beweisen den Satz mit Hilfe von Satz fuer \y = --- = A\, = 0 erhalten wir Oy € U. Es
seien nun u,w € U und A € K. Aufgrund der Definition von U gibt es Skalare p1,..., 1, und v1,...,v,
so dass

U= v + -+ ppvy, und w =101 + -+ Vpuy,.
Daher
U+ Aw = pyvy + -+ ppvn + Ao + -+ vpo,)
= (1 + Av)vr + -+ (fn + Avp)vg

was ebenfalls ein Element von U ist. O

Bemerkung 3.2.5. Wir koennen diese Beispiel wie folgt verallgemeinern: es sei S eine (moeglicherweise
unendliche) Teilmenge von V. Wir definieren die lineare Huelle von S als

(SY={veV:In>0,v1...,v, €S und Ay ..., \, € K so dass v =\ + -+ \vn}.
Insbesondere ist der Null-Vektorraum die lineare Hiulle der leeren Menge.

Beachten Sie, dass S unendlich sein kann: wir erlauben trotzdem nur endliche Summenﬂ

Beispiel 3.2.6. Es sei V = Mayx2(R), und es sei U der von den Matrizen e;; = <(1) 8), e1g = (8 (1))

und ey = (8 (1)> erzeugt Unterraum. Dann ist U der Unterraum der oberen Dreiecksmatrizen.

Es seinen nun vy = eq1 + €12, v3 = €12 + €92 und vz = €95 + €17. Was ist <’U1,’U2,’U3>?

9Fuer unendliche Summen bracht man den Begriff der Konvergenz — diese fuehrt zu der Theorie von Banachraeumen.
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1 2 2
Beispiel 3.2.7. Es sei V = R3, und es sei U = < 21,12 > Ist der Vektor v = (2| in U
-1 2 3

enthalten? Wir koennen diese Frage as lineares Gleichungssystem formulieren: hat das System
1 2 - 2
S): | 2 -2 ( ) =12
-1 2)V 3
eine Loesung? Uebung.

Satz 3.2.8. Es sei V ein Vektorraum und U <V ein Unterraum. Dann ist U ebenfalls ein Vektorraum.
Ausserdem gilt: wenn W < U und U <V, dann W < V.

Proof. Ueberpruefen Sie die Axiome. O

Aus zwei Unterracumen lassen sich auf mehrere Arten neue Unterracume konstruieren:

Theorem 3.2.9. FEs seien U W < V.

(1) Die Schnittmenge
UnNnW={veV:iveUAveW}

ist ein Unterraum von V.
(2) Die Summe von U und W,

U4+W={ut+w: uelU weW}
ist ein Unterraum von V.

Proof. Wir beweisen (1) mit Hilfe von Satz da U und W Unterracume sind, enthalten beide das
Element 0y . Daher gilt Oy € UNW. Es seien nun u,w € UNW und A € K. Da U und W Unterraeume
sind, ist das Element u + Aw in beiden Unterraeumen enthalten, und daher auch in U N W.

(2) kann mit aehnlichen Argumenten bewiesen werden (Uebung). O

3.3. Basen von Vektorraeumen. Zurueck zum Satz [3.2.4}

Definition 3.3.1. Es sei V' ein Vektorraum und vy,...v, € V. Ein Element der Form

)\11}1 + - +)\nvn

mit \; € K ist eine Linearkombination von vy, ..., v,.
x
Beispiel 3.3.2. Essei V = R? und v = | y | € R3. Dann koennen wir v als eine Linearkombination
z
1 0 0
der Vektorene; = |0 ],eo = | 1| und e3 = | 0| schreiben:
0 0 1

v = re1 + yes + zes.

Definition 3.3.3. FEs sei V ein Vektorraum. Dann ist V endlich-dimensional wenn es endlich viele
Vektoren vy, ...,v, € V gibt so dass

V={_v1,...,0n):
mit anderen Worten, wenn jeder Vektor als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, geschrieben wer-
den kann; diese Linearkombination muss nicht eindeutig sein. Wir nennen v1,...,v, ein Erzeugen-

dessystem.

Beispiele 3.3.4.
(1) Beispiel zeigt, dass eq,es, e3 ein Erzeugendensystem von R3 ist; daher ist R® endlich-
dimensional.

(2) Auf gleiche Weise koennen wir zeigen, dass der Vektorraum R™ ist endlich-dimensional ist.
(3) For n > 1 ist M,,«,(K) endlich-dimensional.
(

4) Es sei
U= {(i Z) € Maya(R) : ad}.

Dann ist U ein endlich dimensionaler Unterraum von Msyo(R). (Uebung: beweisen Sie das, und
finden Sie in beiden Faelle ein endliches Erzeugendessystem.)
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(5) Es sei V der Vektorraum aller unendlichen reellen Folgen
V= {(ao,al,an .. ) La; € RVZ},

wobei die Addition und Skalarmultiplikation wie in Kapitel [I.1] definiert sind. Wir werden in
Beispiel beweisen, dass V nicht endlich-dimensional ist. Allerdings haben wir schon gese-
hen, dass der Unterraum der Fibonacci-Folgen endlich-dimensional ist: die Folgen F¢ 1 und F o
sind ein Erzeugendessystem (Satz [1.1.9).

Beispiel 3.3.5. Sind die Vektoren

1 0 1
v = -1 s Vo = 1 y V3 = 0
-1 2 1

ein Erzeugendensystem von R3? Mit anderen Worten, hat das lineare Gleichungssystem

1 0 1 T bl
(10) -1 1 0 X9 = b2
-1 2 1 I3 b3
by
eine Loesung fuer alle Vektoren | by | € R3? Die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Matrix ist
bs
10 1 | by
0 1 1 | by + by
0 0 0 | by3+b—2b

Mit anderen Worten, hat genau dann eine Loesung, wenn by = 2by + b1; ansonsten hat es keine
1

Loesung. Das bedeutet, dass z.B. der Vektor | 1 | nicht in der linearen Huelle von v, vs, vs enthalten
0

ist, d.h. vy, v2,v3 ist kein Erzeugendensystem von R3.

Die Definition wirft folgende Fragen auf:

e Wie (wenn ueberhaupt) koennen wir die Dimension eines Vektorraums definieren?
e Wenn V ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, ist dann auch jeder Unterraum von V endlich-
dimensional?

Zurueck zum Beispiel das Erzeugendensystem eq, es, e3 hat eine wichtige Eigenschaft, naemlich
dass jedes Element in R® eindeutig als eine Linearkombination der Vektoren dargestellt werden kann: es
a
seiv= | b |. Dann gilt
c

v = ae1 + bey + ces,
und es gibt keine andere Moeglichkeit, v als Linearkombination der Vektoren eq, es, €3 zu schreiben.
Nun ist eq, es, €3, f mit f = e; + es ebenfalls ein Erzeugendensystem: allerdings hat es den Nachteil,

dass sich Vektoren in R? nicht mehr eindeutig als Linearkombination der erzeugenden Vektoren schreiben
lassen: z.B.

0

0] =061+ 0ey + 0e3 = €1 + €2 — f.

0
Definition 3.3.6. Es sei V' ein Vektorraum, und es seien vy,...,v, € V linear unabhaengig. Dann sind
v1,...,V, linear unabhaengig, wenn sich Oy eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren darstellen
laesst: naemlich

Oy =0ey + -+ Ovy,.
Mit anderen Worten, vy, ...,v, sind linear unabhaengig wenn gilt
a1v1 + -+ apv, =0 = o =---=a, =0.

Wenn sie nicht linear unabhaengig sind, dann nennen wir sie linear abhaengig.
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Bemerkung 3.3.7. Wir koennen diese Definition of unendliche Erzeugendensystem verallgemeinern:
es sei S C V. Dann ist S linear unabhaengig wenn jede endliche Teilmenge von S linear unabhaengig
15t.

Wenn vy, ...,v, € V linear unabhaengig sind, dann laesst sich jeder Vektor in der linearen Huelle von
v1,...,V, eindeutig als Linearkombination der Vektoren darstellen:
Satz 3.3.8. Es scien vi,...,v, € V linear unabhaengig. Dann kann jeder Vektor v € (v1,...,Vm)
eindeutig als Linearkombination von v1,...,v, dargestellt werden.
Proof. Nimm an, es gibt v € (v1,...,v,,) so dass

V=0q01 + ...0,0, = P1v1 + -+ Butn
fuer ay,...,an,B1,...,0s € K. Dann gilt
(o1 + -+ anvn) = (Bror + -+ + Bpvn) = 0

e (a1 = Br)vr + -+ + (@ — Br)vn = Oy
= ar—pr=-=a,— B =0,
da vy, ...,v, linear unabhaengig sind. Daher gilt
ar =P, a=P8 ... a,=p,
was zu beweisen war. (Il

Beispiele 3.3.9.
(1) Es sei V =R?, und wir betrachten die Vektoren

() = (3): =)

Dann sind vy, v9, v3 linear abhaengig: 2v; — vy —v3 = 0. Hingegen sind die Vektoren vy, v linear
unabhaengig: die einzige Loesung des linearen Gleichungssystems

G2)6)-0)
() = (o)

(2) Es sei V =R3 und wir betrachten die Spaltenvektoren

0 -9 3 4
v = 1 5 Vg = 4 , Uz = 0 5 Vg = -1
2 6 -1 5

Sind diese Vektoren linear unabhaengig? Mit anderen Worten, hat die Gleichung
(11) T1V1 + Tovs + x3v3 + x404 =0

eine Loesung ausser x1 = x5 = x3 = x4 = 07 Wir haben diese Frage bereits in Beispiel 2.3.5

beantwortet: x4 € R beliebig und
17 5 11
T1 = §$4, T2 = 54, T3 = 5334
ist eine Loesung von . Daher sind die Vektoren linear abhaengig.
(3) Generell kann man zeigen, dass je drei Vektoren in R? (allgemeiner: je n + 1 Vektoren in R™)
linear abhaengig sind — wir werden spaeter verstehen, warum dies so ist.
(4) Per Konvention ist die leere Menge () linear unabhaengig, und es gilt (0)) = {0}.

Lemma 3.3.10. Es seien vy,...,v, € V.
o Wenn zwei der Vektoren vy,...,v, gleich sind, oder wenn ein Vektor ein Vielfaches von einem
anderen Vektor ist, dann sind v1,...,v, linear abhaengig.
o Wennuvy,...,v, linear unabhaengig und cy,...,c, € K alle # 0 sind, dann sind auch cyvy, ..., Cpn
linear unabhaengig.
o Wenn einer der Vektoren der Nullvektor Oy ist, dann ist vy,...,v, linear abhaengig.
Proof. Uebung. O

Lemma 3.3.11.
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(1) Es sei'V ein Vektorraum und v € V, v # {0}. Dann ist v linear unabhaengig.
(2) Der Nullvektor Oy ist linear abhaengig.

Proof. Klar. O
Satz 3.3.12. FEs seien vy ...,v, € V linear unabhaengig, und es sei v,41 ein Vektor in 'V, der nicht in
(v1,...,v,) enthalten ist. Dann sind vy, ...,Vn,Vny1 linear unabhaengig.

Proof. Nimm an, dass v1,...,vn, V41 linear abhaengig sind, d.h. es gibt a1,...,a,4+1 € K, nicht alle

null, so dass
a1V + -+ apy + app1vp41 = 0.

Dann ist ay,41 # 0, da vy, ..., v, linear unabhaengig sind. Dann aber folgt, dass
Upa1 = —a;}rl (11 + -+ + apvn),
d.h. v,41 € (v1,...,v,), was ein Widerspruch ist. Daher ist unsere Annahme falsch. O

Definition 3.3.13. Es sei V' ein Vektorraum. Eine Basis von V ist ein linear unabhaengiges Erzeugen-
densystem von V.

Beispiele 3.3.14.

(1) e1,e2,e3 ist eine Basis von R3; S = {eq,ea,e3, f} mit f = e; — ey ist hingegen keine Basis: so

haben wir
€1 = f + €2,

d.h. die Darstellung des Vektors e; als Linearkombination der Vektoren in .S ist nicht eindeutig.

(2) Fi,p und Fi 4 sind eine Basis des Vektorraums von Fibonacci Folgen. Die Folgen Fy; und Fi o
sind ebenfalls eine Basis.

(3) Es seien e11, e12 und eze wie in Beispiel Dann sind diese Vektoren eine Basis fuer den
Unterraum U der oberen Dreiecksmatrizen in Max2(R).

Hat jeder Vektorraum eine Basis?

Theorem 3.3.15. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann enthaelt jedes endliche Erzeu-
gendensystem eine Basis von V.

Proof. Es sei S ein endliches Erzeugendensystem. Waehle eine Untermenge 7" C S, die linear unab-
haengig ist und die groesstmoegliche Anzahl von Elementen enthaelt. Es gibt zwei Moeglichkeiten:

e Wenn die lineare Huelle von T gleich V ist, dann ist T eine Basis.

o Wenn (T') # V = (S5), dann koennen wir ein v € S wachlen, dass nicht in (T") enthalten ist. Dann
ist {v}US linear unabhaengig aufgrund von Satz was ein Widerspruch zur Definition von
T ist. Daher kann es ein solches v nicht geben, d.h. (T') = V.

O
Korollar 3.3.16. Jeder endlich-dimensionale Vektorraum besitzt eine BasisJT_q

Es liegt nahe, die Dimension eines Vektorraums as die Anzahl der Element einer Basis zu definieren.
Aber ist das wohldefiniert? Koennte ein endlich-dimensionaler Vektorraum nicht zwei Basen mit unter-
schiedlich vielen Elementen haben?

Lemma 3.3.17. (Austauschlemma) Es seiV ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, und S = {v1,...,v,}
eine Basis. Es sei w € V' nicht null, mit der Linearkombination

(12) w=qv] + -+ a,v,
mit a; € K. Wenn a; # 0, dann ist auch
S ={v1, ..., 01, W, V41, U )

eine Basis von V.
Lecture 9

Proof. Wir muessen zeigen, dass S’ ein Erzeugendensystem und linear unabhaengig ist.

10Es sei V = {0}. Dann ist () is eine Basis von V. Der Nullvektor ist ein Erzeugendensystem von V, aber keine Basis,
da er nicht linear unabhaengig ist.
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e Erzeugendensystem: wir zeigen zunaechst, dass v; € (v1,...,v;—1,W,Vj41,...,0,). Von Gle-
ichung (12]) sehen wir, dass
Oéj’Uj =w — E ;U5

i#]

(13) = v=—w-) —u

Es sei u € V. Da S eine Basis ist, ist es insbesondere ein Erzeugendensystem, und so gibt es
B1,...,0n € K so dass

u=L01v1+ -+ Bnon.
Indem wir Gleichung dort einsetzen, erhalten wir einen Ausdruck fuer u als Linearkombi-
nation von vi,...,0j—1,W,Vj41,- .., Up!

. o
u= &wntz (51' 5j.> v;,
o et aj
i#]

d.h. S’ ist ein Erzeugendensystem.

e Lineare Unabhaengigkeit: Nimm an, dass es Skalare ~v1,...,y, gibt, nicht alle gleich 0, so dass
Y101+ Y11 YW F ViV o e = 0.
Wir setzen Gleichung fuer w dort ein und erhalten
;v + Z(’Yz + Wjai)vi =0.
i#]
Da vy,...,v, linear unabhaengig sind, gilt daher
a;jv; =0 und v+ yja; =0Vi# j.
Nun ist a; # 0 und daher v; = 0, was impliziert, dass ebenfalls v; = 0 fuer alle ¢ # j.
O

Beispiele 3.3.18.
(1) Wir wissen aus Beispiel (1), dass eq, e2, e3 eine Basis von R? ist. Indem wir Lemma
mehrfach anwenden, sehen wir, dass e; + es, es + e3, e3 + e; ebenfalls eine Basis ist.
(2) Wir verstehen jetzt, warum sowohl Fi ,, Fi 4 als auch Fi g, Fo,1 Basen den Raumes aller Fi-
bonacci Folgen sind: von Satz [[.1.9] wissen wir, dass

Flo = Fi0 +©Fo,1 und Firyp =Fio0+0For.

Daher folgt aus dem Austauschlemma, dass Fi,,, F1,4 ebenfalls eine Basis ist.
(3) Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, der nicht der Null-Vektorraum ist. Dann hat
V' unendlich viele verschiedene Basen.

Theorem 3.3.19. (Austauschsatz) Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es sei vy, ..., v,
eine Basis von V. Es seien wq,...,wy linear unabhaengiger Vektoren in V. Dann gilt k < n, und es
gibt (n — k) Basisvektoren, die zusammen mit wy, ..., wy eine Basis von V bilden.

Proof. Wir beweisen den Satz ueber Induktion nach k.
k = 1: Das ist Lemma B.3.17

Wir nehmen nun an, dass der Satz fuer k gilt. Es seien wy, ..., w1 linear unabhaengiger Vektoren in
V. Dann sind auch wy, ..., wy linear unabhaengig, und es gilt k¥ < n und es gibt (n — k) Basisvektoren,
die zusammen mit wy, ..., wy eine Basis von V bilden. (Beachten Sie, dass der Fall k = n nicht eintreten
kann: dann waeren wy, ..., wy selber einen Basis, und wi,...,wry+1 koennen nicht linear unabhaengig
sein.)

Dann koennen wir wy4; als eine Linearkombination dieser Vektoren schreiben:
W41 = QW1 + -+ + QpWk + Qp1Vk+1 + - -+ AUy

mit a; € K nicht alle null. Da wy, ..., wg41 linear unabhaengig sind, ist wy41 nicht in dem von wy, . .., wg
erzeugten Unterraum enthalten. Es gibt also einen Index j, k41 < j < n, so dass «; # 0. Dann koennen
wir nach Lemma den Vektor v; gegen den Vektor wy4; austauschen und erhalten eine Basis

W1y e vy Wk U1y - -+ 3 Vj—1, W41, V415 -+ -5 Un
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Korollar 3.3.20. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien vy, ...,v, und wi, ..., Wy,
Basen von V. Dann gilt m = n. Mit anderen Worten, alle Basen von V haben die gleiche Anzahl von
Elementen.

Wir koennen nun endlich die Dimension eines Vektorraums definieren:

Definition 3.3.21. FEs sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Dimension von V ist die
Anzahl von Elementen einer Basis von V; wir schreiben dimg V. Wenn V' nicht endlich-dimensional
ist, dann schreiben wir dimg V = oo.

Beispiele 3.3.22.

(1) R3 ist ein 3-dimensionaler R-Vektorraum. Allgemeiner: R™ ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum;
die Standardbasis ist gegeben durch die Spaltenvektoren

1 0 0

0 1 0
e = . y €y = . yoeny Ep =

0 0 1

(2) Der Raum aller Fibonacci Folgen ist 2-dimensional.

(3) Es sei K ein Koerper und V = K[z]<". Dann ist dimg V =n + 1.

(4) C ist ein 1-dimensionaler C-Vektorraum (was ist eine Basis?), aber ein 2-dimensionaler R Vek-
torraum (mit Basis 1, Z)B

(5) Es gilt dimg{0} = 0, da @ eine Basis von {0} ist und |@] = 0. Der Null-Vektorraum ist der
einzige Vektorraum der Dimension 0.

(6) Es sei
T
U= y|l eR¥:z4+y+2=0
z
1 -1
Dann ist U ein zwei-dimensionaler Unterraum von R3, mit Basis 11,10
0 1
Theorem [3.3.19| hat ein paar schoene und interessante Konsequenzen:
Satz 3.3.23. Es sei V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit Dimension n. Es seienvy,...,v, €
V. Dann sind folgende Aussagen aequivalent:
(i) v1,...,v, sind linear unabhaengig;
(i) v1,...,v, sind ein Erzeugendensystem von V;
(iti) v1,...,v, sind eine Basis von V.

Proof. (iii) = (i),(ii) ist klar von der Definition.
(i) = (iii): Aufgrund von Theorem [3.3.19| koennen wir {v1,...,v,} zu einer Basis von V erweitern.

Aber jede Basis von V' hat n Elemente, daher ist {v1,...,v,} selber eine Basis.

(ii) = (iii): Aus Theorem folgt, dass {v1,...,v,} eine Basis enthaelt. Aber jede Basis von V
hat n Elemente, daher ist {v1,...,v,} selber eine Basis. O
Satz 3.3.24. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und es seien vy,...,vp € V.

(i) Wenn k < n, dann sind vq,...,v kein Erzeugendensystem fuer V.

(ii) Wenn k > n, dann sind vy, ..., vy linear abhaengig.
Proof. (i) Nimm an, dass vq,...,v; ein Erzeugendensystem fuer V ist. Dann enthaelt es eine Basis
(Theorem [3.3.15)). Da aber jede Basis n Elemente enthaelt, erhalten wir einen Widerspruch.

(ii) Nimm an, dass v, ..., v linear unabhaengig sind. Dann koennen wir {vy,..., v} zu einer Basis
von V erweitern (Theorem [3.3.19). Aber jede Basis enthaelt n Elemente, was wiederum einen Wider-
spruch ergibt. O

Beispiele 3.3.25.

(1) Zurueck zum Beispiel (3): es folgt direkt von Satz (3.3.24] dass alle n + 1 Vektoren in R
linear abhaengig sind.

HMan kann zeigen, dass R ein unendlich-dimensional Q-Vektorraum ist. Diese haengt eng mit der sogenannten Kon-
tinuumshypothese zisammen.
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(2) Essei V der Vektorraum aller reellen Folgen. Wir koennen jetzt beweisen, dass V nicht endlich-
dimensional ist: fuer n > 1 sei F,, die Folge, deren nter Wert eine 1 ist und alle anderen Werte
null sind. Dann ist die unendliche Menge {F,, : n > 1} linear unabhaengig. Es folgt aus
Proposition (ii), dass V nicht endlich-dimensional sein kann.

3.4. Basen von Unterraeumen.

Beachte 3.4.1. Es sei V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V, und es seien uq,...,u, € U.
Wenn uq, ..., uy, linear unabhaengig sind als Elemente von U, dann sind sie ebenfalls linear unabhaengig
als Elemente von V.

Satz 3.4.2. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und es sei U ein Unterraum von V.
Dann ist U endlich-dimensional, und
dimK U S dimK V,

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn U = V.

Proof. Es sei n = dimg V. Wenn U = {0}, dann ist dimx U = 0 (Beispiel [3.3.22] (4)), und die Aussage
folgt.

Nimm also an, dass U # {0}. Sei uy € U, u; # Oy. Dann gibt es zwei Moeglichkeiten: entweder
ist U = (uq): in diesem Fall ist u; eine Basis fuer U, d.h. dimg U = 1, und die Aussage folgt. Oder
(u1) € U: dann waehle us € U — (uq). Es folgt von Satz dass u1, us linear unabhaengig sind.

Dann gibt es wieder zwei Moeglichkeiten: entweder ist U = (u1,us); in diesem Fall sind u1, us einen
Basis von U. Oder (uj,us) € U; in diesem Fall waehlen wir ein ug € U — (uy, us) usw.

Aufgrund von Satz muss dieser Prozess nach hoechstens n Schritten enden. Wir erhalten also
eine Liste wy,...,ur fuer & < n von linear unabhaengigen Vektoren so dass U = (uy,...,u). Es folgt
von der Definition, dass u, ..., u eine Basis von U sind. Daher gilt

dimg U =k <n=dimg V.

Wenn U =V, dann gilt natuerlich £ = n. Nimm umgekehrt an, dass £ = n. Die Vektoren uq, ..., ux
sind eine Basis fuer U und daher linear unabhaengig; sie sind ebenfalls linear unabhaengig als Elemente
von V' (Note [3.4.1)). Dann folgt von Satz [3.3.23] dass sie eine Basis von V sind, und daher U =V. O

Wir haben in Theorem [3.2.9| gesehen, dass sich aus zwei Unterraumen U, W von V die Unterraeume
UNW und U+W bilden lassen. Was koennen wir ueber deren Dimensionen sagen? Die naive Vermutung,
dass dim(U 4+ W) = dim U + dim Wgilt, ist (im allgemeinen) falsch: wenn beispielsweise U = W < V
und U # {0}, dann gilt

dim(U + W) =dimU < 2dimU.

Sehen wir uns ein weiteres Beispiel an, um die Phaenomene, die auftreten koennen, besser zu verstehen:

Beispiel 3.4.3. Betrachte den Vektorraum R* mit der Standardbasis e1, e, €3, e4.
e Es seien U = (e1,e2) und W = (e3). Dann ist
U + W = <ela €2, €3>,
die Vektoren ey, eq, e3 sind linear unabhaengig, und daher gilt
dm(U+W)=3=2+1=dimU + dim W.
e Es seien nun
U' = (ea, e3) und W' = (es + €3, €4).
Insbesondere gilt dim U’ = dim W’ = 2. Per Definition gilt
U’ + W' = <62,€3, €2 + e3, 64).
Nun sind die Vektoren eq, es, e3,es + e3, e4 offensichtlich nicht linear unabhaengig: es + e3 €
<€27 €3, 64>7 d.h.
U/ + Wl = <€2, €3, €4>,
und wir wissen, dass die Vektoren es, es, e4 linear unabhaengig sind. Daher ist U’ + W’ 3-
dimensional. Was ist passiert?
Der Grund, warum dim(U’ + W') < dim U’ 4+ dim W’, ist der, dass die Schnittmenge von
U’ und W’ nicht der Null-Vektorraum ist: der Vektor es + es ist sowohl in U’ als auch in W’
enthalten, und er ist einen Basis fuer U' N W' (Uebung), d.h. dim U’ N W' = 1. Haben Sie eine

Vermutung, wie die allgemeine Formel fuer dim(U’ + W) lautet?
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Theorem 3.4.4. Fs sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien U, W Unterraeume von
V. Dann gilt
dim(U + W) =dimU + dim W — dimU N W.

Proof. Es seien dimg U = ¢, dimg W = m und dimg (U N W) = k. Waehle eine Basis vy, ..., v, von
UNW. Ausgrund von Theorem [3.3.19 koennen wir diese Basis zu Basen
Vi, ooy Uy ULy ey Up— e, bzw. VU1,..., V%, W1, ..., Whm—k
von U, bzw. von W erweitern. Wir behaupten nun, dass
Viyeo oy Uy Uy e ooy Up—f, W1y e ooy Wi —k

eine Basis ist von U + W.
DaU+W={u+w: uecU we W} ist klar, dass

U4W = (U1, Uk, Uty e ooy Uy Wy - e oy Win— ko)
Wir zeigen die lineare Unabhaengigkeit. Nimm an, dass
Q1vr + - vk + frur + o+ Beogte—k + 71w + 0+ Ym—kWm—k = Oy
Dann folgt, dass
vy + -+ g + Brur + o+ Beopuer = — (w1 + - Yk Wim—k)-

Beachte nun, dass die linke Seite dieser Gleichung in U ist, die rechte aber in W. Schreibe x = ajv1 +
s apug 4 Brur + o4 Be—gue—g. Dann gilt x € UNW. Da vy, ..., v einen Basis ist fuer U N W, gibt
es 01,...,0; € K, so dass

T =01v1 + -+ Opvy.
Aber ebenfalls gilt z = —(y1w1 + -+ + Ym—kWm—k), SO dass

01v1 + - 4 Ok + V1w F - F Yi—kWm—k = Oy

Da vy,..., v, w1, ..., w,_ eine Basis von W ist, folgt daraus, dass
op=-=0=7=""="Yn-k=0.
Daher gilt
a1y + - A ogug + Brug + -+ Bepue—r = Oy
Nun ist aber vy, ..., vk, U1, ..., us— eine Basis von U, daher folgt
041:"':0%:51:"':5571@:(1

O

Warnung 3.4.5. Es ist nicht wahr, dass fuer drei Unterraeume U, W, X von V folgende Formel giltE
dim(U+W+X) =dimU+dim W+dim X —dim(UNW) —dim(UNX) —dim(VNX) +dim(UNWNX).

Finden Sie ein Gegenbeispiel, indem Sie geeignete Unterraeume von R? betrachten. Hier ist ein Gegen-
beispiel: es sei V = R?, und wir betrachten die drei ein-dimensionalen Unterraume

(14) U= <61>, W = <62>, X = <€1 + €2>.
Dann ist U + W + X =R2, und
UNnW=wWnX=XNnU=XNnWnX = {0},
d.h. in erhalten wir 2 = 3E|
Korollar 3.4.6. FEs sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien U, W Unterraeume von
V. Dann sind folgende Aussagen aequivalent:
(i) dim(U + W) =dimU + dim W;
(i) dim(UNW) =0;
(i) UNW = {0y }.
(iv) fuer jedes v € U+ W gibt es genau ein w € U und w € W so dass v = u + w;
(v) die Gleichung u+ w = Oy mit u € U und w € W hat w = w = Oy als einzige Loesung.

12g6]bst viele professionelle Mathematiker wissen das nicht!
13Das Problem ist, dass im allgemeinen

U+W)NX#AUNX+WnX.
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Proof. (i) < (ii): folgt direkt von Theorem [3.4.4]
(ii) < (iii): klar, da es genau einen Vektorraum der Dimension null gibt.
(iii) = (iv) Es sei v € V, und nimm an, dass es u,u’ € U und w,w’ € W gibt, so dass
v=ut+w=u +w.
Dann gilt v — v’ = w’ —w. Nun ist v — v’ € U und w’ — w € W, d.h.
u—u,w —welUnw.

DaUNW = {0y}, folgt dass u = v/ und w = w'.

(iv) = (v): die Gleichung u + w = Oy hat die Loesung u = w = Oy, und da U, W Unterraeume sind,
elthalten beide das Element Oy . Indemn wir nun (iv) auf v = 0y andwenden, sehen wir, dass dieses die
einzige Loesung ist.

(v) = (iii): nimm an, dass (iii) nicht wahr, ist, d.h. es gibt einen Vektor v € U N W, der nicht der
Nullvektor ist. Dann gilt

Oy = v+ (—v),

und v € U und —v € W, was einen Widerspruch zu (v) ist. O

Definition 3.4.7. Es sei V ein K-Vektorraum und U < V. Ein Unterraum W <V ist ein Komplement
von U wenn V=U4+W und UNW = {0}.

Satz 3.4.8. Es sei U < V. Dann gibt es einen Unterraum W <V, der ein Komplement zu U ist.

Proof. Es sei uy,...,uy eine Basis von U. Aufgrund von Theorem [3.3.19| wissen wir, dass wir diese

Basis von U zu einer Basis von V erweitern koennen: es gibt Vektoren wi,...,w,, € V, so dass
ULy ..o,y Ugy WY, . .., Wy, eine Basis von V ist. Es sel W = (wy, ..., w,,). Dann ist W ein Komplement von
U: da uq,...,ep, w1, ..., w, eine Basis von V ist, gilt V = U + W. Nimm nun an, dass v € UNW.
Dann gibt es Skalare aq,...,a; und Aq,..., Ay, so dass

0 m
v = Zaiul = Z)\jw]'
i=1 j=1
= Qv+ -+ Qv — (/\11111 +-- A'rnu}nL) = OV
= a1:~--:ag:)\1:)\m:07

da die Vektoren uy, ..., e, wy,...,w,, liear unabhaengig sind. O

Beispiel 3.4.9. Es sei V = R? und U = (e1). Es sei w € V ein Vektor, so dass u, w linear unabhaengig
sind (d.h. w ist kein Vielfaches von e;). Dann ist W = (w) ein Komplement von U.

Bemerkung 3.4.10. Das Komplement eines Unterraumes ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

3.5. Zusammenfassung der Rechenmethoden. Wir haben in den vorherigen Abschnitten gesehen,
dass wir lineare Gleichungssysteme fuer die Analyse von Vektorraeumen benutzen koennen. Hier ist eine
Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse: es sei V = K™ und vy,...v, € V.

(1) Gegeben sei w € V. Ist w € (v1,...,v,)7

Antwort: w € (v1,...,v,) ist aequivalent zu der Aussage: es gibt A1,..., A, € K, so dass
(15) W= A1 + ... \yUp.
w1 a1y
Schreiben wir w = : und v; = : fuer 1 < j < n, dann ist aequivalent zu
W Amj

folgendem linearen Gleichungssystem:

a1 . A1n )\1 w1

Aml - Qmn An Wan,

das wir mit Hilfe der reduzierten Zeilenspaltenform loesen koennen.
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(2) Koennen wir bestimmen, welche Vektoren in (vy,...,v,) enthalten sind?

b1
Antwort: es sei b = : ein beliebiger Vektor in V. Dann betrachten wir das lineare Gle-
bm
ichungssystem
ail e A1n )\1 bl
am1 .- Omn An bm
und bestimmen, fuer welche Vektoren b eine Loesung existiert.
(3) Koennen wir bestimmen, ob vy,..., v, linear unabhaengig sind?
Antwort: vi,...,v, sind genau dann linear unabhaengig, wenn das lineare Gleichungssystem
all oo A1n /\1 O
am1 Gmn )\n 0
A1 0
nur die triviale Loesung [ : | = [ : | besitzt.
An 0

3.6. Zeilen und Spaltenraeume.

Bemerkung 3.6.1. Wir koennen ein Element von K™ entweder als Zeilen- oder Spaltenvektor mit n

Werten schreiben.

Definition 3.6.2. Es seien m,n > 1 und A € M,,,«n(K). Es seien uq,.

und vi,...,v, € K™ die Spalten von A. Wir definieren
Zeilen(A) =(uq, ..., um) < K",
Spalten(A) =(vy,...,v,) < K™.
Was koennen wir ueber die Dimensionen dieser Unterracume sagen?
Definition 3.6.3. Wir definieren
Zeilenrang(A) = dim Zeilen(A),
Spaltenrang(A) = dimg Spalten(A).
Beispiele 3.6.4.
(1) Fuer A = (_11 _22 _11> gilt
Zeilenrang(A) = 1 = Spaltenrang(A).

(2) Fuer die Matrix B = (1 2 ) gilt

1 -1
Zeilenrang(B) = 2 = Spaltenrang(B).
1 2 2 =2
(3) Fuer die Matrix C= |0 —1 2 1 | gilt
0 0 3 0
Zeilenrang(C) = 3 = Spaltenrang(C).
1 2 2
(4) Fuer die Matrix D= [0 -1 2 | gilt
0o 2 -4

Zeilenrang(D) = 2 = Spaltenrang(D).
Was faellt ihnen auf?

Hier ist das erste wirklich ueberraschende Resultat in diesem Kurs@

M1ch gebe zu, dass ich es intuitiv immer noch nicht wirklich verstehe.
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Theorem 3.6.5. Es seien m,n > 1 und A € My, «n(K). Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Fuer Matrizen in reduzierter Zeilenspaltenform ist dieses Resultat offensichtlich.
Lemma 3.6.6. Theorem[5.6.4 gilt, wenn A in reduzierter Zeilenspaltenform ist.

Proof. Aufgrund der Definition hat A folgende Form: [picture]

Es seien j; < -+ < j, die Nummern derjenigen Spalten, die eine fuehrende Eins enthalten.

Es seien uq, ..., u, die Zeilen, die einen von Null verschiedenen Eintrag enthalten. Dann enthaelt jede
dieser Zeilen eine fuehrende 1, und die Zeilen sind linear unabhaengig, weil V1 < k < r der erste von null
verschiedene Eintrag von uy die fuehrende 1 an der Stelle ji ist, und j; < --- < j,. Mit anderen Worten,

Zeilenrang(A) = r.

Was gilt fuer den Spaltenrang? Die Spaltenvektoren vj,,...,v;, sind ein Erzeugendensystem von
Spalten(A); tatsaechlich sind sie die ersten r Standardvektoren eq, ..., e, der Standardbasis ey,..., €y,
von K™. Sie sind linear unabhaengig und daher eine Basis von Spalten(A), d.h.

Spaltenrang(A) = r.
t

Der Beweis fuer eine beliebige Matrix A ist ziemlich kompliziert. Um die Aussage elegant beweisen
zu koennen, brauchen wir die Theorie von linearen Abbildungen.

4. LINEARE ABBILDUNGEN
4.1. Definition und Beispiele.

Definition 4.1.1. Es seien V,W Vektorracume ueber K. Eine Funktion T : V — W ist eine lineare
Abbildung, wenn sie folgende Bedingungen erfuellt:

(i) es gilt T(v1 +v2) = T(v1) + T(v2) fuer alle vi,ve € V;
(i) es gilt T(av) = aT(v) fuer allveV, a e K.

Mit anderen Worten, T respektiert die Vektoraddition und Skalarmultiplikation.
FEine lineare Abbildung T : V — V ist ein Endomorphismus von V.

Bemerkung 4.1.2. Wir schreiben manchmal Tv anstatt T (v).

Beispiele 4.1.3.

(1) Es sei V ein Vektorraum. Die Identitaetsabbildung idy : V — V, v — v ist linear.
(2) Es seien V, W Vektorraeume. Die Null-Abbildung V' — W, v — Oy ist linear.
(3) Es sei K[x]=" der Vektorraum aller Polynome vom Grad < n. The Ableitungsabbildung

D : K[x]S” — K[:C]S”7 ap+ a1z + - + apz™ — ag + 2a2 + -+ + napz™ !

ist linear.
(4) Es sei V der Vektorraum aller Fibonacci Folgen. Dann ist die Verschiebungsabbildung (c.f.

Proposition [1.1.15)) linear.
(5) Essein >1und V = M,,«,(K). Definiere die Spur-Abbildung

Tr:V — K, A= (aij)1<ij<n > 011+ - + App.
Dann ist Tr linear.
Das folgende Beispiel zeigt, dass Matrizen eine wichtige Quelle von linearen Abbildungen sind.
Definition 4.1.4. Es seien m,n > 1 und A € My, «xn(K). Definiere die Abbildung

T a1 A1n T
Tq: K" = K™, o

Lemma 4.1.5. Die Abbildung T4 ist linear.

Proof. Uebung. O
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Bemerkung 4.1.6. Fine Abbildung T : V — W ist genau dann linear, wenn
T(oqv1 + agvs) = anT(v1) + T (v2)
fuer alle vi,vo € V und a1, € K.
Satz 4.1.7. Es seien V,W Vektorraeume ueber K und T : V — W eine lineare Abbildung.
(i) Es seien vy,...,v, € V und aq,...,a, € K. Dann gilt
T(eqvr + -+ apvn) = arT(v1) + - - + o, T(vy,).
(i) Es gilt T(0y) = Ow).

Proof. (i) ist klar.
(ii) Es gilt
T(0y)=T(0-0y)=0-T(0y) = Ow,

wobei die letzte Gleichung von Satz (2) folgt. O
Korollar 4.1.8. Es seien V,W Vektorraeume ueber K, V endlich-dimensional, und es sei vi,...,0,

eine Basis von V. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist T durch T(vi),...,T(vy)
eindeutig bestimmtm

Proof. Es sei v e V. Da vy,...,v, eine Basis ist, schreiben wir v als Linearkombination v = Z?:l Q5.
Dann gilt aufgrund von Satz (1)

n
T(U) = ZO@T(W),
i=1
was zu beweisen war. O

Tatsaechlich koennen wir auf diese Weise lineare Abbildungen konstruieren:

Theorem 4.1.9. Es seien V,W Vektorraeume ueber K, V endlich-dimensional, mit Basis vy,...,Vn.
Es seien wq,...,w, € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung T : V — W so dass

T(v;) = w; V1<i<n.

Proof. Wir definieren die Abbildung T" wie folgt: es sei v € V. Da vy,...,v, eine Basis ist, koennen wir
v eindeutig als Linearkombination v = Z?:l a;v; schreiben. Wir definieren

T(v) = i QW
i=1

Dann ist T wohl-definiert, da die Linearkombination eindeutig ist, und bei Definition gilt T'(v;) = w;.
Ueberpruefen wir, dass T linear ist:

e Wenn v,v" € V, schreiben wir

n n
v = g U und v = g Biv;.
i=1 i=1

Dann gilt

To+d)=T (Z a;v; + Zﬁﬂh)
i=1 i=1
=T (Z(Ozi + ﬂi)’Uz)

i=1

= (i + Bi)w;
i=1

n n
= Z QWi + Z Biw;
i=1 i=1

— T(v) + T(v).
30



e Wenn v = Z?:l a;v; € V und g € K, dann gilt
n
T(pv) =T (ﬂ Z CYWi)
i=1
= Z Bagw;
i=1
=p Z QG W;
i=1
n
= ﬁ T <Z Oéi’Ui>
i=1

= BT (v).
Die Eindeutigkeit von T folgt von Korollar O

Noch eine weitere Eigenschaft von linearen Abbildungen ist wichtig: lineare Abbildungen lassen sich
verknuepfen.

Lemma 4.1.10. Es seien T :V = U und S : U — W lineare Abbildungen. Dann ist die Abbildung
SoT: VW
ebenfalls linear.
Proof. Es seien vi,v2 € V und a1, as € K. Dann gilt
S oT(a1v1 + agve) = S(T(arv1 + agus))

= S(a1T(v1) + asT(v2))

= 15T (v1) + @2 ST (v2)

=15 0T (v1) + @S o T(vg).

O

4.2. Kernel and Image.

Definition 4.2.1. FEs seien V,W Vektorraeume ueber K, und es sei T : V — V eine lineare Abbildung.
(1) Der Kern von T ist

(2) Das Bild von T is

Beispiele 4.2.2.

1 0 1

(1) Essei A = [—-1 1 0, und es sei T4 : R* — R3 die dazugehoerige lineare Abbildung
-1 2 1
(Definition 4.1.4). Was ist ker(T4)? Per Definition ist
T
ker(Ta) =<z = |22 | : Ax =0ps »,
T3

d.h. ker(Ty) ist die Loesung eines linearen Gleichungssystems. Wir haben die Loesung dieses
Gleichungssystems bereits in Beispiel bestimmt: die Loesung ist

-1
ker(TA):< -1 >
1

Was ist im(7T4)? Laut Definition ist

b1
im(Ty)=<b=[ba|: Iz cR?®sodass Az =b
b3
I5Mit anderen Worten, wenn wir T'(v1), ..., T(vn) kennen, dann kennen wir auch T'(v) fuer alle v € V.
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Auch dieses haben wir in Beispiel bereits bestimmt: b € im(7T4) genau dann, wenn by =
2bs + by, mit anderen Worten

1 0
im(TA):< 0,11 >
1 2

1 1
(2) Esseinun B= [ —1 0|, und es sei T : R? — R3 die dazugehoerige lineare Abbildung. Eine
2 1

einfache Rechung zeigt, dass
ker(Tp) = {Ogz2}.
Lemma 4.2.3.

(1) ker(T) ist ein Unterraum von V.
(2) im(T) ist ein Unterraum von W.

Proof. Wir benutzen Satz [3.2.2]
(1) Es folgt von Satz [£.1.7, dass T(0y) = Ow, d.h. Oy € ker(T). Es seien nun u,v € ker(T') und
A€ K. Da T linear ist, gilt

T(u+ M) =T(u) + AT (v) = Ow + A0w = Ow,

d.h. w4+ Av € ker(T).
(2) Da T(0y) = Oy, sehen wir, dass Oy € im(7T). Es seien nun wi,wy € im(T); dann gibt es
vy,vg € V, so dass T'(v;) = w; fuer i = 1,2. Es sei nun A € K. Dann gilt

wy + Awy = T(v1) + AT (v2) = T'(v1) + T(Ave) = T(v1 + Ave),
d.h. wy + Awy € im(T). O
Beispiel 4.2.4. Es sei A € M, x,(K), und wir betrachen das homogene lineare Gleichungssystem
S: Ar =0gm.
Dann ist L(S) = ker(T4) ein Unterraum von K™.

Satz 4.2.5. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Wenn V endlich-dimensional ist, dann sind
auch ker(T) und im(T) endlich—dimensionalm

Proof. Die Aussage fuer ker(T) folgt von Satz

Um die Aussage fuer im(7T") zu beweisen, benutzen wir Korollar es sei vy,...,v, eine Basis von
V. Dann folgt aus dem Korollar, dass T'(v1),...,T (v,) ein Erzeugendensystem von im(7’) ist. Daher ist
im(T") endlich-dimensional. O

Der Kern von T zeigt an, ob T eine injektive Abbildung ist:

Satz 4.2.6. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorraeumen. Dann ist T genau dann
injectiv, wenn ker(T) = {0y }.

Proof. =-: klar von der Definition.
<: nimm an, dass T'(v) = T'(u) fuer u,v € V. Dann gilt

T(u) — T(v) = 0w & T(u—v) = 0w,
d.h. uw—wv € ker(T). Wenn ker(T) = {Oy }, dann folgt daraus, dass u = v, mit anderen Worten T ist
injectiv. (]
Beispiel 4.2.7. Die Abbildung Tz aus Beispiel (2) ist injektiv; die Abbildund T4 aus dem gleichen
Beispiel (1) ist nicht injektiv.

Definition 4.2.8. FEs sei T : V. — W eine lineare Abbildung mit V endlich-dimensional. Der Rang
tk(T) von T ist dimg im(7).

Der folgende Satz bringt rk(7") und die Dimension von ker(T") miteinander in Verbindung:

16\Wie nehmen hier nicht an, dass W endlich-dimensional ist.
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Theorem 4.2.9. Es seien V,W endlich-dimensionale Vektorraeume ueber K, und es set T : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimg V = dimg ker(T") + rk(T).

Proof. Es sei uy, ..., u, einen Basis fuer sker(T). Aufgrund von Theorem [3.3.19| koennen wir es zu einer
Basis u1,...,Up,v1,..., v, fuer V erweitern (d.h. dimg V = n + r). Behauptung: wy,...,w, ist eine
Basis von im(7).

Aufgrund von Korollary ist T durch T'(uq),...,T(un), T(v1),...,T(v,) eindeutig bestimmt. Da
T(u;) = 0w V1 <14 <mn, folgern wir, dass T'(v1),...,T(v,) ein Erzeugendensystem von im(7T) ist.

Fuer 1 < ¢ <7 sei w; = T(v;). Wie ueberpruefen lineare Unabhaengigkeit: nimm an, dass

arwi + -+ apw, =0y & T(aiv1 + -+ + apv,) = Oy
Dann ist v = ayvy + -+ + v, € ker(T'), d.h. es gibt 84,...,8, € K so dass
prug + -+ + Bpun = v.
Wir erhalten die Gleichung
arvy £+ opve = (Brun + -+ Bun) = Oy
Da die Vektoren linear unabhaengig sind, folgt, dass
ar=-=a,=pf==p,=0.

Insbesondere sind w1, . .., w, linear unabhaengig. O

Korollar 4.2.10. Es set T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektor-
raeumen. Dann gilt:

(1) Wenn dimW < dim V', dann ist T nicht injektiv.

(2) Wenn dimW > dim V', dann ist T nicht surjektiv.

(8) Wenn dimW = dim V', dann sind folgende Aussagen aequivalent: T bijectiv < T ist injectiv <
T ist surjectiv.

Proof. (1) Da im(T) < W, gilt rk(T') < dim W. Daraus folgt, dass
dimker(T) = dimV — rk(T) > dimV — dim W > 0

und 7T ist nicht injektiv (Satz [4.2.6)).
(2) Aus Theorem folgt, dass

rkim(7) = dimV — dimker(T) < dimV < dim W,

so dass T nicht surjectiv sein kann.

(3)

T ist injektiv < ker(T) = {0y}
< 1k(T)=dimV
& 1K(T) = dimW
< m(T)=W
< T ist surjektiv

Beispiele 4.2.11.

1 -2 11
(1) Essei A= 2 0 0 3. Dann ist die lineare Abbildung T4 nicht injektiv. Is sie surjektiv?
-1 -1 2 0
1 2 0
(2) Essei B= |0 1 0 Dann ist T bijektiv: wir haben in Beispiel 2.3.3 gesehen, dass
1 0 -1

o = O

1 1
B zeilen-aequivalent ist zu der Matrix | 0 0 |. Daher ist Ogs die einzige Loesung des
0 1

homogenen linearen Gleichungssystems B.x = Ogs, d.h. ker(Ts) = {Ogs}.

Folgende Beobachtung ist eine einfache Folgerung von Theorem [:2.9}
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Korollar 4.2.12. Es sei Vein endlich-dimensionaler Vektorraum und T : V — W eine injektive lineare
Abbildung. Dann gilt fuer jeden Unterraum U von V

Definition 4.2.13. Fine lineare Abbildung T : V — W ist ein Isomorphismus, wenn es eine lineare
Abbildung S : W — V gibt, so dass

SoT =idy und  ToS =idw;

in diesem Fall schreiben wir S =T~ 1.
Wir sagen, dass V und S isomorph sind, wenn es einen Isomorphismus T : V. — W gibt; in diesem
Fall schreiben wir V=2 W.

Bemerkung 4.2.14. Es sei X die Menge aller Vektorraeume ueber K. Dann ist “2” eine Aequivalen-
zrelation auf X .

Beispiel 4.2.15. Essei V = R[x]SQ. Es sei eq, e9, eg die Standardbasis von R3. Dann koennen wir dank
Theorem folgendermassen eine lineare Abbildung V' — R3 konstruieren: wir wissen, dass 1,z, x>
eine Basis von V ist. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung T : V' — R3? fuer die gilt

T(1) = ey, T(z) = eq, T(x?) = es.

Um zu zeigen, dass T ein Isomorphismus ist, konstruieren wir eine inverse lineare Abbildung: Definiere

S :R?® = V durch
a

S:|b]—a+bx+ca®
c

Dann ist klar, dass SoT =idy und T o S = idgs.
Beispiel 4.2.16. Es sei V der reelle Vektorraum aller Fibonacci-Folgen. Dann definiert die Abbildung
Fap ((bl) einen Isomorphismus V =2 R2.

Bemerkung 4.2.17. Ein Isomorphismus T : V — V wird auch Automorphismus genannt.

Bemerkung 4.2.18. Wir koennen den Beweis von Theorem [{.2.9 folgendermassen interpretieren: es
sei X ein Komplement von ker(T) in V. Dann induziert die Abbildung T : V. — W einen Isomorphismus
T:X =im(T).

Frage. Ist jede lineare Bijektion 7" : V' — W ein Isomorphismus?

Lemma 4.2.19. Es sei T : V. — W eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist die inverse Abbildung
T-1: W — V ebenfalls linear, d.h. jede bijektive lineare Abbildung ist automatisch ein Isomorphismus.

Proof. Es seien wy,ws € W und oy, as € K. Dank Bemerkung muessen wir zeigen, dass
T~ oywy + asws) = a1 T (wy) + a;lT_l(wg).
Fuer i = 1,2 sei v; = T~ !(w;). Da T linear ist, gilt
T(o1v1 + agva) = a1 T (v1) + a2T(v2) = aywy + agws.
Wenden wir 7! auf diese Gleichung an, dann folgt, dass
T~ oywy + asws) = a1v; + agvy = a1 T H(wy) + T~ (ws).

O

Beispiel 4.2.20. Um zu zeigen, dass die Abbildung 7' in Beispiel [f.2.15] ein Isomorphismus ist, reicht
es daher zu zeigen, dass sie bijektiv ist. Nun zeigt eine einfache Rechnung, dass ker(T) = {0y}, daher
ist T bijektiv aufgrund von Korollar [4.2.10] (3).

Beispiel 4.2.21. Die Abbildung Tz aus Beispiel 4.2.11 ist also ein Isomorphismus. Was ist die inverse
lineare Abbildung?

Folgendes Theorem ist sehr wichtig: es klassifiziert alle n-dimensionalen K-Vektorracume.

Theorem 4.2.22. Es seien V,W n-dimensionale K-Vektorraeume. Dann gilt V= W.
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Proof. Waehle jeweilige Basen vy, ...,v, und wi,...,w, von V und W. Aus Theorem folgt, dass
es eine lineare Abbildung T': V — W gibt, so dass T'(v;) = w; V1 < ¢ < n. Dann ist T surjectiv: wenn
awy + -+ -+ apw, € W, dann gilt

T(oivy + -+ apvn) = @y + -+ - + apwy,.
Es folgt von Korollar dass T bijektiv ist und daher dank Lemma ein Isomorphismus. [
Bemerkung 4.2.23. Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu K™.
4.3. Lineare Abbildungen als Matrizen.

Definition 4.3.1. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraeumen, und es sei B = (vi,...,v,), bzw. C = (w1,...,wy) eine Basis von V, bzw. wvon
W. Die Abbildungsmatrix von T bezueglich der Basen B und C ist die Matriz [T)5 = (a;;) € Myxn(K),
deren Eintraege definiert sind durch
(v)) =Y ayw;.
i=1

Beispiele 4.3.2. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (v, ..., v,).
(1) Die Abbildungsmatrix der Null-Abbildung bezueglich jeder Basis ist die Nullmatrix.
(2) Die Abbildungsmatrix der Identitaetsabbildung bezueglich der Basis B ist die Einheitsmatrix:
()8 = 1,.

Beispiel 4.3.3. Es seien nun V = R[z]=? und W = R[z]<2, mit jeweiligen Standardbasen & =
(1,z,2%,23) und & = (1,2, 2?). Wir betrachten die Ableitungsabbildung D : V — W. Dann ist

0100
D&, =10 0 2 0
000 3

Beispiel 4.3.4. Es sei V' der Vektorraum aller Fibonacci-Folgen und S : V' — V die Verschiebungs-
Abbildung. Es sei B die Basis (Fi 9, Fo,1). Dann ist

5= (3 1)-

Es sei nun C die Basis (Fi,,, F1,). In dieser Basis hat S eine besonders schoene Form: sie ist diagonal.

(5 9)

Wie haengen die beiden Matrizen zusammen? Wir werden diese Frage in Abschnitt untersuchen.

Bemerkung 4.3.5. Mit Hilfe der Abbildungsmatriz [T]CB koennen wir sehr leicht berechnen, wohin ein
Vektor v € V' abgebildet wird. Schreibe v als Linearkombination der basis B: v = fyvy + -+ + Bpvp, und
es sei

gl ai; ... Qi B

’Ym Am1 “ee Amn 677,

Dann ist

T(U) = T(ﬁlvl + -+ ﬁnvn)a

I
M:

BiT (vy)

m
Z aiiBj - wi

i=1

1

.
Il

M:

<.
I
a

n

Zal_jﬂ] - Wy

= Y1wW1 ++’mem
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Beispiel 4.3.6. Zurueck zu Beispiel Was ist das Bild von einem beliebigen Element v € R[z]<?
unter der Abbildung D? Schreibe v als Linearkombination der Basis £: v = a + bz + cx? + dz>. Dann
gilt

D(v) = aD(1) + bD(z) + ¢D(2*) + dD(z*),
mit anderen Worten, wir berechnen

01002 b
00 2 0 — 2],
00032 3d

und dieses sind genau die Koordinaten von D(v) in der Basis £&": D(v) = b+ 2cx + 3dx?.

Dank der Abbildungsmatrix koennen wir die Verknuepfung von linearen Abbildungen mit Hilfe von
Matrizen darstellen:

Satz 4.3.7. Es seien V, W und U drei endlich-dimensionale Vektorraeume ueber K mit jeweiligen
Basen A = (v1,...,0,), B= (w1,...,Wy) und C = (u1,...,up). Esseien T:V - W und S: W - U
lineare Abbildungen. Dann gilt

A
[SoTJg = [SI¢ - [T1g,
wobei - die Matriz-Multiplikation bezeichnet.

Proof. Schreibe
[T]é = (aij) € Mpmxn(K), (bij) = [S]g € Mpxm(K), (cij)=1[So T]? € Myxn(K).

Dann gilt aufgrund der Definition der Darstellungsmatrizen durch

(16) T(vj) = a1;W1 + - +amjwma
(17) S(wl) = bliul —+ 4 bpl-up,
(18) (SoT)(vj) =crjur + -+ cpjUp

gegeben. Aber (S oT)(v;) ist ebenfalls gegeben durch
(SoT)(vj) = S(T(vy))
=S (ajwr + -+ Amjwm)

=a1;S(w1) + - + am; S(wm)

= ai;S(w;)
i=1

m p
= E i E briug
k=1

i=1
mp
= Z Z aijbkiuka
i=1 k=1
das heisst c; = > briaij, was genau der Wert an der Stelle (k,7) der Matrix [S]5 - [T]4 ist. Quod
erat demonstrandum. O

4.4. Matrizen als Lineare Abbildungen.

Bemerkung 4.4.1. Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraeume mit jeweiligen Basen B =
(v1,...,0n) und C = (w1, ..., wy). Wir haben bereits gesehen, dass jede lineare Abbildung T : V — W
eine Abbildungsmatriz [T)5 hat.

Umgekehrt koennen wir aus einer Matriz A € Myx,(K) eine lineare Abbildung La : V — W kon-
struteren: wir definieren Ly als die lineare Abbildung V- — W, fuer die gilt

m
LA(’Uj) = Zaijwi V1 S] <n.
i=1

Wichtig: Die lineare Abbildung L s haengt ebenfalls von der Wahl der Basen B und C ab!

Bemerkung 4.4.2. In dem Spezialfall, dass V = K™, W = K™ und B and C die jeweiligen Standard-
basen sind, ist La die lineare Abbildung Ta aus Beispiel [{.1.7)
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Lemma 4.4.3. FEs seien V und W endlich-dimensionale Vektorraeume mit jeweiligen Basen B =
(U1, y0,) und C = (w1, ..., Wpy).
(1) Es sei T :V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt Lipp=T.

(2) Es sei A € Myxn(K). Dann gilt [La]8 = A: die Abbildungsmatriz bezueglich der Basen B und
C ist A selber.

Proof. Klar von den Definitionen. O

Bemerkung 4.4.4. Wir koennen Lemma [[.].3 folgendermassen zusammenfassen: es gibt eine 1 : 1-
Korrespondenz

(19) {m x n-Matrizen mit Werten in K} <«  {lineare Abbildungen V. — W'}
(20) A — La
(21) [TIg <« T

Wichtig: diese 1:1 Korrespondenz haengt von der Wahl der Basen von V und W ab — sie
ist nicht kanonisch.

Satz 4.4.5. Es sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,). EsseiT:V =V

eine lineare Abbildung. Dann ist T genau dann ein Isomorphismus, wenn [T]g ewne invertierbare Matrix
ist. In diesem Fall ist die Abbildungsmatriz von T~ bezueglich der Basis B gegeben durch ([T]g)fl.

Proof. = Nimm an, dass T ein Isomorphismus ist, d.h. es gibt eine lineare Abbildung 7' :V — V so
dass
ToT '=T"1oT =idy.
Dann gilt aufgrund von Satz dass
lidv]E =1, = [T1Z - [T = [TI3- [T '],
das heisst [T71]5 ist die inverse Matrix von [T]5.
< Nimm an, dass A = [T]5 invertierbar ist, d.h. es gibt eine Matrix A=, so dass
A- AP =A"1.4=1,.
Dann ist L-1 die inverse Abbildung zu T aufgrund von Satz [£.3.7] gilt
LaoTIE = [LaJE [T = A" - A=1, = 4V IE,

wobei die zweite Gleichung von Lemma [1.4.3] (2) folgt. Daher gilt Ly-1 o T = idy. Auf achnliche Weise
koennen wir zeigen, dass T o L ,—1 = idy. Daher ist T ein Isomorphismus. O

4.5. Basiswechsel. Wir wollen nun folgende Frage untersuchen: es sei T : V — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorraeumen, und es seien B = (vy,...,v,) und B’ =
(vi,...,v}), bazw. C = (wy,...,w),) und C' = (w),...,w},) zwei verschidene Basen von V, bzw. von W.
Was ist die Beziehung zwischen den Matrizen [T]5 und [T15,?

Definition 4.5.1. Es sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,). Es
sei B = (v},...,v),) eine andere Basis von V, und es sei A = [id]5,, d.h. A= (a;;) ist die Matriz, deren
Eintraege definiert sind durch die Gleichungen

n
vj = Zaijvg fuer1 < j <n.
i—1

Die Matriz A heisst Basiswechselmatrix von B nach B'.

Bemerkung 4.5.2. Wir koennen mit Hilfe der Basiswechselmatriz A = [id], eine Linearkombination
bezueglich der Basis B als eine Linearkombination bezueglich der Basis B' ausdruecken: es sei v =
a1v1 + -+ apvn, € V. Dann gilt
v =[]+ + Buoy,,
wobei
B air ... a\ (a1

577, anl e Ann Qp
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Satz 4.5.3. Die Basiswechselmatriz [id)%, ist invertierbar, mit Inversem
(i) = [idf .
Proof. Von Theorem [£.3.7] folgt, dass
[id]f = 1, = [id]§; o i)
()5 =1, = [id)5 o [id]5.
O

1

Beispiel 4.5.4. Es sei B = <<O

> , <?) >, und es sei £ = (ey, e2) die Standardbasis von R?. Dann ist

[id]g = ((1) f) .

Wir koennen natuerlich auch die Basiswechselmatrix von B’ nach B betrachten: es gilt

. 1 -2
[id]§ = (0 1 ) .
Wir ueberpruefen Satz

12\ /1 =2\ (1 —=2\/1 2\ (1 0
0 1J\0 1/ \0 1 0 1) \0 1/°
Theorem 4.5.5. EsseiT : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K -Vektorraeu
und es seien B = (v1,...,v,) und B = (vi,...,v)), bzw. C = (wy,...,wh,) und C' = (wi,...,w),) zwei
verschidene Basen von V, bzw. von W. Dann gilt
(TIE = dwlé - [TIE - lidv]§
Proof. Let A = [T)8, P = [idy]5 and Q = [idw]% . Diese Matrizen sind durch folgende Eigenschaften
definiert (vergl. Definition und Beispiel (3)):
Ué = P1ev1 +--- +pn£vn7
T'(vk) = arewi + -+ + QmpWn,
wj = qujwi + Gy,

fuer alle 1 <k, ¢/ <nund 1 < j <m. Dann gilt

T(vg) = Y preT(vr)
k=1

n m
= E E PkeGjpW;
k=1j=1

n m

(22) =3 3> preajrgi]

k=1j=1i=1
Aber B= T ]é?,/ ist die Matrix mit der Eigenschaft, dass
T(’U@/) = bl[wll + -4 bmew;n.
Indem wir die Formeln und vergleichen, erhalten wir

(23) bie =Y Preajkdi-
k=1 j=1
]

Bemerkung 4.5.6. Wir koennen Theorem [{.5.5 folgendermassen zusammenfassen: T : V — W eine
lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K -Vektorraeumen, und es seien B und B, bzw. C und
C’ zwei verschidene Basen von V', bzw. von W. Dann gibt es invertierbare Matrizen P € My, x,(K) und
Q € Myxm(K), so dass
T8 =Q T8 - P.
Hier ist P die Basiswechselmatriz von B’ nach B und @ die Basiswechselmatriz von C nach C’.
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Als Spezialfall erhalten wir einen Formel fuer die Matrix eines Endomorphismus nach Basiswechsel:

Korollar 4.5.7. Es sei T : V — V ein Endomorphismus, und es seien B = (v1,...,v,) und B’ =
(v},...,v,) Basen von V. Es sei P = [id]%,. Dann gilt

(715 = [dlE - [T)3 - [id]§ -
Beispiel 4.5.8. Es sei A = ; _12 , und wir betrachten die Abbildung T4 : R? — R2. Mit anderen

Worten, wenn £ = (e, ez), dann gilt
A= [Ta)t.

Es sei nun B = <(1> , (?)) (vergl. Beispiel 4.5.4). Was ist die Matrix von T4 bezueglich der Basis

0
B? Es gilt
o5 (12 e (1 =2
[1d]5—(0 1 und [id]z = o 1)

Von Korollar erhalten wir
. . 1 -2 1 -2 1 2 -3 -10

Diese Matrix bedeutet, dass

Ty vy — =301 + 209 und Ty : vy — —10v1 + 4ws.

Beispiel 4.5.9. Wir koennen jetzt einige der Rechnungen mit Fibonacci Folgen besser verstehen: es
seien B = (Fi,0, Fo,1) und C = (Fi,,, Fi,y) Basen des Raumes V' von Fibonacci-Folgen, und es sei
S :V — V die Verschiebungsabbildung. Wir haben bereits gesehen, dass

sE= () 1)

Die Basiswechselmatrix von B nach C ist gegeben durch

o (1 )

mit inverser Matrix

Daher gilt

sie =g g s - = (L) (1) (2= 1)

wie erwartet. (Rechnen Sie nach!)

Definition 4.5.10.

(1) Zwei Matrizen A, B € My, x,(K) sind aehnlich, wenn es eine invertierbare Matriz P € My, xn(K)
gibt, so dass
B=P ' AP
(2) Zwei Matrizen A, B € M,xn(K) sind dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen P € My, wm (K)
und Q € Myxn(K) gibt, so dass
B=P.A.Q.

Beispiele 4.5.11.

(1) Die Matrizen <(1) }) und (g 2}) aus Beispiel 4.5.9|sind achnlich.

(2)
Satz 4.5.12.

(1) ‘Aehnlichkeit’ definiert eine Aequivalenzrelation auf Myxn(K).
(2) ‘Aquivalenz’ definiert eine Aequivalenzrelation auf My, xn(K).

Proof. Wir beweisen (1); der Beweis von (2) isteine Uebung. Schreibe A ~ B wenn A aehnlich zu B ist.
e Esgilt A~ A, da A=1,141,.
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e Wenn A ~ B, dann gilt
B=pP ' AP = A= P H'BpH

und daher B ~ A.
e Wenn A ~ B und B ~ C, dann gibt es invertierbare Matrizen P, Q so dass

B=P1'AP wd C=Q'BQ,

woraus folgt, dass
C=Q 'PAPQ=(PQ)APQ,
dh. A~C.
O

4.6. Zeilenrang gleich Spaltenrang. Wir koennen jetzt den Satz aus Abschnitt[3.6|beweisen, naemlich
dass fuer jede Matrix A € M, xn(K) gilt

(24) Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Der Beweis erfordert etwas Vorbereitung. Wir beginninen mit folgender Bemerkung:

Bemerkung 4.6.1. Es sei Ly : K™ — K™ die lineare Abbildung, die durch A bezueglich der Standard-
basen € von K™ und F von K™ gegeben ist; dann gilt

im(L4) = Spalten(A)
und daher tk(L 4) = Spaltenrang(A).
Theorem 4.6.2. Es sei A € M, xn(K), und es sei v = Spaltenrang(A).. Dann gibt es invertierbare
Matrizen P € My xn(K) und Q € My, xm(K), so dass QAP die Form (Otlzr 8::::) hat, wobei s = n—r

undt=m —r.

Proof. Es sei (u1,...,us) eine Basis fuer ker(L4). Wie in dem Beweis von Theorem erweitern wir
die Basis zu einer Basis

B=(v1, .., 0, U1,...,Us)
von K™. Dein Einfachheit halber sei v,4; = u; fuer 1 <i <'s, d.h.
B = (v1,...,0p).
Fuer 1 <i <7 sei w; = La(v;); dann ist (wy,...,w,) eine Basis von im(L4). Wir erweitern diese Basis
zu einer Basis
C= (W1, o, Wpy, Wyg1,. o, W)

von K™.
Was ist die Matrix von L4 bezueglich der Basen B und C? Schreiben wir [L4]5 = (¢;;), dann gilt per
Definition

T(’Uj) = C1jw1 + -+ Cmj Wi
Nun wissen wir aber, dass
w; fuer1<j<r
T(w) =97 0
Opm fuer r < j<n

Mit anderen Worten,

= ().

0t><r 0t><s

Nun wissen wir von Theorem dass
[Lal¢ = lidm]E - [La]E - [idkn]Z.
Da [L4]% = A, erhalten wir das Resultat fuer Q = [idgm]Z und P = [idn]5. O
Dieses Theorem hat eine interessante Konsequenz: erinnern Sie sich (Def. [4.5.10] (2)), dass zwei
Matrizen A, B € M,«n(K) aequivalent sind, wenn es invertierbare Matrizen P € M, xm(K) und
Q € M, xn(K) gibt, so dass
B=P A-Q;

wir schreiben A ~ B.

40



Korollar 4.6.3. Es seien A ~ B. Dann gilt A~ B genau dann, wenn Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
Insbesondere zerfaellt My, (K) in min{m,n} + 1 Aquivalenzklassen.

Proof. <: Es sei r der gemeinsame Spaltenrang. By Theorem gilt

1T OTXS 1T OTXS
~ d B ~ .
“ (Otxr Ot><s) b (Otxr Otxs)
Da ‘~’ eine Aequialenzrelation ist (Proposition |4.5.12)), folgt daraus, dass A ~ B.
=: Nimm an, dass A ~ B, d.h. es gibt invertierbare Matrizen P € M, xm(K), Q € Myxn(K) so
dass B = PAQ. Dann gilt
TB :TPOTAOTQ,
wobei T, die von x induzierte lineare Abbildung bezueglich der Einheitsbasen ist. Wir wollen zeigen,
dass dim Ty = dim Tg. Es gilt
1m(TB) = TB(Kn)
=Tp oTa(To(K"))
=TpoTs(K") da T ein Isomorphismus ist
= Tp(im(T4))
Daraus folgt, dass
dimim(Tg) = dimTp (im(7T4)),
Doch da Tg ein Isomorphismus ist, folgt von Korollar |4.2.12] dass
dim Tp (im(T4)) = dimim(Ty).
O

Um (24) zu zeigen, muessen wir nun beweisen, dass sich der Zeilen- bzw. Spaltenrang einer Ma-
trix nicht aendern, wenn wir die Matrix von links, bzw. von rechts mit einer invertierbaren Matrix
multiplizieren.

Satz 4.6.4. Es sei A € My, xn(K), und es sei Q € M, xm(K) invertierbar. Dann gilt
(1) Zeilenrang(QA) = Zeilenrang(A);
(2) Spaltenrang(QA) = Spaltenrang(A).

Proof. (1) Wir schreiben @ = (¢;5). Es seien 1, ..., z,, die Zeilenvektoren von A. Dann ist die ite Zeile
von QA gegeben durch

¢i1T1 + -+ ¢imTm,
mit anderen Worten, die Zeilen von QA sind Linearkombinationen von den Zeilen von A und daher

Zeilenrang(QA) < Zeilenrang(A).
Da @ invertierbar ist, koennen wir dieses Argument auch Multiplikation bei Q' A anwenden und erhalten
Zeilenrang(Q 'QA) < Zeilenrang(QA),
das heisst Zeilenrang(A) < Zeilenrang(QA). Daraus folgt, dass
Zeilenrang(QA) = Zeilenrang(A).

(2) Es seien nun y1, . . ., y,, die Spalten von A, und es sei U = (y1,...,y,) < K™. Dann sind die Spalten
von QA gegeben durch Qui, ..., Qun, das heisst durch Lg(y1),...,Lo(yn), wobei Lg : K™ — K™ die
durch @ gegebene lineare Abbildung bezueglich der Standardbasis ist. Nun ist aber @ invertierbar, was
bedeutet, dass L ein Isomorphismus ist und insbesondere injektiv. Daher folgt von Korollar [{.2.12)
dass

dimK U= dimK LQ(U),
und daher
Spaltenrang(QA) = Spaltenrang(A).

Um das analoge Resultat fuer AP zu zeigen, benutzen wir einen Trick:

Definition 4.6.5. Es sei B = (b;j) € My, xn(K). Definiere die transponierte Matrix B* als die (nxm)-
Matriz, deren (i,7) Fintrag durch bj; gegeben ist.

Beispiel 4.6.6.
a1



1

(1) Essei A= |3 4. Dann ist A* = <1 )
2

5 6

1 2 3 1 0
(2) Essei B= [0 —1 2 |.Damnist Bt= |2 -1 0

0 0 -1 3 2 1

Lemma 4.6.7.

(1) Fuer einen Matriz B € M, xn(K) gilt (B*)! = B.
(2) Es sei B € Mpy,xn(K) und C € M, «,(K). Dann gilt

(BCO)t = C*B!.

(3) Eine Matriz B € My, x,(K) ist genau dann invertierbar, wenn Bt invertierbar ist, und in diesem
Fall ist (B)~' = (B~ 1)
(4) Es gilt

Zeilenrang(B) = Spaltenrang(B") wund Zeilenrang(B") = Spaltenrang(B)

Proof. Uebung. O

Wir koennen nun folgenden Satz als eine einfache Konsequenz von Satz beweisen.

Satz 4.6.8. Es sei A € My, xn(K), und es sei P € My, x,(K) invertierbar. Dann gilt

(1) Zeilenrang(AP) = Zeilenrang(A);
(2) Spaltenrang(AP) = Spaltenrang(A).

Proof. Dank Lemma [4.6.7] (4) ist es ausreichend, den Satz in dem Fall zu zeigen, wenn wir AP durch
(AP)~1, bzw. A durch A! ersetzen. Aber

(AP)"' = Pt A",
und P* ist invertierbar dank Lemma [4.6.7] (2) und (3). Der Satz folgt nun von Satz O

Korollar 4.6.9. Es sei A € My,xn(K), und es seien Q € Mpy,xm(K) und P € M, xn(K) invertierbar.
Dann gilt

Zeilenrang(QAP) = Zeilenrang(A) und Spaltenrang(QAP) = Spaltenrang(A).
Folgender Satz ist nun eine einfache Konsequenz:
Theorem 4.6.10. FEs sei A € M, «,. Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Proof. Wir haben in Theorem gesehen, dass es invertierbare Matrizen P € M, x,(K) und Q €

M, m (K) gibt, so dass QAP die Form <01T 87’“) hat, wobei s =n —r und ¢t = m — r. Der Zeilen-
txr tXs

und Spaltenrang dieser Matrix ist offensichtlich . Dank Korollary wissen wir, dass die Matrix
QAP den gleichen Zeilen-. bzw. Spaltenrang hat wie A. O

Definition 4.6.11. Es sei A € M, xn(K). Der gemeinsame Wert von Zeilen- und Spaltenrang von A
ist der Rang rk(A) von A.

Bemerkung 4.6.12. Obwohl fuer A € M, wn(K) gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A),

sind die Raeume Spalten(A) und Zeilen(A) verschieden! Zunaechst ist Spalten(A) < K™ und Zeilen(A) <
K™, Aber auch wenn m = n erhalten wir im allgemeinen verschiedene Unterraeume von K™.
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4.7. Zurueck zu linearen Gleichungssystemen. Essei A € M,,x., und wir betrachten das homogene
lineare Gleichungssystem

(SA) : AfL' = OKm.
Wir schreiben L(S4) < K™ fuer die Loesungen des Gleichungssystems.
Lemma 4.7.1. FEs gilt
dim L(S4) = n — Rang(A).

Proof. Es sei Ly die durch A gegebene lineare Abbildung K™ — K™ bezueglich der Standardbasen.
Beachte (Bemerkung , dass L(S4) = ker(L4) und Rang(A) = dimim(L4). Aber aufgrund von
Theorem [4.2.9| gilt

n =dimker(L4) + dimim(L4).

Wir wissen nun von Theorem dass A zeilen-aequivalent ist zu einer Matrix A’ = (a
reduzierter Zeilenstufenform, und dank Theorem gilt

L(5a) = L(Sa).

Wir wir bereits im Beweis von Lemma [3.6.6] gesehen haben, ist r = Rang(A’) die Anzahl der fuehrenden
Einsen von A’; nimm an, dass sie in den Spalten

1< <je<--<jr <
auftreten. Die Loesungsmenge L(S4/) hat dann £ = n — r freie Variablen, sagen wir x;,,...,x;, fuer
1<y <~ < <.

Bemerkung 4.7.2. Fuer alle Werte der freien Variablen x;,,...,z;, € K sind die Werte der Variablen
Zj ..., T4, eindeutig bestimmt, und zwar durch

p— / .
(25) xj, = — E Al g Tig-
1<q<lig>g

Wir erhalten daher eine Abbildung

d: K= L(Sy),
die ein £-Tupel (A1,...,\¢) auf diejenige eindeutige Loesung
1
xr = EL(SA)ZL(SA/)
Ty
abbildet, fuer die gilt
{Eil = )\1,...,1}1‘@ = )\Z~
Beispiel 4.7.3. Es sei A’ € M34(R) gegeben durch
01 -1 0 0 2
A=[00 0 1 0 -1
00 0 01 1
Dann ist A’ in reduzierter Zeilenstufenform, und es gilt » = und £ = 6 — 3 = 3. Die fuehrenden Einsen
x
sind in den Spalten j; = 2, jo = 4, j3 = 5, das heisst, fuer 2 = | : [ € L(S4s) haben wir freie Variablen
Ze

x1,x3, 2, und die Werte von xo, x4, x5 sind bestimmt durch
Ty = X3 — 23;‘6
T4 = Tg
ITs = —Tep
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Mit anderen Worten, die Abbildung ® : R3 — L(S4/) ist gegeben durch

a 1 0 0

b—2c 0 1 -2

(a,b,¢) =z = i =a 8 +b (1) +c (1)
—c 0 0 -1

c 0 0 1

Satz 4.7.4. The Abbildung ® ist linear und ein Isomorphismus.

Proof. Gleichung zeigt, dass x;,,...,;, linear von den freien Variablen abhaengen; daher ist ® eine
lineare Abbildung.
Um zu zeigen, dass ® ein Isomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass ker(®) = {0,¢}. Aber das folgt

unmittelbar von der Definition von ®: wenn ®(Ay,..., ;) = Ogm, dann folgt \; = 0 for all i, da jedes
A; ein Eintrag in ®(Aq,..., \,) ist. O
Beispiel 4.7.5. Bezogen auf Beispiel heisst das, dass jedes Element x € L(S4/) von der Form
1 0 0
0 1 -2
0 1 0
al, +b 0 +c 1
0 0 -1
0 0 1
fuer igendwelche a, b, c € R ist.
T
Bemerkung 4.7.6. Die inverse Abbildung ®~" ist folgendermassen gegeben: es sei x = D | € L(Sa).
Tp
Dann gilt
xil
o 2)=| :
T,

Korollar 4.7.7. Es seien A € M« (K), b € K™, und schreibe (Sap) fuer das lineare Gleichungssystem
A.x =0b.

(1) Es gilt L(Sayp) # 0 genau dann, wenn b € Spalten.
(2) Wenn L(Sap) # 0 undy € L(Say), dann gilt

L(Sap)=y+L(Sa)={x+y:xe€L(Sa)}

T
Proof. (1) Es seien yi,...,y, die Spalten von A. Dann gilt fuer einen beliebigen Vektor x =
In
Ax=z191+ -+ anYn,
das heisst, im(La) = (Y1, ..., Yn)-
(2) Essei y € L(Sap) und z € L(S4). Dann gilt
Aly+2)=Ay+Az=b+0gm =,
sodass y+ 2z € L(Say).
Wenn umgekehrt ' € L(S4), dann gilt
Aly—y)=Ay— Ay =b—b=0gn,
mit anderen Worten 3’ € y + L(S4). O

Bemerkung 4.7.8. Wir sehen also: L(Sa) ist gegeben durch die Verschiebung des Unterraums L(Sy4)
entlang y. Eine Untermenge von K™ der Form y + L(Sy4) ist die durch y erzeugte Nebenklasse (eng.
coset) von L(S4). Sie werden solchen Nebenklassen in der Algebra noch oft begegnen, zum Beispiel als
die Elemente von Quotientenraeumen.
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Satz 4.7.9. Es sei A € M,,xn(K), b€ K™, und es sei A|b die erweiterte Matriz. Folgende Bedingungen
sind aequivalent:
(1) FEs gilt tk(AJb) = rk(A).
(2) Das lineare Gleichungssystem
SA,b :Ax=b

hat eine Loesung.

Proof. Es seien y1,...,y, die Spaltenvektoren von A. Dann gilt
rk(A|b) = rk(A)

< Spaltenrang von A|b = Spaltenrang von A
< W Un0) = (Y1, )
& be (Y- s Yn)
< b e Spalten(A)
< L(Sayp) #0,
wobei die letzte Aequivalenz von Korollary E (1) folgt. O

Korollar 4.7.10. Es sei A € My, xn(K), b € K™, und es sei Alb die erweiterte Matrixz. Folgende
Bedingungen sind aequivalent:
(1) Es gilt rk(A|b) = rk(A) = n.
(2) Das lineare Gleichungssystem
Sap: Az =

hat genau eine Loesung.

Proof. Uebung. O

5. INTERMEZZO: GRUPPEN UND RINGE
5.1. Gruppen.

Definition 5.1.1. FEine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Operation X : G x G — G, die
folgende Axiome erfuellt:

(1) Yg,h,k € G gilt (g x h) x k=g x (h x k);

(2) es gibt ein Element e € G, so dassVg € G gilt gxe=exg=g

(3) Vg € G gibt es ein Element g~ so dassgx gl =g lxg=e

Beispiele 5.1.2.

(1) Es sei V ein Vektorraum. Dann ist V' eine Gruppe unter der Vektoraddition. Diese Gruppe ist
abelsch (= kommutativ): es gilt v + u = u + v fuer all u,v € V.

(2) Die Symmetrien des Quadrats sind eine nicht-abelsche endliche Gruppe der Ordnung 8.

(3) Es sei n > 1, und es sei GL,(K) die Menge aller invertierbaren Matrizen in M, «,(K). Dann
ist GL,(K) eine Gruppe unter Matrix-Multiplikation; sie heisst die allgemeine lineare Gruppe.
Wenn n > 1, dann ist GL,, (K) nicht abelsch. (Was ist GL1(K)?) Die Gruppe GL, (K) had viele
interessante Untergruppen: zum Beispiel die Untergruppe aller oberen Dreiecksmatrizen, oder
die (abelsche) Untergruppe diagonaler Matrizen.

Bemerkung 5.1.3. Gruppen finden sich in der Algebra ueberall (z.B. als Symmetrien geometrischer
Koerper), und Gruppentheorie ist ein riesiges Forschungsgebiet. Ein paar Beispiele:

(1) wvor 200 Jahren hat der franzoesische Mathematiker Fvariste Galois im Alter von 21 Jahren mit
Hilfe von Gruppentheorie die Frage beantwortet, ob sich ein Polynom mit Hilfe von Radikalen
(verallgemeinerte Wurzeln) loesen laesst. Diese Arbeit hat ein neues Arbeitsgebiet geschaffen:
die algebraische Zahlentheorie.

(2) von 1955 bis 2004 hat eine Gruppe von Forschern alle sog. einfachen endlichen Gruppen klassi-
fizert; der Beweis erstreckt sich ueber mehrere 10000 Seiten.

17Man kann zeigen, dass das neutrale Element e eindeutig bestimmt ist.

—1

18Man kann zeigen, dass g~ - eindeutig bestimmt ist; es heisst das Inverse von g.
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(8) 1998 hat Richards Borcherds die Fieldsmedallie dafuer bekommen, dass er die sogenannte Moon-
shine Vermutung von Coway bewiesen hat, die die Darstellungen der sogenannten Monstergruppe
mit den Werten einer in der Zahlentheorie wichtigen Funktion in Verbindung gebracht hat.

(4) eines der wichtigsten heutigen Forschungsgebiete ist die sogenannte Langlands-Korrespondenz,
das Figenschaften der allgemeinen Linearen Gruppen mit Objekten in der Galoistheorie miteinan-
der in Beziehung bringt. Einer der einfachsten Fuaelle dieser Korrespondenz ist die sogenannte
Taniyama—Shimura Vermutung, die Wiles’ Beweis des Fermatschen Satzes zugrunde liegt.

5.2. Ringe.

Definition 5.2.1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Operationen + (Addition) und x (Multiplikation),
die folgende Aziome erfuellen:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;
(2) Multiplikation ist assoziativ: ¥ a,b,c € R gilt

ax(bxec)=(axb)xec.

(8) Es gibt ein Element 1p € R fuer dass gilﬁ
lp Xxa=aXxX1lr=a.
(4) Multiplikation ist distributiv bezueglich der Addition, d.h.
ax(b+c)=axb+axc und (b+c)xa=bxa+cxa.
Eine Ringe haben Sie schon kennengelernt:
Beispiele 5.2.2.

(1) Z ist ein (kommutativer) Ring.
(2) Ebenso ist jeder Koerper ein kommutativer Ring.

(3) Es sei n > 1. Dann ist M, «,(K) ein Ring unter Matrix-Addition und Matrix-Multiplikation.
Wenn n > 1, dann ist der Ring nicht kommutativ.

Bemerkung 5.2.3. Auch Ringe finden sich ueberall in der Algebra. Der franzoesische Mathematiker
Jean-Marc Fontaine wurde “Herr der Ringe” genannt, da er aeussert wichtige sogenannte ‘Periodenringe’
in der p-adischen Hodge Theorie eingefuehrt hatte.

6. VEKTORRAEUME LINEARER ABBILDUNGEN

6.1. Definition und erste Eigenschaften.

Definition 6.1.1. Es seien V,W K-Vektorraeume. Wir schreiben Hompg (V, W) fuer die Menge aller
linearen Abbildungen von V nach W.

Satz 6.1.2. Es seien V,W K-Vektorraeume. Dann hat Homg (V, W) ebenfalls die Struktur eines K-
Vektorraums, mit den folgenden Operationen:

(1) FEs seien Ty, Ty € Homg (V,W). Dann ist Ty + Ty definiert durch
(Th + To)(v) =T1(v) + Ta(v) Vv eV.
(2) Es seien T € Homg (V,W) und o € K. Dann ist
(aT)(v) = aT(v) YveV.

Proof. Wir zeigen zunaechst, dass T1 + To und a1 ebenfalls Elemente von Homg (V, W) sind. Dazu
benutzen wir Bemerkung [£.1.6] Es seien u,v € V und X € K.
(1) Es gilt
(Ty + T2) (v + du) = Ty (v + M) + To(v + Au)
=T1(v) + ATh(u) + Ta(v) + ATe(u)
=T1(v) + To(v) + A (Ti(u) + To(u))
= (Ty + T2)(v) + A(T1 + T2)(u),

das heisst, T7 + T5 ist linear.

9Das Element ist die multiplikative Identitaet.
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(2) Es gilt
(aT) (v + M) = aT(v+ Au)
=aT(v) + arT(u)
= (@T)(v) + A(aT)(u),
das heisst o7 ist linear.

Wir muessen nun zeigen, dass Hom g (V, W) mit diesen Operationen alle Vektorraumaxiome erfuellt. Wir
zeigen die Existenz des neutralen Elements; der Rest ist eine Uebung.

Es sei 0: V — W die Null-Abbildung, d.h. 0(v) = Oy fuer alle v € V. Klarerweise ist 0 linear. Wir
zeigen nun, dass T+0=0+T =T fuer all T € Homg (V, W). Tatsaechlich gilt

(T'+0)(v) = T(v) +0(v) = T(v) + Ow = T(v),
das heisst T'+ 0 = T'. Aehnlich koennen wir zeigen, dass 0+ 7 =T. (]

Theorem 6.1.3. Es seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorraeume, und es sei B = (v1,...,v,),
bzw. C = (w1, ..., wy,) eine Basis von V, bzw. W. Dann ist die Abbildung

U8 . Homp (V, W) = Mpxn(K), T+ [T]5
linear und ein Isomorphismus.
Proof. Selbstverstanedlich gilt
VE(Ty + aTz) = VE(T1) + aVE (),

das heisst die Abbildung ist linear.
Wir muessen daher dank Lemma |18.1.4f nur zeigen, dass \I/g bijektiv ist. Aber das ist der Inhalt von
Bemerkung [£.4:4] O

Korollar 6.1.4. Wenn V, W endlich-dimensionale Vektorraeume sind, dann gilt das gleiche fuer
Hom(V, W), und es gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V - dimg W.

Proof. Es seien n = dimV und m = dim W. Dank Theorem wissen wir, dass Homg (V, W) 2
Mxn(K). Aber M, «,(K) ist endlich-dimensional, mit dim M, x,(K) = mn (was ist eine Basis?). 0O

In dem Fall, wenn W = V| laesst sich Theorem [6.1.3| noch verfeinern:

Satz 6.1.5. Fs sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist Hom(V, V) ein Ring unter der
Addition und Komposition von Funktionen. Weiterhin ist die Abbildung V5 : Hom (V, V) = My xn(K),
fuer eine Basis B von V, ein Ring-Isomorphismus.

Proof. (Skizze) Die Ring-Struktur von Hom(V, V') kann durch explizite Rechnungen ueberprueft werden.
Weiterhin folgt von Satz [4.3.7] dass

VE(T 0 S) = [TI5 - [S]E,
das heisst, \Ifg ist kompatibel mit den jeweiligen Ring Multiplikationen. O
6.2. Der duale Vektorraum. Ein sehr wichtiges Beispiel von Hom(V, W) ist der Fall, wenn W = K.

Definition 6.2.1. Es sei V' ein K-Vektorraum. Der Dualraum von V' ist der Vektorraum
V* = Homg (V, K).
Die Elemente von V* sind lineare Abbildungen V — K ; sie heissen Linearformen.

Beispiele 6.2.2.
(1) Es sei n > 1. Dann ist die Spurabbildung

Tr: Myxn(K) — K, A= (a;) = an+-+anm

eine Linearform.
(2) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis vy ...v,. Es sei £ : V — K die
Abbildung, die einen Vektor
V= a1v1 + -+ anUn
auf a; abbildet. Dann ist V eine Linearform.
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(3) Es sei V der reelle Vektorraum aller stetigen Funktionen [0,1] — R, uns es sei a € [0,1]. Dann
ist die Abbildung
[ fla)
eine Linearform.
(4) Essei V der reelle Vektorraum aller differenzierbaren Functionen (0,1) — R, und es sei a € (0, 1).
Dann ist
f e (Df)(a),
mit D f die Ableitung von f, eine Linearform.
(5) Es sei V der reelle Vektorraum aller integrierbaren Funktionen [0, 1] — R. Dann ist

1
fe / f(z)dx
0
eine Linearform.

Beachte 6.2.3. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,), und es sei
¢ € V*. Dann ist { durch {(vy),...,0(v,) eindeutig bestimmt (Korollar[{.1.§). Insbesondere sind zwei
Linearformen ¢, A € V* genau dann gleich, wenn

L(v;) = Mwy) Vi<i<n

gilt. Wir werden diese Beobachtung wieder und wieder benutzen.

Definition 6.2.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = (vy,...,v,) eine Basis
fuer V. Fuer 1 <i <n, definiere eine Linearform v} € V* wie folgt:
N 1 wenn i = j
vi (v5) = 0 L
wenn i # j.

Explizit bildet die Linearform v einen Vektor v = ojv1 + -+ + apv, auf den Koeffizienten o; ab.
Satz 6.2.5. Die Elementevy,... v, sind eine Basis von V*. Insbesondere ist V* ebenfalls n-dimensional.

Proof. Esseif:V — K eine Linearform; wir muessen zeigen, dass sich ¢ eindeutig als Linearkombination
von vy, ..., v schreiben laesst. Definiere die Linearform

(26) f=2L(v)v] + -+ L(v,)v,.
Dann gilt f(v;) = €(v;) V1 < i < n, und daher gilt £ = f dank Beobachtung Daher ist v, ..., v}

n
ein Erzeugendensystem von V*.
Nimm nun an, dass es Skalare a1, ...,a, € K gibt, so dass

(27) a0} + -+ apvy = Oy
hier bezeichnet Oy« die Linearform, die jeden Vektor v € V auf 0 € K abbildet. Insbesondere koennen
wir auf v; auswerten: es gilt
(v + -+ an V) (v;) = Oy ()
Bei der Definition der dualen Basis ist die linke Seite gleich «;, und die rechte Seite gleich 0. Daher gilt
ar = =a, =0,
das heisst, die Vektoren vj, ..., v sind linear unabhaengig und daher eine Basism O

n
Beispiel 6.2.6. Es sei V = R[z]<? mit Standardbasis e, e1, es mit e; = x'. Wir berachten folgende
Linearform

(:V >R L f(x)) = Df(2),
wobei D die Ableitungsabbildung ist. Dann gilt
=0-e;+1-ef +4-e5.
Mit anderen Worten, wenn wir ein beliebiges Element y € V' als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben, y = a + bx + cx? = aey + be; + ces, dann gilt
ly)=0-a+1-b+4c

Definition 6.2.7. Die Basis B* = (v, ...,v}) ist die duale Basis von B.

ren

*

20 Anstatt die linere Unabhaengigkeit zu beweisen, haetten wir ebenfalls Korollar m benutzen koennen: vj,...,v;,
ist ein Erzeugendensystem mit n Elementen in einem n-dimensionalen Vektorraum und daher eine Basis.
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Es seien nun B = (vy,...,v,) und C = (wy,...,w,) Basen von V. Wir erinnern uns: die Basiswech-
selmatrix A = [id)§ ist die Matrix A = (a;;), deren Eintraege definiert sind durch die Gleichungen

(28) Vi = Z QWi .
i=1

Was gilt nun fuer die Basiswechselmatrizen [id]5. und [id]%. ?

Beispiel 6.2.8. Es sei V = R?, und es seien B = (v1,v2) mit v; = (;) und vy = <_31

> und C die

Standardbasis. Dann ist die Basiswechselmatrix gegeben durch

= (5 %),

das heisst

(29) v1 = e; + 2es und v9 = 3e1 — ea.

Betrachten wir nun die dualen Basen B* = (vf,v3) und C* = (e}, e3). Schreiben wir [id]5. = (Z Z),
so gilt

(30) v = ael + cej und vy = be] + des.

Wenden wir auf an, so erhalten wir

we-(} 3)

Ok. Vielleicht haben wir mit [id]§. mehr Glueck? Schreiben wir [id]%. = (3 g) so gilt
(31) el = av] + v und ey = puy + dv3.

Wenden wir (31)) auf (29)) an, so erhalten wir
. ne* 1 2
[id]G. = <3 1) .

Satz 6.2.9. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basen B = (v1,...,v,) und C =
(wi,...,wy). Dann gilt

Faellt Thnen was auf?

[id§: = (lialg)".

Proof. Wir argumentieren wie in dem Beispiel. Schreibe [id]5 = (a;;) und [id]. = (b;;), das heisst

(32) v = Zaijwi,
i=1

n
(33) w}‘ = Zbkﬂjz.
k=1
Wenden wir nun auf an, so erhalten wir
<Z kaZ) (vj) =wy (Z a,»jwi> .
k=1 i=1

Doch nun ist vj(v;) (bzw. wj(w;)) nur dann nicht null, wenn k& = j (bzw. wenn ¢ = ¢), und daher
erhalten wir
bjg = Qyj V], L.

Korollar 6.2.10. Weiterhin gilt
* . . - t
fiale = (Gdlf)". = [(E8) ] -

Proof. Folgt umittelbar von Satz und Lemma [4.6.7] (3). O
19
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Beispiel 6.2.11. Wir ueberpruefen die Rechnung in Beispiel es gilt

und weiterhin

|no~a|

13 13
)6 2= 2E -6
T T - N T T

6.3. Die duale Abbildung.

Definition 6.3.1. Es seien V,W K-Vektorraeume, und es sei T : V. — W eine lineare Abbildung.
Definiere die duale Abbildung

T W* = V", L—{loT.
Bemerkung 6.3.2. Explizit ist T*(¢) folgendermassen definiert: fuer v € V gilt
() (v) = {T(v))-
Lemma 6.3.3. Die duale Abbildung ist wohldefiniert: T*({) ist eine Linearform V — K.

Proof. Es sei £ € V*. Da sowohl T' und ¢ lineare Abbildungen sind, folge von Lemma [4.1.10} dass £ o T
ebenfalls linear ist, d.h. T*(¢) € V*. O

Satz 6.3.4. Die duale Abbildung T* : W* — V* ist eine lineare Abbildung.

Proof. Wir ueberpruefen die Axiome:
(1) Es seien o € K und ¢ € W*. Dann gilt fuer all v € V
T*(al)(v) = ((al) o T) (v) = (al)(T(v)) = a - LT (v)) = a(l o T)(v) = T (£)(v),
das heisst T*(al) = oT* (E)H
(2) Es seien £y, £s € W*. Dann gilt fuer all v € V
T (b +£2)(v) = ((fr + £2) o T) (v)
=l +0+2)(T(v))
=01 (T(v)) + £2(T(v))
= (tioT)(v) + (b2 0 T)(v)
=T (1) (v) + T (£2)(v),
und daher T* (€1 + €o) = T*(¢1) + T*(£2).
([

Satz 6.3.5. Es seien U, V,W Vektorraeume ueber K, und es seien T : U -V und S : V — W lineare
Abbildungen. Dann gilt

(SoT)" =T"0S".
Proof. Uebung. O

Beispiele 6.3.6.
(2) Esgilt (0:V —=>V)*=(0:V*—>V*).

Bemerkung 6.3.7. Wir koennen die FErgebnisse dieses Kapitels folgendermassen zusammenfassen:
durch Dualisierung erhalten wir aus einem Vektorraum V einen neuen Vektorraum V*, und aus einer
linearen Abbildung T : V — W eine neue lineare Abbildung T : W* — V*, wobei sich die Richtung der
Abbildung umkehrt: Dualisierung ist ein Beispiel eines kontravarianten Funktors.

Wir haben in Definition [6.2.7] gesehen, dass eine Basis von V eine Basis von V* hervorbringt, naemlich
die duale Basis. Es sei nun 7' : V. — W eine lineare Abbdildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraeumen, und es seien B und C Basen von V und W. Wir koennen dann die Abbildungsmatrix
[T]8 von T bezueglich B und C betrachten. Was koennen wir ueber die Abbdildungsmatrix [7%]5. sagen?

21Wir benutzen hier, dass zwei Elemente von V* gleich sind, wenn sie fuer alle v € V' den gleichen Wert annehmen.
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Beispiel 6.3.8. Essei V =R2?, und es sei T : V — V die Abbildung, die bezueglich der Standardbasis
& = (e1,e2) durch die Matrix A = (é _21) gegeben ist, d.h.

(34) T(e1) = ey + 3es und T(ez) = 2e1 — ea.
Es sei B = [T*)4., d.h. wenn B = (Z Z>7 dann gilt

(35) T*(e]) = ael + cej und  T(e3) = be] + des.

Um die Eintraege von B zu bestimmen, benutzen wir wieder die definierenden Eigenschaft der dualen
Basis. Indem wir auf e; und es anwenden, erhalten wir

T*(er)(er) = a = (ef o T)(er) = ex(er + 2e9) = 1,

T*(e1)(e2) = ¢ = (e1 o T)(e2) = €1 (2e1 — €2) = 2,

T*(e3)(e1) = b= (ez 0 T)(e1) = e5(e1 + 3e2) =3,

T*(e3)(e2) = d = (e3 0 T)(ea) = e3(3e1 — e9) = —1,
mit anderen Worten B = [T*]5. = (; _31> Faellt Thnen was auf?

Theorem 6.3.9. Es seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorraeume, und es sei B = (v1,...,v,),
bzw. C = (wy,...,Wy), eine Basis for V, bzw. fuer W. Es seiT : V — W eine lineare Abbildung. Dann
gilt
«1C* t
[T"]5. = ([T]?) :
Proof. Es sei

ail a2 ... Qin
B a1 as9 . aAon,
A=[Tlg =
Am1 Am?2 e Amn,
das heisst
m
T(v) = E a;jw;
i=1

Was ist T (wj;)? Wir benutzen (26)): es giltlﬂ
T*(wy,) = [(T"(wg)) (vo)] - o7 + -+ + (T (wg)) (vn)] - vp,

und von der Definition der dualen Abbildung T™* sehen wir, dass
m
T (wf) (v;) = wi(T(v;)) = w} (Z w> — ag,
i=1

das heisst
T (wy) = ag1v] + - + agpv).
Dabher ist die Abbildungsmatrix [T*]%* gegeben durch

a1l az21 Gm1
w1C* a1z 22 Am2 .
(50 A2n Amn

O

Bemerkung 6.3.10. Es sei A € My, xn(K), und es sei Ty : K™ — K™ die bezueglich der Standardbasen
& und F von K™ und K™. Dann ist [T4]%. = A*. Vielleicht hilft uns das, um einen neuen Beweis zu
finden fuer den Satz, dass

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A*)?
Wir bemerken, dass Spaltenrang(A) = dimim(74) und Spaltenrang(A*) = dimim(7%). Was koennen
wir ueber die Dimensionen dieser Raeume sagen?

22Beachten Sie, dass T* (wy) € V*, d.h. wir koennen T*(wj) an einem Element v € V auswerten und erhalten einen
Skalar: (T*(wj))(v) € K.
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6.4. Annulatoren.

Definition 6.4.1. Es sei V' ein Vektorraum und U <V ein Unterraum. Der Annulator von U ist die
Menge aller Linearformen von V', die alle Elemente von U auf Null abbilden, das heisst

Ut={teV*: lu)=0y YucU}.
Mit anderen Worten, ein Element { € V* gehoert genau dann zu U+, wenn U C ker(f).
Lemma 6.4.2. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Dann ist UL ein Unterraum von V*.
Beispiel 6.4.3. Es gilt {0y}t = V*.
Beispiel 6.4.4.

1
(1) Essei V=R3und U = < -1 > Was ist U+?
1
Es sei B = (e, €9, e3) die Standardbasis von V', so dass U = {e1 —ea+e3) und B* die Dualbasis.

Dann ist
Ut ={0ecV*: ey —eg+ez) =0}
Mit anderen Worten, wenn ¢ = aej + bel + cej, dann gilt
leg —eatez)=a—b+c=0,
das heisst b = a + ¢, und
Ut = {a(e} +eb) +cles +eb): a,c € R}
(2) Es sei nun W = (e; —ex +e3, €1 + e2) < V. Dann ist
W={ecV*:lleg—ex+e3)=0 und (e +ep) = 0}.
Schreiben wir £ = ae} + be; + ce3, dann lauten die Bedinungen
a—b+c=0 und a+b=0,
das heisst b = —a und ¢ = —2a, und
W = {a(e}] — e} —2¢3) : a € R}.
Was faellt Thnen auf, wenn Sie die Dimensionen betrachten?
Theorem 6.4.5. Es sei V' ein Vektorraum und U < V. Dann gilt
dimg (U) + dimg (UL) = dimg V.

Proof. Es sei n = dimg V und dimg U = k. Waehle eine Basis uj,...,u;r von U; dann koennen
wir sie bei Satz ... zu einer Basis B = (u1,...,uk,v1,...,0n—%) von V erweitern. Es sei B* =
(uf,...,up,v5,...,v5_,) die duale Basis. Dann gilt aufgrund der definierenden Eigenschaft von B*

dass v;(ul) =0fueralll <i<kundl<j<n-—k, mit anderen Worten, v;-‘ eU+ Vi1 <j<n—kund
daher (v},...,u*_,) CU"L.

» Un—k
Wir behaupten, dass vi...,v_, eine Basis von U+ ist. Natuerlich sind die Vektoren linear unab-
haengig, es ist daher zu zeigen, dass (v],...,v}_,) = UL. Essei A\ € UL. Da B* eine Basis von V* ist,
gibt es Skalare aq,...,ag, B, ., Bn_k, SO dass

A=aoui + -+ agug + f10] + o+ Bk g
Da A € U, gilt
Mu;)) =a; =0 V1<i<k,
und wir erhalten
A =610y 4+ Bk
was zu beweisen war. O

Satz 6.4.6. Es seienV, W endlich-dimensionale K -Vektorraeume undT : V' — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt
(1) (imT)* = ker(T*);
(2) (ker T)* = im(T*).
Proof.
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(1) Es sei A € ker(T™*). Dann ist per Definition T*(\) = A o T' = Oy +, das heisst
AMT(v))=0 YoeV
und daher A € (im 7).
Umgekehrt sei A € (im7)*, das heisst A(T'(v)) = 0 Vo € V. Daraus folgt, dass Ao T' = Oy
und somit T*(\) = Oy~, das heisst A € ker(T™).
(2) Essei A € im(7T*), das heisst, es gibt ¢ € W* so dass T*(¢)) = A. Also gilt
A) =T (@) (v) = $(T(v)) =0 Vv € ker(T),
das heisst A € (ker T)* und daher im(T*) C (ker T)*.
Anstatt die umgekehrte Inklusion zu zeigen, berechnen wir die Dimension von im(7™): es gilt
dimim(7T*) = dim W — dim ker(7™)
= dim W — dim(im T")*
=dim W — (dim W — dimim(7))
= dimim(7)
=dimV — dimker(T)
= dim(ker T')*
und daher im(7*) = (ker T')*.

Korollar 6.4.7. Es gilt
(1) T ist injektiv < T™* ist surjektiv;
(2) T ist surjektiv < T* ist injektiv.
Proof. Wir beweisen (1):
T ist injektiv < ker(T) = {0y}
& (kerT)t =V~
& im(TF) =V*
& T ist surjektiv
Korollar 6.4.8. Es sei A € My, xn(K). Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Proof. Es sei Ty : K™ — K™ wie in Definition 4.1.4. Dann gilt
dimim(74) = Spaltenrang(4) und dimim(77}) = Spaltenrang(A") = Zeilenrang(A).

Nun haben wir in dem Beweis von Satz gesehen, dass dimim(7T4) = dimim(7). Das Resultat
folgt. (|

6.5. Reflexivitaet. Was passiert, wenn wir einen Vektorraum zweimal dualisieren?

Definition 6.5.1. FEs sei V' ein Vektorraum. Dann ist der Bidualraum von V der K-Vektorraum

Was koennen wir ueber V** sagen?

Bemerkung 6.5.2.
(1) Wenn V n-dimensional ist, dann ist V** aufgrund von Satz ebenfalls n-dimensional.
(2) Per Definition sind Elemente von V** lineare Abbildungen V* — K. Koennen wir solche Abb-
dildungen konstruieren?

Beachte 6.5.3. FEs seiv € V. Dann definiert die Auswertung an v eine Abbildung V* — K: explizit
ist sie definiert durch
v(v): V* > K, £ L(v).

FEine einfache Rechnung zeigt, dass Ty (v) linear ist, das heisst, sie ist ein Element von V**.

Theorem 6.5.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann definiert die Abbildung
v : V= V*, V= 7(v) einen Isomorphismus zwischen V' und seinem Bidualraum; wir sagen V ist
reflexiv .
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Bemerkung 6.5.5. Wenn V unendlich-dimensional ist, dann definiert Tv immer noch eine Abbildung
V — V** aber sie ist nicht unbedingt surjektiv.

Proof. Wir zeigen zunaechst, dass 7 eine lineare Abbildung ist.

(1) Es seien v € V und A € K. Dann ist 7(Av) die Abbidung, die eine Linearform auf Av auswertet:
Ty (Av)(£) = £(Av) = M(v) = Aty (v)(0) VeV,

das heisst Ty (Av) = Ay (v).
(2) Es seien u,v € V. Dann gilt

Tv(u+v)(0) = L(u+v) =L(u) + £(v) = v (uw)(£) + v (v)(£) Vee V™,

und daher Ty (u + v) = 7y (u) + v (V).

Wir zeigen nun, dass die Abbildung ein Isomorphismus ist. Da dim V** = dim V, ist es ausreichend
zu zeigen, dass 7y injektiv ist. Nimm an, dass 7y (v) = 0, das heisst

Tv(v)(£) =£L(v) =0 VeV,
Es sei B = (v1,...,vy,) eine Basis von V, und schreibe v = ayv1 + - - - + a,v,. Dann gilt
vi(v) =0; =0 V1l <i<mn,

und daher v = 0. Daher ist 7y injective und ein Isomorphismus. O
Lemma 6.5.6. FEs sei V ein endlich dimensionaler K -Vektorraum, und es sei B eine Basis. Es sei
B* = (vf,...,v}) die duale Basis, und B** = ((v])*,...,(v:)*) die duale Basis von B*. Dann gilt

mv(vi) = (v)" Vi,
das heisst Ty (B) = B**
Proof. Per Definition ist B** = ((v])*, ..., (vX)*) diejenige Basis von V**, fuer die gilt

(1) (7) = b

Wir muessen also zeigen, dass {7y (v1),...,7v(v,)} diese Eigenschaft hat. Aber nun gilt

*

Tv(’l)i)(’l)j) = v} (vi) = by

O

Bemerkung 6.5.7. (1) Die Abbildung 7v : V. — V** definiert einen natuerlichen Isomorphismus
zwischen V' nach V*x: der Isomorphismus haengt nicht von der Wahl von Basen ab! Im Gegen-
satz dazu sind V' und V* nicht natuerlich isomorph: wir koennen zwar Isomorphismen zwischen
den beiden Raeumen defineiren (wie zwischen allen K -Vektorraeumen, die die gleiche Dimension
haben), aber diese haengen von der Wahl von Basen ab.

(2) FEs seien V,W endlich dimensionale Vektorraume und T : V — W eine lineare Abbildung. Dann
sind die Abbildungen Ty und Ty mit T kompatibel: wir haben ein kommutative Diagramm

V vV V**
T T**
W W**
™

V +— V** ist ein kovarianter Funktor. Nun seien B und C jeweilige Basen von V und W. Dann
gilt

g = (m95) = (1)) = me,



7. QUOTIENTENRAEUME
7.1. Definition und erste Eigenschaften. Wir erinnern uns an die Definition eines Quotientenraums:

Definition 7.1.1. Es sei V' ein Vektorraum und U < V. Wir definieren den Quotientenraum V /U wie
folgt: die Elemente von V/U sind die Nebenklassen von U in V', das heisst, sie sind die Untermengen
von V won der Form v+ U fuer v € V. Wir schreiben [v] fuer die Klasse v+ U. Die Addition und
Skalarmultiplikation sind definiert durch

[y1] + [v2] = [v1 + v2] und av] = [av].

Bemerkung 7.1.2. Die Nebenklassen von U in 'V sind die Aequivalenzklassen folgender Aequivalen-
zrelation auf V: ‘v ~ w genau dann, wenn v —w € U”. Diese bedeutet, dass jedes v € V in genau
einer Nebenklasse liegt, naemlich in der Nebenklasse [v] = v+ U. Wir nennen v ein repraesentierendes
Element dieser Nebenklasse; das bedeutet, zwei Element v,v' € V repraesentieren die selbe Nebenklasse
genau dann, wenn v —v' € U.

Wir muessen zeigen, dass Addition und Multiplikation wohldefiniert sind:
(1) es seien vy, v],v2,vy € V, und nimm an, dass [v1] = [v}] und [vs] = [v}]. Wir muessen zeigen,
dass
[v1] + [va] = [v]] + [vh] &  [vi+wva] =[v] +v] & vy 4wy —v] —vy €U

Doch das ist klar, da v; —v] € U und vy — v € U.
(2) Es seien v,v" € V so dass [v] = [v], und es sei « € K. Wir mussen zeigen, dass

a] =ap] & [a]=a] & alv—10)eU.
Doch da v —v" € U und U ein Unterraum ist, gilt a(v —v’) € U.
Satz 7.1.3. Mit dieser Definition der Addition und Skalar-Multiplikation ist U/V ein Vektorraum.
Proof. Uebung@ O
Satz 7.1.4. Es seiqu : V — U die Abbildung
qu(v) = [v];
sie heisst die kanonische Quotientenabbildung. Dann ist qu linear, und es gilt ker(qu) = U und im(qy) =
V/U.
Proof. Wir zeigen zunaechst, dass die Abbildung linear ist:
qu (v1 + avg) = [v1 + aws]
= [v1] + afvs] aufgrund der Definition von Addition und Skalar-Multiplikation
= qu(v1) + aqu(v2).

Es sei nun € V/U. Dann ist x eine Aequivalenzklasse der Aequivalenzrelation in Bemerkung [7.1.2
und es gibt v € V so dass x = [v], das heisst x = ¢y (v). Daher ist gy surjektiv.
Nimm nun an, dass v € ker(qy). Dann gilt

qu(v) = [v] = Oy v & v~ Oy
Sv—0pelU
sSvel,

und daher ker(qy) € U. Umgekehrt sei v € U. Dann gilt u ~ Oy da w = u — Oy € U und daher
qu(u) = [u] = Oy,y. Daher gilt U C ker(qy) und daher ker(qy) = U. O

Korollar 7.1.5. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U < V. Dann ist V/U endlich-
dimensional, und es gilt
dimK V/U = dimK V- dimK U.

Proof. Folgt unmittelbar von Satz und Theorem O

Alternativ koennen wir dieses Korollar ebenfalls mit Hilfe eines Komplements des Unterraums U
beweisen:

23Was ist die additive Identitaet?
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Satz 7.1.6. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Es sei W <V ein Komplement zu U. Dann definiert
die Abbildung w — [w] einen natuerlichen Isomorphismus

W — V/U.

Proof. Es sei v = qu|w. Dann ist v injektiv: nimm an, dass w € ker(y), das heisst [w] = Oy,y, mit
anderen Worten w € U. Aber U NW = {0y}, und daher w = Oy.

Weiterhin ist ~y surjektivﬁ esseiz € V/U, und es sei v € V ein repraesentierendes Element von z. Da
v=U+W,Juec U, weWsodass v=u+w. Aber dann gilt [v] = [w], und daher y(w) = [v] =2. O

I"Jbung 7.1.7. Beschreibe die inverse Abbildung v~ : V/U — W.

Bemerkung 7.1.8. Insbesondere bildet y eine Basis von W auf einer Basis von V/U ab: wennwy, ..., wg
eine Basis von W ist, dann ist [w1], ..., [wg] eine Basis von W, und daher erhalten wir einen alternativen
Beweis, dass

dimV/U =dimW =dimV — dim U.

Bemerkung 7.1.9. Wir haben bereits gesehen, dass abgesehen von trivialen Faellen das Komplement
eines Vektorraums nicht kanonisch ist. Wenn wir aber ein Komplement ausgewaehlt haben, dann ist der
Isomorphismus in Satz kanonisch.

Weiterhin gibt es eine Korrespondenz zwischen bestimmen Unterraeumen von V' und Unterraeumen
von V/U:

Satz 7.1.10. Die Abbildung

{WCV:U<W<LV} — {X <V/U}

w — w/U

ist eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen Unterraeumen von V', die U enthalten, und Unterraeumen von
V/U.
Proof. Uebung. O
7.2. Die Isomorphismensaetze. Quotientenracume tauchen in the linearen Algebra (und auch sonst)
ueberall auf. Zum Beispiel koennen wir Theorem folgendermassen verfeinern:

Theorem 7.2.1. (Erster Isomorphiesatz) Es seien V,W K-Vektorraeume und T : V — W eine lineare
Abbildung. Definiere eine neue Abbildung

T: V/ker(T) — im(T)
wie folgt: fuer ein Element x € V/ker(T) waehle ein representierendes Element v € V und definiere
T(z) = T(v)@ Dann gilt
(1) T eine wohldefinierte lineare Abbildung;
(2) T : V/ker(T) — im(T) ist ein Isomorphismus;
(8) folgendes Diagram ist kommutativ:

T

v W

N

Gier(T)

T
V/ker(T) — im(T)
Proof. (1) Es seien vy, vy representierende Elemente von z. Dann gilt Gyer(7)(v1) = Ger(r)(v2) = T,

das heisst v; — vy € ker(T) und daher T'(vy) = T'(ve). Deshalb ist T' wohldefiniert.
T ist linear: es seien z = [v1],y = [v2] und a € K. Dann gilt

24Gje koennen alternativ mit Hilfe der Dimensionen argumentieren.
25Wir nennen T die von T induzierte Abbildung.
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(2) T ist injektiv: Es sei 2 € ker(T'), und es sei v € V ein representierendes Element von z. Dann
gilt aufgrund der Definition
T(z) = T(v) = Ow,
das heisst v € ker(T") und daher z = [v] = Oy ker(1)-
T ist surjektiv: Aufgrund der Definition von T ist es offensichtlich, dass im(T) C im(7T). Es
sel w € im(T"). Dann gibt es ein v € V so dass T'(v) = w. Aber dies bedeutet, dass
T([v]) = T(v) = w,
und daher w € im(7T).
(3) Die Kommutativitaet des Diagrams folgt unmittelbar von den Definitionen.

Theorem 7.2.2. (Zweiter Isomorphiesatz) Es sei V ein Vektorraum und U,W < V. Es sei

i U=V 2% V/W,  ue gw(u)
Dann ist ker(i) = UNW, und i induziert einen Isomorphismus
T UNUNW) — (U+W)/W.
Proof. Es folgt von Theorem dass i einen Isomorphismus
it U/ker(i) — im(i)

induziert. Wir zeigen zunaechst, dass ker(i) = U N W.

Es sei u € ker(i) Dann gilt i(u) = Oy w, das heisst v € W und daher v € U N W. Umgekehrt gilt
UNW C ker(i), und daher ker(i) =U NW.

Um den Beweis abzuschliessen muessen wir zeigen, dass im(i) = (U + W)/ WE Es ist klar, dass

im(i) € (U + W)/W. Umgekehrt sei x € (U + W)/W. Dann gibt es ein repraesentierendes Element
u € U von x, und es gilt i(u) = z. O

Was passiert, wenn wir zwei Unterraecume von V betrachten, von dem einer in dem anderen enthalten
ist?

Satz 7.2.3. Es sei V ein Vektorraum und U < W <V zwei Unterraeume. Dann gibt es eine natuerliche
lineare Abbildung wyw : V/U — V/W, gegeben durch v+ U +— v + W, so dass folgendes Diagram

kommutiert:
\%4
/ K
w
V/U vw - VW
Proof. Eine einfache Rechnung zeigt, dass wy, w linear ist. Die Kommutativitaet des Diagrams ist eine
Uebung. O

Theorem 7.2.4. (Dritter Isomorphiesatz) Es sei V' ein Vektorraum und U < W <V zwei Unterracume.
Dann ist ker(wy w) = W/U, und die induzierte Abbildung Wy w definiert einen Isomorphismus

@ow : (V/U)/(W/U) — V/W.
Proof. Wir wenden Theorem auf die induzierte Abbildung
wWuw V/U E—— V/W

am. Die Abbildung ist surjektiv: Es sei € V/W und v ein repraesentierendes Element von z. Dann
wird die Nebenklasse v + U auf x abgebildet.

Wir bestimmen nun den Kern von wy,w: es ist klar, dass W/U C ker(wy,w). Es sel nun z € V/U im
Kern von wy,w, und es sei v ein repraesentierendes Element von z, d.h. gy (v) = . Dann gilt aufgrund
von Satz [[.2.3]

@uw(®) = qw(v),
und wir wissen, dass gy (v) = Oy genau dann, wenn v € W. Es folgt, dass © = gy (v) € W/U, und
daher ker(wyw) C W/U.

26Beachte, dass (U + W)/W ein Unterraum von V/W ist.
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Es folgt daher von Theorem dass @y,w einen Isomorphismus

(V/U))(W/U) = VW
definiert. O

7.3. Weitere Anwendungen. Weiterhin koennen wir den Annulator eines Unterraums mit Hilfe von
Quotientenraeumen beschreiben:

Satz 7.3.1. FEs sei V ein K-Vektorraum und U <V ein Unterraum. Dann gibt es einen natuerlichen
Isomorphismus

a: (VU == Ut
Proof. Wir definieren zunaechst die Abbildung «: Es sei £ € (V/U)*. Dann ist
logqy:V = K

eine Linearform auf V, und es gilt U C ker({ o qi/), das heisst £ o qy € UL. Definieren a(f) = £ o qu;
eine einfache Rechnung zeigt, dass « linear ist. Da (V/U)* und U~ die gleiche Dimension haben, ist es
ausreichend zu zeigen, dass « injektiv ist. Dieses ist eine leichte Uebung.

Alternativ koennen Sie die inverse Abbildung konstruieren: es sei A € UL, i.e. A € V* so dass
U < ker(A). Aufgrund von Theorem wissen wir, dass A eine Abbildung

A:V/ker(A) — K
induziert. Da U < ker(\), gibt es laut Satz eine natuerliche Abbildung
WU ker(n) : V/U — V/ker(X).
Definiere
a_l()\) =)o Wyker(r) © V/U = K.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass o' die inverse Abbildung von « ist. (I

8. DETERMINANTEN

8.1. Ein erstes Beispiel.

Lemma 8.1.1. FEs sei A = Z b) € Myyo(K). Dann ist A genau dann invertierbar, wenn ad—bc # 0,

d
1 d —b
ATt = .
ad — bc (C a )

Definition 8.1.2. Die Groesse (ad — bc) heisst die Determinante von A, und wir schreiben

und in diesem Fall gilt

det(A) = ad — be.

Beachte 8.1.3. Schreibe A = (v1,v2), wobei vi,va die Spaltenvektoren sind. Die Determinante hat
folgende Eigenschaften:

(1) det(Iy) = 1;

(2) det(vyi,ve) = —det(va,v1);

(3) det(vi +u,vy) = det(vy, ve) + det(u, ve) und det(vy, ve +u) = det(vy, ve) + det(vy, u);
(4) det(AA) = A2 det(A) fuer all A € K;

(5) det(Avy, va) = det(vy, Ava) = Adet(4);

(6) det A = det A®.

Diese Figenschaften sind characteristisch fuer eine Determinantenfunktion.
Um Determinanten fuer (n x n)-Matrizen zu definieren, benoetigen wir das Konzept von Permutatio-

nen
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8.2. Permutationen.

Definition 8.2.1. Es sein > 1. Eine Permutation der Menge {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — {1,...,n}.

Wir schreiben o als (o(1),0(2),...,0(n)).
FEine Transposition ist eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht und alle anderen Ele-
mente auch sich selber abbildet.

Beispiel 8.2.2. Es sei n = 4. Dann ist (1,3,2,4) eine Transposition, aber (2,3,1,4) ist keine Transpo-
sition.

Satz 8.2.3. Die Permutationen auf der Menge {1,...,n} bilden eine Gruppe S, unter Komposition
von Funktionen; die Identitaet ist die Identitaetsfunktion, die jedes Element auf sich selber abbildet. Die
Gruppe S, heisst die symmetrische Gruppe vom Grad n; sie hat n! Elemente.

Proof. Uebung. O

Beachte 8.2.4. Es sei 7 € S, eine Transposition. Dann gilt 72> = id, das heisst T ist sein eigenes
Inverses.

Beispiel 8.2.5.
(1) Essein =4 und o = (3,1,2,4). Dann ist 0! = (2,3,1,4).
(2) Essei 7= (4,1,2,3). Dann gilt

UOT: (4737173)
Too =1(2,4,1,3).

Satz 8.2.6. Jede Permutation kann als die Verknuepfung von endlich vielen Transpositionen geschrieben
werden.

Proof. Es sei 0 = (o(1),...,0(n). Wenn o(1) # 1, dann sei 7y die Transposition, die 1 und o(1)
vertauscht; ansonsten sei 7 die Identitaet. Beachte, dass 7 0(1) = 1.

Wenn 110(2) # 2, dann sei 72 die Transposition, die 2 und 7,0(2) vertauscht; ansonsten sei 7o die
Identitaet. Dann gilt 7o 0(1) = 1 und 79710(2) = 2. Wiederholen Sie diesen Prozess bis 7,,. Dann gilt

TnTn—1--+Ti0=1id = oc=m7Ta Ty,
da 72 = id Vi aufgrund von Beobachtung [8.2.4 O
Beispiele 8.2.7.
(1) Essei 0 = (3,4,1,2) € S4. Da o(1) = 4, nehmen wir 7, = (3,2,1,4). Dann gilt
10 = (1,4,3,2).
Wir nehmen 7 = (1,4, 3,2); dann gilt 7270 = id und daher
o=1(3,2,1,4)(1,4,3,2).
(2) Esseio=1(3,1,2,4,5) € S5. Dann gilt
oc=(1,3,2,4,5)(3,2,1,4,5)
=(1,2,3,5,4)(1,3,2,4,5)(3,2,1,4,5)(1,2,3,5,4),
die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist also nicht eindeutig!
Immerhin ist die Paritaet der Anzahl von Transposition eindeutig bestimmt:

Satz 8.2.8. Es sei o € S,, und

/ /
o’:Tl...Tk:Tl...Tm

verschiedene Zerlegungen von o in Produkte von Transpositionen. Dann gilt
k=m (mod 2).
Proof. Spaeter - siche Korollar [8:3.15] O

Beispiele 8.2.9.

(1) Jede Transposition in S, ist ungerade.
(2) Das Element o € Sy aus Beispiel (1) ist gerade.
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Bemerkung 8.2.10. Die Menge aller geraden Permutationen in S, ist eine Untergruppe von Sy ; sie
heisst die alternierende Untergruppe A,.

Die Gruppe As ist die kleinste nicht aufloesbare Gruppe: damit werden Sie sich beschaeftigen, wenn
Sie im naechsten Jahr Galois Theorie lernen.

Definition 8.2.11. FEine Permutation o € S, heisst gerade (bzw. ungerade), wenn es sich als Pro-
dukt einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Transpositionen schreiben laesst. Wir definieren das
Vorzeichen einer Permutation o als

(o) 1 wenn o gerade ist
sgn(o) =
& -1 wenn o ungerade ist.

8.3. Determinantenfunktionen.

Notation 8.3.1. Es sei A € M,,«,,(K); wir schreiben A = (vy,...,v,), wobei v; der ite Spaltenvektor
ist.

Definition 8.3.2. Eine Funktion f : My« (K) — K ist n-linear (in den Spaltenvektoren), wenn V1 <
i < n f eine lineare Funktion der iten Spalte ist, wenn die die anderen Spalten fixiert werden. Mit
anderen Worten, f ist n-linear, wenn

fvi,ooo,vitu. o, vp) = f(Vi,e o, Vi oo, Vi) + f(ve, o V),
Vi, o AV, o V) = A (Ve Vi, V)
fuer alle A= (vi,...,Vp) € Mpxn(K), u€ K™ und X € K.

Beispiele 8.3.3.

(1) det : Myyo(K) — K ist bilinear.
(2) Es sei A= (a;j) € Myxn(K). Die Funktion

f A a11a929 . ..0nn
ist n-linear.

Lemma 8.3.4. Es seien f,g: Myun(K) = K n-linear, und es seien o, 8 € K. Dann ist auch af + g
n-linear.

Proof. Uebung. (]

Definition 8.3.5. FEine Funktion f : My, (K) — K ist alternierend, wenn folgende Eigenschaft erfuellt
ist: wenn v; = Vi1 fuer ein 1 <i <n, dann gilt

f(V1r V) =0,
Beispiel 8.3.6. det : Moy o(K) — K ist alternierend.

Lemma 8.3.7. Es sei f: M, xn(K) — K n-linear und alternierend. Dann gilt

(1) f(Vl,...,VZyVH,l,.‘.,Vn) :—f(Vl,...,VZ'+1,Vi,...,Vn),'
(2) wenn v; =v; fuer i # j, dann gilt f(vi,...,Vi,...,Vj,...,V,) =0;
(3) f(Vi,o o Viy oo, Vs, Vi) = = f(Vi, 0oV, oo Vi V)

Proof. (1) Es gilt

Vi, s vi+ Vg1, Vit Vigt, .o, Vi) = f(Vve, oo Vi oo Vi oo Vi) f(VE, ooV Vi, -, Vi)
+ f(viy e Vi1, Viy ooy Vi) + f(VE, oo Vi1, Vig 1, -0, Vi)
= f(Vi,eo s Vi, Vidty oy Vi) + (VL oo o Vi1, Viy o ooy Vi)
=0
und daher
FOvi, oo, viy Vg, oy Vi) = —f(V1, oo 0 Vi1, Viy ooy Vi)
(2) Nimm nun an, dass A = (vi,...,v,) eine Matrix ist, fuer die Spalten v, und v; gleich sind.

Wir koennen dann nebeneinanderliegende Spalten so lange vertauschen, bis wir eine Matrix A’
erhalten, die zwei gleiche nebeneinanderliegende Spalten hat; aufgrund von (1) wissen wir, dass
sich f(A) und f(A’) hoechstens durch das Vorzeichen unterscheiden. Aber da f alternierend ist,
gilt f(A’) =0 und daher f(A) =0.
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(3) Der Beweis ist aehnlich wie (1).
U

Definition 8.3.8. Fine Funktion D : My, (K) — K ist eine Determinantenfunktion, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(1) sie ist n-linear;
(2) sie ist alternierend:
(3) D(1,) = 1.

Frage: Gibt es Determinantenfunktionen ueberhaupt?
Lemma 8.3.9. Die Determinante fuer (2 x 2)-Matrizen
det : Moyo(K) — K
ist eine Determinantenfunktion, und sie ist die einzige Determinantenfunktion auf Mayo(K).

Proof. Die Axiome der Determinantenfunktion sind leicht zu ueberpruefen; wir zeigen die Eindeutigkeit.

Es sei D : Mayo(K) — K eine Determinantenfunktion, und es sei A = (CCL Z) Wir wollen zeigen, dass

D(A) = ad — be. Es seien ey, e; die Standardbasis von K2, und wir schreiben A = (ae; + ces, be; + dey).
Dann gilt aufgrund der Axiome
D(A) = D(ae; + cea, bey + des)

=ab-D(ej,e1) +ac-D(ej,ez) +bc- D(eg,e1) + cd- D(eq,e2)

=ac- D(e1,e3) + bc- D(es,eq)

= (ad — bc) - D(eq,e3)

= (ad — be) - D(I3)

= ad — bc.

Wir wollen nun folgendes zeigen:

1) Vn > 1 gibt es eine Determinantenfunktion.
g
(2) ¥Yn > 1 ist die Determinantenfunktion eindeutig bestimmt; das heisst, es gibt genau eine.

Wir zeigen zunaechst die Existenz:

Theorem 8.3.10. Es sein > 1. Dann gibt es eine Determinantenfunktion D : My, (K) — K.
Wir brauchen fuer den Beweis folgendes Konzept:

Notation 8.3.11. Sei A = (aij)i<ij<n € Mpxn(K). Fuer 1 <i,j <nsei A;; die (n—1,n —1)-Matrix,
die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile und jte Spalte herausnehmen.

Beispiele 8.3.12.

(1) Sei A= (Z Z) Dann ist

Ai1=d, Aio=c, Ay1=0b Ayp=a.

1 2 -1
(2) SeiB=(2 1 0 |. Wassind Bs; und By 3?
0 1 -2

Um Theorem [8.3.10] zu beweisen, brauchen wir folgenden Satz:

Satz 8.3.13. Es sein > 2 und [ eine (n — 1)-lineare alternierende Funktion. Fuer 1 < i < n definiere
die Funktion
Ei: Mpxn(K) = K, A= (aig) = ) (1) ayf(Ai ).

1

n
J=

Dann ist E; n-linear und alternierend.
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Proof. Wir zeigen zunaechst, dass F; n-linear ist. Es sei 1 < j < n, und betrachte die Funktion
eij t A aif(Aij);

wir muessen zeigen, dass sie n-linear ist: dann folgt von Lemma dass F; ebenfalls n-linear ist.
Betrachte e;; als eine Funktion der kten Spalte.
e wenn k # j, dann ist a;; unabhaengig von k, und f(4; ;) ist linear in der kten Spalte, und daher
ist e;; linear als eine Funktion der kten Spalte.
e wenn k = j, dann ist f(A; ;) unabhaengig von k, und a;; = a,j ist linear in der kten Spalte, und
daher ist e;; linear als eine Funktion der kten Spalte.
Es folgt daher von Lemma dass E; n-linear ist.
Nimm nun an, dass vy = vi41 fuer 1 < k < n. Dann hat fuer all j # &,k + 1 die Matrix A; ; zwei
gleiche Spalten, und daher gilt f(A4; ;) =0, da f alternierend ist, das heisst

Ei(A) = (=) au f(Air) + (=) a; pir f(Aigs)-
Aber A; , = A; k41 und a;; = a; k11, und daher E;(A) = 0. O

Wir koennen nun Theorem [8.3.10| beweisen.

Proof. Wir zeigen die Existenz duch Induktion nach n. Fuer n = 1 sei D die Indentitaet, und fuer n = 2
die Determinante.

Nimm nun an, dass wir Dy,_1 @ My_1,-1(K) — K definiert haben. Es sei A = (a;j)1<ij<n €
M wn(K). Waehle nunn ein 1 <4 < n. Definiere

DY(A) = (=) ayu Dy 1 (A1) 4+ -+ (=1)" i Dy 1 (A ).

n

Wir zeigen, dass fo) eine Determinantenfunktion ist Es folgt von Satz [8.3.10, dass D,, n-linear und
alternierend ist. .
Wir muessen nun zeigen, dass Dﬁf)(ln) = 1. Beachte, dass

(10)i; = {0 wenn i # j

1 wenn ¢ = j.

Es folgt daher, dass
DW(1,) = (1) Dy_1(1,_1) = 1.

n

O

a1 G2 a13
Beispiel 8.3.14. Fuer n = 3 erhalten wir drei Determinantenfunktionen. Es sei A = | a1 a22  as3

aszr azz2 as3
Dann sind die drei Determinantenfunktionen gegeben durch

Dgl) A al det <(L22 223> — 12 det (a21 a23> + a3 det (a21 (L22> s
33

a32 a31 ass a3l as2
2 ai2 ai ail  ai air a2
Dé ) A —ag det 3) + ago det 3) — agg det ,
az2 Aass agzyp ass asi as2
3 a2 ai ail; ai ailr a2
Dé ) : A a3 det 3) - ass det 3 + as3z det .
a22 A23 az1 Aa23 az1 a2

As Korollar erhalten wir einen sehr eleganten Beweis von Satz [8.2.8} Lecture 25

Korollar 8.3.15. Es sei o € S, und

/ /!
J:Tl"'Tk:Tl"'Tm

verschiedene Zerlequngen von o in Produkte von Transpositionen. Dann gilt
kE>~m (mod 2).

2"Dieses gilt fuer jedes 1 < i < n, d.h. wir bekommen i Determinantenfunktionen! Wir werden spaeter sehen, dass sie
alle gleich sind.
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Proof. Es sei D : Mpxn(K) — K eine Determinantenfunktion, uns es sei ey, ..., e, die Stadardbasis
von K". Wenn o durch die Verknuepfung von k Transpositionen erhalten werden kann, dann an die
Einheitsmatrix 1, von der Matrix (e,(1),...,€q(n)) durch k Vertauschungen von Spalten konstruiert
werden. Da das Vertauschen von Spalten das Vorzeichen des Wertes der Determinantenfunktion aendert,
erhalten wir

D(ey(1),---s€0(n)) = (—1)*D(1,,) = (—1)*.
Durch das gleiche Argument erhalten wir
D(eo(l)a s aeo(n)) = (71)m7
und daher gilt k = m (mod 2). O
Um die Eindeutigkeit der Determinantenfunktion zu zeigen, benutzen wir die gleiche Strategie wie in
Lemma B.3.9im Fall n = 2.
Theorem 8.3.16. Es sein > 1. Dann gibt es genau eine Determinantenfunktion
D: Myx,(K)— K.
Ezxplizit ist D durch folgende Formel gegeben: es sei A = (a;j)1<i,j<n. Dann gilt
D(A) = Z Sgn(U) A5(1),100(2),2 " " Go(n),n-
oESy
Proof. Es sei eq,...,e, die Standardbasis von K™; fuer A = (v1,...,Vy) schreiben wir
Vi =aijer + -+ apien.

Es sei nun D : M, x,(K) — K eine Determinantenfunktion@ Da D alternierend und n-linear ist,
erhalten wir durch Expansion

D(A) = D(aj1e1 + -+ anien,...,a1p€1 + -+ + apney)
= Z Ag(1),1° " aa(n)m . D(eg(l), . ,eg(n)).
cES,
Aber nun gilt
D(ey(1),---,€5(n)) =sgn(o) - D(ey,...,e,) =sgn(o),
und das Resultat folgt. O

Mit den Anwendungen der Determinante beschaeftigen wir uns im neuen Jahr.

9. WEIHNACHTSVORLESUNG: UEBER DIE UNENDLICHKEIT
Notation 9.0.1. Fuer n > 1 schreiben wir [n] = {1,...,n}.

Definition 9.0.2. FEine Menge A ist endlich, wenn es seine Bijektion A — [n] gibt fuer ein n > 0. In
dem Fall ist die Kardinalitaet von A gleich n.

Definition 9.0.3. FEine Menge A ist abzaehlbar, wenn A endlich ist oder wenn es eine Bijektion zwis-
chen A und N gibt. Wenn A nicht abzaehlbar ist, dann ist sie ueberabzaehlbar.

Satz 9.0.4. Jede Untermenge von N ist abzaehlbar.

Proof. Es sei S CN. Wenn S # ), dann gibt es ein kleinstes Element s; € S. Wenn S — {s1} # 0, dann
gibt es ein kleinstes element s, € S — {s1}. Wenn S — {51, 52} # 0, dann gibt es ein kleinstes Element
s3 € S —{s1,82} usw. Wenn S endlich ist, dann endet dieser Prozess irgendwann (sagen wir nach n
Schritten), und wir erhalten S = {s1,...,s,}. Wenn S nicht endlich ist, dann erhalten wir eine injektive
Funtion g : N — S gegeben durch
g9(i) = si.

Dann ist g eine Surjektion: wenn k € S, dann gibt es hoechstens k Elemente von S, die kleiner sind als
k, d.h. k = s; fuer ein ¢ < k. O

Folgendes Resultat ist sehr praktisch, wenn man feststellen will, ob eine Menge A abzaehlbar ist oder
nicht.

Theorem 9.0.5. Die folgenden Bedingungen sind aequivalent:

28Wir wissen dank Theorem 8.3.10} dass eine solche Funktion existiert.
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(1) A ist abzaehlbar;
(2) FEs gibt eine Injektion A — N;
(8) entweder A =0 oder es gibt eine Surjektion N — A.
Insbesondere gilt: wenn A abzaehlbar ist und B — A, dann ist B abzaehlbar.

Satz 9.0.6. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abzaehlbar.
Proof. Die Funktion f:7Z — N,

2n n>0
f(n):{Q(—n)—i-l n <0

ist eine Bijektion. O

Satz 9.0.7. Die Menge N x N ist abzaehlbar. Ebenso ist die Menge N* fuer k > 1 abzaehlbar.

Proof. Definiere die Funktion
f:NxN-=N, (a,b) — 293
Diese Funktion ist injektiv (warum?), und daher ist N x N abzaehlbar. (]

Satz 9.0.8. Z* ist abzaehlbar fuer alle g > 1.
Proof. Uebung. O

Satz 9.0.9. Die Vereinigungsmenge von abzaehlbar vielen abzaehlbaren Mengen ist abzaehlbar.
Proof. Nimm an, dass wir fuer jedes n > 1 eine abzahlbare Menge
X, = {a:ﬁ"), xgn),xén), .

haben; wir wollen zeigen, dass Y = | J,, X,, abzaehlbar ist. Aber

Y = {Xil), xél), x?), x:gl), 1(22), x§3), xfll), 1':(32), x(23), :cg4), b
das heisst, Y ist abzaehlbar. [l
Korollar 9.0.10. Die Menge Q ist abzaehlbar.
Proof. Schreibe Q =, %Z als Vereinigungsmenge von abzaehlbar vielen abzaehlbaren Mengen. O

Definition 9.0.11. Fine relle Zahl o ist algebraisch, wenn es die Loesung eines Polynoms p(z) € Z[z],
p # 0 ist. Eine reelle Zahl, die nicht algebraisch ist, ist transzendent.

Beispiel 9.0.12. (1) Jede rationale Zahl ist algebraisch.
(2) /2 ist algebraisch.
(3) Die Zahlen 7 (Lindermann, 1882)und e (Hermite, 1873) sind transzendent. \/5\/5 ist transzendent
(Kuzmin, 1930). log(a) fuer jede algebraische Zahl a # 0,1 ist transzendent.
(4) Es wird vermutat, dass 7 + e transzendent ist, aber das ist nicht bewiesen. Es ist im allge-
meinen sehr schwierig zu zeigen, dass eine Zahl nicht algebraisch ist. Ueberraschenderweise ist
es hingegen relativ einfach zu zeigen, dass es sehr viele transzendente Zahlen gibt.

Korollar 9.0.13. Die Menge A aller algebraischen reellen Zahlen ist abzaehlbar.

Proof. Es sei Py, die Menge aller Polynome vom Grad k mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann gibt die
Abbildung
P — 2k, a0+a1x+~~+akxk+—>(ao,...,ak)

eine Injektion Py, — Z*+1. Da ZK*! abzaehlbar ist, ist P, ebenfalls abzaehlbar (Theorem [9.0.5).

Es sei non P die Menge aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann ist P = J,, P ebenfalls
abzaehlbar.

Fuer jedes Polynom p(z) € P sei R, die (endliche) Menge der Wurzeln des Polynoms. Dann ist
U,ep By ebenfalls abzachlbar, was zu beweisen war. O

Frage. Was koennen wir ueber die Menge der transzendenten Zahlen sagen?

Satz 9.0.14. Die Menge der reellen Zahlen ist ueberabzaehlbar.
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Proof. Nimm an, dass R abzaehlbar ist, und es sei r1,73,73,... die Liste aller reellen Zahlen. Schreibe
jedes 7, in dezimaler Expansion

r =mny. d11d12d13 .
To = Ng. d21d22d23 .

rg = nsg. d31d32d33 .

0 if dp, #0 .
Fuer n > 1 sei d,, = 1 7 , und betrachte die Zahl
1 ifd,, =0
S :0d1d2d3
Dann unterscheidet sich s von r,, durch die nte Ziffer in der Dezimalen Expansion; es ist daher eine reelle
Zahl, die nicht in der Liste enthalten ist. Das ist ein Widerspruch. (]

Korollar 9.0.15. Die Menge der transzendenten Zahlen ist ueberabzaehlbar|

Es gibt also abzaehlbare und ueberabzaehlbare Menge. Aber gibt es auch verschiedene Arten von
Ueberabzaehlbarkeit?

Definition 9.0.16. Wir sagen, dass zwei Menge A, B die gleiche Kardinalitaet haben, wenn es eine
Bijektion f : A — B gibt; wir schreiben |A| = |B|. Wir sagen, dass B eine groessere Kardinalitaet hat
als A, wenn es eine Injektion A — B, aber keine Bijektion gibt; wir schreiben |A| < |B]. E'

Beispiel 9.0.17. Jede unendliche abzaehlbare Menge hat die gleiche Kardinalitaet wie N; zum Beispiel
die geraden Zahlen, die Primzahlen, alle Potenzen von 2, oder alle Zahlen, die aus genau 5 verschiedenen
Primfaktoren bestehen.

Bemerkung 9.0.18. Gibt es eine Kardinalitaet zwischen |N| und |R|? Diese Frage kann nicht beant-
wortet werden (Cohen, 1963); die Kontinuumshypothese sagt, dass es keine Kardinalitaet zwischen |N|
und |R| gibt.

Wir ist es mit groesseren Kardinalitaeten? Gibt es unendlich viele?

Definition 9.0.19. Fuer eine Menge X definieren wir die Potenzmenge von X als die Menge aller
Untermengen von X :
P(X)={Y C X}.

Satz 9.0.20. P(N) ist ueberabzaehlbar.

Proof. Wir beweisen den Satz ueber reductio ad absurdum. Es sei 57,552,553, ... die Menge aller Unter-
mengen von N. Definiere die Untermenge

Y={neN:ngS,}
Kann es sei, dass Y = Sy fuer ein k > 1?7 Wenn k € Sk, dann ist k € Y (aufgrund der Definition von
Y). Wenn k ¢ Sk, dann ist k € Y (wieder aufgrund der Definition von Y'). Mit anderen Worten, Y

enthaelt k£ genau dann, wenn Sy k nicht enthaelt. Daher gilt Y # S; Vk > 1, d.h. Y ist nicht in der
Liste enthalten. Daher ist P(N) ueberabzaehlbar. O

Wir koennen diesen Satz verallgemeinern:
Theorem 9.0.21. Es sei A eine Menge. Dann gibt es keine Surjektion A — P(A).

Proof. Nimm an, dass f : A — P(A) eine Surejktion ist. Wir betrachten nun folgende Untermenge
S C A: es sei

S={acA:ad¢ fla)}.
Da f surjektiv ist, gibt es ein s € A so dass f(s) = 5. Wir zeigen nun den Widerspruch:

e Wenn s € §, dann ist s ¢ S aufgrund der Definition von S.
e Wenn s ¢ S, dann ist s € S aufgrund der Definition von S.

29Es gibt also ‘viel mehr’ transzendente als algebraische Zahlen. Trotzdem ist es sehr schwierig zu zeigen, dass eine
bestimmte reelle Zahl transzendent ist.
30Wir muessen zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist, naemlich wenn |A| < |B| und |B| < |A|, dann gilt |A| = |B].
Dies ist das Cantor-Schroeder-Bernstein Theorem, ein sehr wichtiges Resultat aus der Mengenlehre.
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Daher muss unsere Annahme falsch sein, das heisst, es existiert keine Surjektion. O

Mit anderen Worten, die Kardinalitaet der Potenzmenge einer Menge ist groesser als die Kardinalitaet
der Menge selber : wenn A eine Menge ist, dann definiert die Abbildung a — {a} eine Injektion A —
P(A), aber es gibt keine Bijektion, das heisst |A| < [P(A)|. Wir koennen daher - ausgehend von N -
unendlich viele Unendlichkeiten konstruieren:

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))),...
10. ZURUECK ZU DETERMINANTEN

10.1. Zur Erinnerung. Eine Funktion D : M, «,(K) — K ist eine Determinantenfunktion, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

(1) sie ist n-linear und alternierend als eine Funktion in den Spaltenvektoren;

(2) D(1,) =1.
Wir haben folgende Resultate gezeigt:

(1) Vn > 1 gibt es eine Determinantenfunktion det (Theorem [8.3.10);
(2) VYn > 1 ist die Determinantenfunktion eindeutig bestimmt; das heisst, es gibt genau eine (Theo-

rem [8.3.16)).

Explizit ist die Determinante gegeben durch

(36) det(A) = Z Sgn(g) A5(1),105(2),2 """ Ao (n),n-
g€Sy

Bemerkung 10.1.1. Es folgt von dem Beweis von Theorem dass folgendes Resultat gilt: es sei
D : Muxn(K) = K n-linear und alternierend in den Spaltenvektoren. Dann gilt

(37) D(A) =det(A) - D(I,,) VA€ M,un(K).
10.2. Erste Eigenschaften. Eine Eigenschaft der Determinante folgt unmittelbar von :
Satz 10.2.1. Es sei A € M, (K). Dann gilt
det(A) = det(A").
Proof. Es sei B = (b;;) = A?, das heisst b;; = a;;. Dann gilt

det(B) = Z Sgn(g) b0(1)71b0(2),2 t ba(n),n
oSy

= Z Sgl’l(O’) a1,0(1)42,6(2) """ On,o(n)-

oc€ES,
Doch wenn j = (i), dann ist i = o~1(j), und daher Qi,0(i) = o-1(5),;- s folgt, dass
det(B) = Z Sgl’l(O’) A5-1(1),105-1(2),2 """ Qg—1(n),n-
g€Sy

Doch sgn(o) = sgn(c~!) (warum?), und daher gilt

det(B) = Z sgn(o!) Ag=1(1),100-1(2),2 " * * Go—1(n),n = det(A).
oES,

O

Da die Transposition Spalten und Zeilen einer Matrix vertauscht, erhalten wir folgendes sehr ueber-
raschendes Korollar:

Korollar 10.2.2. Die Determinante ist ebenfalls n-linear und alternierend als eine Funktion in the
ZeilenvektorenPl

Wir verstehen nun, wie sich die Determinante unter den elementaren Zeilenumformungen verhaelt:

Satz 10.2.3. Es sei A € Myuxn(K), und es sei B eine Matriz, die wir von A durch die elementare
Zeilenumformung X erhalten.

(1) wenn X = P(r,s) fuer 1 <r < s <mn, dann gilt det(B) = — det(A4);

31Daher gilt auch das analoge Resultat von Bemerkung |10.1.1| fuer jede Funktion My xn(K) — K, die n-linear und
alternierend in den Zeilenvektoren ist.
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(2) wenn X = M(r,\) fuer 1 <r <mn und X\ € K*, dann gilt det(B) = Adet(A);
(3) wenn X = S(r,s,A) fuer 1 <r,s<n,r#sund A € K*, dann gilt det(B) = det(A).

Proof. Uebung. O
Dieses Resultat ist sehr nuetzlich, um Determinanten in konkreten Beispielen zu berechnen.

Beispiel 10.2.4.

0 -9 3
(1) Essei A= |1 4 0 |. Wir hatten bereits in Beispiel 2.3.10 gesehen, wie wir diese Matrix
2 6 -1
durch EZUs in die Einheitsmatrix umwandeln:
1 4 -3 1
P(1,2) oS(3,1,§)oS(3,2, 3)oM(3 —)085(2,3,-2)05(1,3,—6) 0 S(1,2,—4) o M(1, —6)

Dies bedeuted, dass

daug)z(—n-<—§)~<—;>::—fy

das heisst det(A) = —15. Wir ueberpruefen diese Rechnung:

0 -9 3
det(A)=det {1 4 O
2 6 -1
4 0 1 0 1 4
Soan(t ) o (b 0)es (Y
=-9-6
= —15.
1 1 2
(2) Essei A= |2 4 —3]. Dann erhalten wir die Einheitsmatrix durch folgende EZUs:
3 6 =5
5(2,3,7/2)08(1,3,-11/2) 0 S(1,2,—2) o M(3,-2) 0 5(3,2,—-3) o M(2,1/2) 0 S(2,1,—2),
und daher .

was wir durch die Determinantenentwicklung ueberpruefen koennen.
Wir koennen nun folgendes Resultat beweisen:

Theorem 10.2.5. Es sei M € M, (K) von der Form

M= <0A g) fuer A€ My (K), B € Myxs(K) und C € Mgy (K).
sXTr

Dann gilt
det(M) = A)det(C).
Proof. Es seien A € M,.«.(K) und B € M,«,(K). Definiere die Funktion
D: Msys(K) — K,

A B
C +— det <Os><r C) .

Dann ist D s-linear und alternierend (in den Zeilen von C), und daher gilt
D(C) =det(C) - D(15).

Per Definition gilt D(1;) = (OA B). Durch elementare Zeilenumformungen S(7, j, A) koennen

SXT ]'S
Cq . A B
wir die Matrix (Osxr 1

) in die Matrix (OA 0;“) umformen, und es folgt von Satz[10.2.3] dass
SXTr S

A By (A O
MQWIJ‘MQW h)
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Betrachte nun die Funktion

A My (K) — K,

A Orxs
A det (Osxr 1, > .

Dann ist A r-linear und alternierend (in den Zeilen oder Spalten von A), und daher gilt
A(A) = det(A) - A(1,) = det(A) - det(1,45) = det(A).
Es folgt, dass

(A ) —auicr o0

OSXT 15
= det(C)A(A)
= det(C) det(A)
1 2 -1
Beispiele 10.2.6. (1) Essei A= [0 2 1 |. Dann gilt
0 3 -2
2 1
det(A) =1-det (3 _2)
=-T.
1 2 -1 0
. 2 -1 1 .
(2) Essei B= 00 3 -1l Dann gilt
0 0 1 1
1 2 3 -1
det(B) = det <2 _1> . (1 1 )
(=5)-4
20.
1 2 3
(3) EsseiC= |0 —1 5. Dann gilt
0 0 2

det(C)=1-(-1)-2
= -2.
Das letzte Beispiel laesst sich folgendermassen verallgemeinern:
Korollar 10.2.7. Es sei A = (a;j) € Myxn(K) eine obere Dreiecksmatriz. Dann gilt
det(A) = ai1 - ann-
10.3. Determinanten und Invertierbarkeit.

a b

Beachte 10.3.1. Es sei A = (c d> € Mayx2(K). Dann ist

det(A) = ad — be,

und A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0; in diesem Fall gilt

A1 = (ad — be) ! - < d _b> ,

- a
und eine leichte Rechnung zeigt, dass det(A™!) = det(A)~1.

Frage. Lassen sich diese Resultate auf (n x n)-Matrizen verallgemeinern?
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Satz 10.3.2. Es sein > 1 und A, B € My,xn(K). Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B);
mit anderen Worten, die Determinante ist multiplikativ.
Proof. Definiere die Funktion
D: Myx,(K) — K,
B +— det(AB).

Behauptung. Die Funktion D ist n-linear und alternierend als eine Funktion in den Spalten.
Beweis der Behaptung. Schreibe A = (a1,...,a,) und B = (by,...,b,). Dann sind die Spalten der
Matrix AB gegeben durch
AB = (Aby, ..., Aby,).
Daher gilt
D(by,...,b;+u,...,b,) =det (Aby,..., A(b; + u),..., Ab,)
= det (Aby,..., Ab; + Au,..., Ab,)
= det (Aby,..., Ab;,..., Ab,) + det (Aby,..., Au,..., Ab,)
=D (by,...,b5...,0,)+D(b1,...,u,...,b,),

wobei die dritte Gleichheit von der n-Linearitaet von det folgt. Daher ist D n-linear.
Nimm nun an, dass b; = b; 1 fuer ein 1 < i < n. Dann ist Ab; = Ab;;1, und daher

D(bl, ey bn) = det(Abl, N ,Abn) = O7

da det alternierend ist. Das beweist die Behauptung.
Wir wissen daher von , dass

D(B) =det(B)- D(1,) VB € Myyn(K).

Doch D(1,,) = det(A), und daher
det(AB) = det(A) - det(B).

Korollar 10.3.3. Wenn A € M, «xn(K) invertierbar ist, dann ist det(A) # 0, und
det(A™!) = det(A)~ .

Proof. Wenn A invertierbar ist, dann gibt es eine Matrix A= € M,,«,,(K), so dass AA~! = 1,,. Dann
gilt
det(A)det(A™) = det(AA™) = det(1,,) = 1.

O
Korollar 10.3.4. Aehnliche Matrize haben die gleiche Determinante.
Proof. Es seien A, B, C € M,,»,(K) mit C invertierbar, so dass B = C~tAC. Dann gilt
det(B) = det(C ' AC) = det(C) " det(A) det(C) = det(A).
O

Bemerkung 10.3.5. Dieses Korollar ist aus zweierlei Gruenden sehr wichtig: erstens, weil es die
Berechnung von Determinanten wviel leichter macht (wie wir gleich sehen werden), und zweitens, da es
uns erlaubt, die Determinante einer linearen AbbildungV — V zu definieren. Wir kommen im naechsten
Kapital darauf zurueck.

Beispiele 10.3.6. (1) Es sei A = <; _12) und B = (_23 _510>. Dann gilt

1 . (1 2
B=CAC m1tC’<0 1>

und daher det(A) = det(B), was wir durch explizite Rechnung ueberpruefen.
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1 3 3
(2) Essei A= -3 —5 —3]. Dann gilt
3 3 1
1 0 0 1 -1 -1
A=Cc™t 10 =2 0 |-Cc mitC=[-1 1 0
0o 0 -2 1 0 1
und daher
1 0 0
det(A)=det |0 -2 0 | =4.
0 0 -2

Um die Umkehrung von Korollar [10.3.3| zu beweisen, erinnern wir uns an die explizite Formel der

Determinante im Beweis von Satz [8.3.13} Es sei A = (a;j)1<ij<n € Muxn(K), und es sei 1 < i < n.
Dann gilt

(38) det(A) = (—l)iHaﬂ det(A4;1) +---+ (—1)i+”am det(4; ),

wobei A; i die (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile und die kte
Spalte entfernen.

Definition 10.3.7. Fuer 1 <1i,j < n schreiben wir
Ci,j = (—1)i+j det(Aw-).

Die Kofaktormatrix von A ist die Matriz C = (¢;;) € Myxn(K). Die adjunkte Matrix adj(A) von A
ist die Transposition der Kofaktormatri:z:ﬂ

adj(A) = C".
Beispiele 10.3.8. (1) Essei A= <(cl Z) Dann ist
. d —b
adj(A) = (—c a ) :
4 5 2
(2) Essei B=| -1 0 3]. Dann gilt
1 1 2
-3 -8 15
adj(B)=|5 6 -14
-1 1 5

Lemma 10.3.9. Es sei C = (¢; j) € Myxn(K) die Kofaktor Matriz von A und 1 <i <mn . Dann gilt
det(A) = anci1+ -+ ainCin-
Proof. Das ist Formel . O
Lemma 10.3.10. Es seien 1 <i,k <n und i # k. Dann gilt
ak1Ci1 + -+ apncCin = 0.

Proof. Es sei B die Matrix, die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile durch die kte Zeile ersetzen,
und es sei ¢’ die Kofaktormatrix von B. Dann hat B zwei gleiche Zeilen, und daher gilt det(B) = 0.
Andererseits koennen wir Lemma [[0.3.9 auf B anwenden und erhalten

det(B) =0= bilc;,l —+ -+ binC,lLv’n.

Nun gilt aber c;) j=Cij fuer alle 1 < j < n. Ausserdem folgt von der Definition von B, dass b;; = ay;
fuer alle 1 < j < n. Das Resultat folgt. O

Wir koennen Lemmata [10.3.9| und [10.3.10[ folgendermassen zusammenfassen:

Satz 10.3.11. FEs gilt

A-adj(A) = det(A)1,.

32Dje adjunkte Matrix einer (1 X 1)-Matrix ist (1)!
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Proof. Es seien 1 < i,k < n. Dann ist der Eintrag der Matrix A - adj(A) an der Stelle (i, k) gegeben
durch

ak1Ci1 + -+ apncCin = 0.
O

Satz [10.3.11]legt die Vermutung nahe, dass die inverse Matrix von A (wenn sie existiert) gegeben ist
durch det(A)~tadj(A).

Lemma 10.3.12. FEs gilt
adj(A) - A = det(A4)1,.

Proof. Wir wenden Theorem auf die transponierte Matrix A? an:

Al - adj(A") = det(AY)1,,.
Aber det(A?) = det(A) aufgrund von Satz und daher

At adj(A") = det(A)1,,.
Wir wenden nun die Transposition auf diese Gleicung an und erhalten

(adj(A"))" - A = det(A)1,,.
Aber eine einfache Rechnung zeigt, dass adj(A?) = (adj(A))!. Das Lemma folgt. O

Theorem 10.3.13. FEine Matrix A € Myxn(K) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In
diesem Fuall ist die inverse Matrixz gegeben durch

A7l =det(A)~! - adj(A).
Proof. Folgt unmittelbar von Lemma [10.3.12] O
Bemerkung 10.3.14. Nimm an, wir haben ein lineares Gleichungssystem
S: Axz=b,

wobei A eine invertierbare (n x n)-Matriz ist. In diesem Fall ist die eindeutige Loesung L(S) gegeben
durch

A7 b = det(A)™! - adj(A).b.
In der Praxis ist es aber sehr muehsam, die adjungierte Matriz von A zu berechnen; es ist meis-
tens wesentlich einfacher, das lineare Gleichungssystem durch Reduktion in reduzierte Zeilenstufenform
umzuwandeln.

10.4. Die Determinante eines Endomorphismus. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum,
und es sei T': V' — V eine lineare Abbildung.

Definition 10.4.1. Es sei B eine Basis von V. Wir definieren
det(T) = det[T]5.

Wir muessen ueberpruefen, dass diese Definition sinnvoll ist, d.h. dass sie unabhaengig von der Wahl
der Basis ist.

Lemma 10.4.2. Es sei C eine weitere Basis von V. Dann gilt
det[T)5 = det[T]S;

mit anderen Worten, die Determinante eines Endomorphismus ist wohl-definiert.
Proof. Von Theorem 4.5.5 wissen wir, dass

(TS = i) - (7% - idv ]G
Weiterhin gilt, dass [idy]§ = ([idv]g)fl. Dabher gilt

det[1¢ = det ([ - [T18 - (idv]E) ™)
= det[id)Z - det[T15 - det ([idy])5) "
= det[T)5.
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Bemerkung 10.4.3. Fuer unterschiedlich Basen B und C von V koennten wir natuerlich auch det[T$
betrachten. Dieser Werte ist nicht wohldefiniert!

Satz 10.4.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann hat die Funktion
det : Homg (V, V) — K, T — det(T)
folgende Eigenschaften:
(1) Es gilt
det(S oT) = det(S) - det(T) VS, T € Homg (V, V).
(2) T ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(T) # 0. In diesem Fall gilt det(T 1) = det(T)~*.
(3) es gilt det(1y) = 1 und det(0y) = 0.

Proof. (i) und (ii) folgen von Satz Korollar [10.3.3| und Theorem [10.3.13] (iii) ist eine Uebung. O

Beispiel 10.4.5. Es sei V' der Vektorraum aller Polynome ueber Q vom Grad <2 und D : V — V die

Ableitungsabbildung. Dann ist die Abbildungsmatrix von D bezueglich der Basis 1, z, 22 gegeben durch
01 0
0 0 2], und diese Matrix hat Determinante 0. Dies war zu erwarten: da alle Konstanten unter D
0 0 0

auf Null abgebildet werden, ist die Abbildung nicht invertierbar.

11. POLYNOME

Zur Erinnerung: es sei K ein Koerper und K|[z] der Ring aller Polynome mit Koeffizienten in K. Fuer
ein Element

f@)=apx™ + -+ a1z + ag € Klz],
f # 0 definieren wir den Grad 9f von f(x) als due groesste ganze Zahl m > 0, so dass a,, # 0.

Beachte 11.0.1. Fuer f(x), g(z) € Klz|, f,g9 # 0 gilt

9(fg) = 0(f) + 9(g)-

Satz 11.0.2 (Division mit Rest). Es sei K ein Koerper, und es seien f(z), g(x) € K[z], g # 0. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome q(x), r(x) € Kx] with either r =0 or d(r) < d(g), such that

f=qg+r.
Proof. Sollten Sie aus der Schule kennen. O
Beispiel 11.0.3. Es seien
flx)=a2 -2 +2+1 und g(z)=2>+1.
Dann gilt
flz) = (2* +1) - g(x) +2.

Korollar 11.0.4. Es sei f(z) € Kz], f # 0, und es sei A € K so dass f(A\) = 0. Dann gibt es
q(z) € Klx], so dass

f(@) = (x = Ng(z).

Proof. Es sei g(x) = x — A. Aufgrund von Satz[11.0.2[gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢(x), r(z) €
K[z] with either r =0 or 9(r) < 1 (d.h. r(z) € K — {0}), so dass

(39) f(z) = g(2)q(z) + r(2).
Durch Auswertung von Gleichung an x = 0 sehen wir, dass r(0) = 0 und daher r = 0. [l
Beispiel 11.0.5. Sei f(z) = 2° + 22* — 2% + 4 € R[z]. Dann gilt f(—2) =0, und

@) = @~z +2)(a+2).

Korollar 11.0.6. Es sei f(z) € Klz], 0(f) = n > 0. Dann hat f(x) hoechstens n Nullstellen (nicht
notwendigerweise verschieden) in K.

Beispiel 11.0.7. Es sei f(x) = (z + 1)(2? + 1). Als ein Polynom in R[z] hat f genau eine Nullstelle,
aber es hat drei Nullstellen als ein Element von C|z].
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Theorem 11.0.8 (Fundamentale Satz der Algebra). Es sei f(x) € Clz] vom Grad n > 0. Dann hat
f(z) genau n Nullstelleﬂ in C, das heisst, es gibt A1, ..., A\, € C, nicht notwendigerweise verschieden,
so dass

fl@)=(x—=X) - (x— ).
Beispiel 11.0.9. Es sei m > 1 und f(z) = 2™ — 1 € C[z]. Es sei ¢, = ¢ . Dann gilt

m—1

@)= [[ @ ¢

i=0
Definition 11.0.10. Es sei f(z) € Klz|, f # 0, und es sei A € K so dass f(A) = 0. Die Ordnung (oder
Vielfachheit) der Nullstelle X in f(x) ist die ganze Zahl n > 0, fuer die es ein q(x) € K|z] gibt, so dass
f@)=(z=N)"-q(z)  und  q(A) #0.
Wenn die Ordnung der Nullstelle 1 ist, dann ist \ eine einfache Nullstelle von f(x).
Beispiele 11.0.11. (1) Es sei f(z) = (z — 1)?(x + 2). Die Nullstell z = 1 hat Ordnung 2, und
x = —2 ist eine einfache Nullstelle.

(2) Es sei p > 2 eine Primzahl und F,, der Koerper mit p Elementen. Es sei g(z) = 2 — 1 € F,[z].
Dann gilt

g9(x) = (z - 1),
das heisst, x = 1 ist eine Nullstelle von g(z) der Ordnung p!

Bemerkung 11.0.12. (1) Man kann mit Polynomdivision viel Spass haben. Ein Polynom f(x) €
K|z] ist unzerlegbar, wenn es keine Polynome g(x), h(z) € Klz] gibt mit 9(g), d(h) > 0, so
dass f(z) = g(x)h(z). Es folgt dann von Satz[11.0.3, dass sich jedes Polynom vom Grad > 0
eindeutigfﬂ in ein Produkt von unzerlegbaren Polynomen schreiben laesst. Unzerlgebare Polynome
spielen also die Rolle der Primzahlen in dem Ring K[x]! Diese Beobachtung ist von sehr grosser
Wichtigkeit in der algebraischen Geometrie und der algebraischen Zahlentheorie.

(2) Fine andere sehr interessante Frage ist, wie man die Nullstellen eines Polynoms finden kann.
Fuer Polynome vom Grad < 4 gibt es explizite Formeln fuer die Nullstellen, aber bei Polynomen
vom hoeren Grad gilt dies nicht mehr. Dieses ist eines der Hauptresultate der Galois Theorie.
Diese Theorie ordnet jedem Polynom eine endliche Gruppe zu, und die Figenschaften der Gruppe
entscheiden, ob das Polynom durch Wurzeln loesbar ist oder nicht.

12. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN
12.1. Definitionen und erste Eigenschaften.

Definition 12.1.1. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum ueber K und T : V. — V eine
lineare Abbildung.

(1) FEin Element A € K ist ein Eigenwerﬁ von T, wenn es einen Vektor v € V' gibt, v # Oy, so

dass Tv=\-wv.
(2) Ein Vektor v € V, v # Oy mit der Eigenschaft Tv = Av ist ein Eigenvektor von T mit Eigenwert
A

Wenn A € My, «n(K), dann sind die Eigenwerte und -vektoren die Figenwerte und -vektoren der Abbil-
dung Ty : K™ — K.

Bemerkung 12.1.2. Wenn v ein Eigenvektor von T ist, dann ist auch av ein Eigenvektor (mit dem
gleichen Eigenwert) fuer alle o € K, a # 0.
Beispiele 12.1.3.

(1) In Beispiel [10.4.5ist die konstante Funktion 1 ein Eigenvektor mit Eigenwert 0.

. 1 2
(2) Essei A = 5 1
von A sind, da

. Durch Betrachtung der Matrix sehen wir, dass A = 3 und A = —1 Eigenwerte

() o))

33Ein Koerper mit dieser Eigenschaft heisst algebraisch abgeschlossen.
343bgeschen von Multiplikation mit Elementen in K — {0}.
35engl: eigenvalue
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Sind das alle Eigenwerte von A?

(3) Es sei B = b2

14 ) Wenn A ein Eigenwert von B ist, dann gibt es einen Vektor v = (;j),
v # 0, so dass B.v = \v, das heisst

G066 = 166 D6 -6)
1 4 Y Y 1 4 0 1 Y 0
Wir erhalten daraus das lineare Gleichungssyste,

I-XNxz—2y=0

r+ (@4 -Ny=0.

Indem wir die zweite Gleichung mit —(1 — A) multiplizieren und zur ersten Gleichung addieren,
erhalten wir

(—1-=NA-N)-2)y=0 — y=0V A -5 x+6=0.

e Wenn y = 0, dann folgt, dass x = 0.
e Wenn A2 — 5\ + 6 = 0, dann gilt A = 2 oder A\ = 3. Fuer jeden dieser Werte loesen wir das
lineare Gleichungssystem:

s = () (3)
s ()0 ()

Mit anderen Worten: 2 und 3 sind die Eigenwerte von B, mit Eigenvektoren <_21> und (11>.

Wir haben diese Eigenwerte durch Berechnung der Nullstellen des Polynoms A2 —5\+6 bestimmt.
Laesst sich diese Beobachtung verallgemeinern?

Satz 12.1.4. Es sei T : V — V linear. Dann gilt: A € K ist genau dann ein Eigenvalue von T, wenn
ker(T — )\1‘/) 75 {Ov}

Proof.

A € K ist ein Eigenvalue von T’ & Jv eV, v # 0y so dass T.v = v
& Jv eV, v#0y sodass (T — Aly).v =0y
& v € ker(T — Aly).

Korollar 12.1.5. Folgende Aussagen sind aequivalent:

(1) A € K ist ein Figenwert von T';

(2) ker(T - )\lv) 7é {Ov},'
(8) T — A1y ist kein Isomorphismus;
(4) det(T — Aly) = 0.

Proof. (1) & (ii) ist Satz [12.1.4] und (iii) < (iv) ist Satz [10.4.4] (ii). Die Aequivalenz (ii) < (iii) ist
Theorem [4.2.9] O

Bemerkung 12.1.6. Korollar (iv) gibt uns ein sehr nuetzliches Kriterium, um die Eigenwerte
einer Matriz bzw. linearen Abbildung zu bestimmen!

Beispiele 12.1.7.

(1) Zurueck zum Beispiel |12.1.3] (iii): die Eigenwerte der Matrix B sind genau die Wurzeln des
Polynoms

det (1 o 4__2A> — (1= N =) = (=2)

=2 - 5\+6.
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(2) Wir koennen ausserdem die Frage in Beispiel [12.1.3] (ii) beantworten: A = 3 und A = 1 sind die
einzigen Eigenwerte von A, da sie genau die Wurzeln des Polynoms

1= 2\ .
det(2 1_)\>_)\—2/\—3

sind.
(3) Es sei V der Vektorraum aller Fibonacci-Folgen und S : V' — V die Verschiebungsabbildung
(siche Satz[1.1.15). Die Abbildungsmatrix von S bezueglich der Basis B = {Fy 1, Fi,0} ist

5= (3 1)
det([S]g—A((l) (1))>_)\2—>\—1,

das heisst, die Eigenwerte dieser Matrix sind %‘/5 Vergleichen Sie das mit dem Beweis von

Theorem [[LT.18
12.2. Das charakteristische Polynom.

und es gilt

Definition 12.2.1. FEs sei A € My« (K). Dann ist
xa(x) =det(A—=x-1,) € K[x]

das characteristische Polynom von A.

Beispiel 12.2.2. Es sei A = (Ccl Z) Dann ist

xa(r) = 2? — (a + d)z + (ad — be).

Definition 12.2.3. Fuer eine lineare Abbildung T : V — V definieren wir das characteristische Polynom
von T als

xr(z) = det([T15 — z - 1,,),
wobei B eine beliebeige Basis von V ist.

Beachte 12.2.4. Wenn B und C zwei verschiedene Basen von V sind und A = [1y|§ die Basiswechsel-
matriz, dann gilt

7] = C~H[TleC
und daher

det([T]g —x - 1,) = det (A [T]GA — 2 - 1,,)

=det [A! ([T)6A — zAL, - A71) A]

= det(A™1) - det([T]S — x1,,) - det(A)

— det([T6 — 21,),
das heisst, das characteristische Polynom von T ist wohl-definiert.

Wir koennen Korollar [12.1.5] folgendermassen zusammenfassen:

Theorem 12.2.5. Es set T : V — V linear. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von T, wenn
x7T(A) = 0. Mit anderen Worten:

{Eigenwerte von T} = {Ae€ K : xr(A) =0}
Was koennen wir ausserdem ueber das charakteristische Polynom sagen?

Lemma 12.2.6.
(1) Es sei A = (a;;) € Mpxn(K) eine obere Dreiecksmatriz. Dann gilt

n

xa(x) = H(aii —x),

i=1
und die Eigenwerte sind a1, ..., Gnpp-
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(2) Es sei M € M, xn(K) von der Form
M= Q{4 g) fuer A€ Myyy(K), B € Myys(K) und C € Myys(K).
SXT
Dann gilt
xum(z) = xa(z) - xc(z).
Proof. (1) Uebung.

(2) Es gilt
xm(z) = det(M — 21,,)
= det <AO_811T c —Bx15>
= det(A — 21,) - det(C — z1y)
= xa(@)xe(2),
wobei die dritte Gleichung von Theorem folgt. a

Wir erinnern uns an die Spurabbildung (Beispiel (v))

Tr: Myxn(K) = K, A= (aij) = a1+ -+ anpn.

Definition 12.2.7. Es sei T : V. — V linear. Wir definiere die Spur von T as
Te(T) = Tr[T)5
fuer eine beliebige Basis B von V.
Satz 12.2.8. Tr(T) ist wohl-definiert.
Proof. Es seien B und C verschiedene Basen von V, und es sei C = [idy]§, so dass
T =t T -
E ist also ausreichend zu zeigen, dass
Tr(AB) = Tr(BA) VA B € M,xn(K).

Aber das ist eine leichte Uebung. O
Satz 12.2.9. Es se: T : V = V linear. Dann gilt

xr(z) = (=1)"2™ + (=1)" T Te(T)2" " + - - + det(T).
Proof. Es sei B eine Basis von V und A = [T]%; schreibe A = (a;;)1<i j<n. Dann gilt

a1 — & ai2 a3 e Ain

a21 a22 — X a23 cee a2n

XT(:E) = det a3 a32 azz — T ... a3n
Gn1 Gn2 Gn3 cee Upp — T

Wir benutzen nun , um die Determinante zu berechnen. Es sei 0 € S,,. Wenn o nicht die Identitaet
ist, dann bildet o hoechstens n — 2 Elemente aus der Menge {1,2,...,n} auf sich selber ab. Daher gilt

n

xr(@) = [J(ai - 2) + g(a),

i=1
wobei g(z) aus einer Summe von Produkten besteht, die hoechstens n—2 der diagonalen Eintraege a;; —x
enthalten. Mit anderen Worten, g(x) ist ein Polynom vom Grad < n — 2. Daher gilt

xr(z) = (=1)"2" + (=1)" *(a11 + age + - + apn) "t + g(2).
Um den konstanten Koeffizienten von xr(z) zu berechnen, berechnen wir x7(0) = det(A). O

Korollar 12.2.10. Es sei V an n-dimensionaler Vektorraum und T : V. — V linear. Dann hat T
hoechstens n Eigenwerte.

Proof. Klar, da xr(z) ein Polynom vom Grad n ist und daher hoechstens n Nullstellen haben kann. O

Bemerkung 12.2.11. Wenn A\ ein FEigenwert von T ist, dann kann es sein, dass A eine Nullstelle
hoeherer Ordnung von xr(x) ist; wir beschaeftigen uns mit diesem Phaenomen spaeter.
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12.3. Diagonalisierung. Es sei T' : V — V eine lineare Abbildung. Wir wollen nun unsere Theorie

des Basiswechsels dazu benutzen, um eine Basis B zu finden, so dass die Abbildungsmatrix [T]5 eine

besonders einfache Form hat.

Beispiel 12.3.1. Wir betrachten nochmal das Beispiel der Fibonacci-Folgen. Wir hatten bereits gesehen,
dass ¢ = 1+T\/g and ¢ = 1_7\/5 die Eigenwerte der Abbildung S sind, mit dazu gehoerigen Eigenfolgen
F1,0 und Fi . Eine ecinfache Rechnung zeigt, dass die beiden Eigenfolgen linear unabhaengig und daher
einen Basis des Vektorraums aller Fibonacci-Folgen sind. Die Darstellungsmatrix von S bezueglich dieser

L e 0\ . . .
Basis ist (0 ¢>. sie ist diagonal.
Satz 12.3.2. EsseiT :V — V eine lineare Abbildung, und Ay, ..., A\, verschiedene Eigenwerte von T.
Vi set v; ein Figenvektor mit Figenwert N\;. Dann sind vy, ..., vy, linear unabhaengig.

Proof. Nimm an, dass die Vektoren linear abhaengig sind. Es sei 1 < k < m der kleinste Index, so dass
die Menge {v1, ..., v} linear abhaengig ist. Dann gibt es Skalare aq,...,a; € K, alle # 0, so dass

a1v] + - -+ agvg = 0y
Wende die Abbildung T'— Ag1y auf diese Gleichung an. Dann erhalten wir
(T — Medy)(aqvy + - 4+ agvg) = a1 (T — Mgly)vg + -+ ap(T — My ) v
=a1(M = Ap)vr + - ap—1(Ak—1 — A)vr—1 + ar(Ax — Ag)v

=1 (M —A)vr + -+ a1 (Ag—1 — Ak)vk—1

=0y.
Da \; # A; forall @ # j, gilt a;(A\; — Ag) # 0 for all 1 < ¢ < k, mit anderen Worten, die Vektoren
v1,...,V—1 sind linear abhaengig. Dies ist ein Widerspruch zu der Wahl von k. O

Bemerkung 12.3.3. Natuerlich gibt es lineare Abbildungen, deren characteristisches Polynom Null-
stellen hoeherer Ordnung hat, z.B. die Identitaetsabbildung, dereren Figenwerte alle gleich 1 sind.

Korollar 12.3.4. FEs sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und T : V — V eine lineare Abbildung.
Nimm an, dass T' genau n verschiedene Figenwerte hat. Dann besitzt V' eine Basis, die aus Eigenvektoren
von T besteht; wir sagen, T ist diagonalisierbar.

Proof. Es seien \A1,...,\, die Eigenwerte von T mit Eigenvektoren vi,...,v,. Dann sind vy,...,v,
linear unabhaengig aufgrund von Satz[12.3.2 und daher eine Basis (Satz 3.3.23). O

Definition 12.3.5. Eine lineare Abbildung T : V — V ist diagonalisierbar, wenn V' eine Basis besitzt,
die aus FEigenvektoren von T besteht; in diesem Fall ist die Abbildungsmatriz von T bezueglich dieser
Basis diagonal.

Eine Matrix A € My« (K) ist diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung T diagonalisierbar ist.

Bemerkung 12.3.6. Fine Matriz A € M, xn(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine in-
vertierbare Matrizc B € My, (K) gibt, so dass die Matriz B~'AB diagonal ist.

Lemma 12.3.7. Wenn A diagonalisierbar ist, mit Figenwerten A\, ...,\n, dann gilt
Xa(@) = (@ = 1)+ (= An).
Frage: Sind alle Matrizen/linearen Abbildungen diagonalisierbar?
Beispiele 12.3.8.

(1) Die Matrix A = é % in Beispiel [12.1.3 (2) ist diagonalisierbar, da sie zwei Eigenwerte hat,
naemlich A\; = 3 und A2 = —1. Explizit koennen wir A folgendermassen diagonalisieren: die

zu A1 2 gehoerigen Eigenvektoren sind v; = (_11> und vg = <_11>, und sie bilden eine Basis

B = {vi,v2} von R2. Die Basiswechselmatrix von der Standardbasis & = {ej, ez} nach B ist

gegeben durch
. 1 1
C = [id]E = <1 _1> .

i (30
oo (3 0).

7

Dann gilt



1 -2
1 4
(3) Bisweilen haengt es vom Grundkoerper ab, ob eine Matrix diagonalisierbar ist: es sei M =

(? _01> € Msx2(R). Dann hat das charakteristische Polynom

(2) Die Matrix B = ( ist ebenfalls diagonalisierbar (Uebung).

xm(z) =2 +1
keine Nullstellen in R, das heisst, M ist ueber R nicht diagonalisierbar. Betrachten wir M aber
als eine Matrix in Msyo(C), dann gilt
xm(e) = (z —i)(z +1),
und M ist diagonalisierbar.

(4) Es sei D = (1 1

0 1). Ist D diagonalisierbar? Wir berechnen das characteristische Polynom:

o =det (157 L) = o2

das heisst, A = 1 ist der einzige Eigenwert dieser Matrix. Wir berechnen den dazughoerigen
Eigenvektor (oder sind es mehrere?):

2.(3)=()

= z4+y=2 und y=y,

O) mit « # 0. Mit anderen

das heisst, die Eigenvektoren mit Eigenvalue 1 sind von der Form « (1

Worten, D ist nicht diagonalisierbar. Was ist passiert?

Beispiel 12.3.9. Beispiel [12.3.8] (iv) laesst sich folgendermassen verallgemeinern: es sei n > 1 und
A € K. Definiere die Jordan’sche Blockmatrix J,(A) € M, «n(K),

A1 0 ... O

0 X 1 0

0 0 X 0
TN =1, .

0 0 O 1

0 0 O A

Dann gilt

X7, o0 (®) = (A —2)",
das heisst, A ist der einzige Eigenwert. Andererseits is e,, der einzige Eigenvektor mit Eigenwert A: fuer
n > 11ist J,(\) also nicht diagonalisierbar.

Frage. Entscheidet das charakteristische Polynom, ob eine Matrix diagonalisierbar ist?

Bemerkung 12.3.10. Die Identitaetsmatriz ((1) (1)) und die Matriz <(1) 1) haben beide charakteris-

tisches Polynom (1 —x)?; allerdings ist die erste diagonal (und daher natuerlich diagonalisierbar und die
zweite nicht diagonalisierbar. Mit anderen Worten, das charakteristische Polynom alleine kann nicht
entscheiden, ob eine Matrix diagonalisierbar ist. Wichtig ist die Dimension des zu einem FEigenwert
gehoerigen Unterraums von Figenvektoren.

12.4. Eigenraeume. Wir gehen von jetzt an davon aus, dass der Koerper K algebraisch abgeschlossen
ist.

Definition 12.4.1. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei \ ein Figenwert von T'. Der
Eigenraum wvon X ist gegeben durch

Eyx={veV:Twv= X}
Mit anderen Worten, Ey ist die lineare Huelle der zu A gehoerigen Eigenvektoren.

Lemma 12.4.2. F) ist ein Unterraum von V.
78



Proof. Es folgt von der Definition, dass
E)\ = ker(T - A idv),

und wir haben in Lemma 4.2.3 gezeigt, dass der Kern einer linearen Abbildung ein Unterraum ist.
Alternativ koennen Sie auch die Unterraum Axiome ueberpruefen. O

0 11
Beispiele 12.4.3. (1) Essei A=[1 0 1|. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
110
xa(r) = —2% + 3242
=—(@-2)(x+1)*,

das heisst, die Eigenwerte sind A\; = —1 und Ay = 2. Um E), zu bestimmen, loesen wir das
lineare Gleichungssystem

0
(A—Ai13) =|o
0

1 -2
EA1:< 11,1 >,
—2 1

das heisst, Ey, ist 2-dimensional.
(2) In Beispiel [12.3.8] (iii) hat der zu A = 1 gehoerige Eigenraum Dimension 1.

n ey

Wir erhalten

Wir erinnern uns an die Definition der direkten Summe von Unterracumen eines Vektorraums:

Definition 12.4.4. Es sei V' ein Vektorraum, und es seien Uy, ..., U, < V. Essei W =Uy + -+ Uy.
Dann ist W die direkte Summe von Uy,..., Uy wenn jedes Element w € W in genau einer Weise als
Summe
w=uy + -+ ug mit u; € U; V1 < i <k
geschrieben werden kann. In diesem Fall schreiben wir
W=U @ ®U.
Lemma 12.4.5. In dem Kontext von Definition [12.4.4, W is genau dann die direkte Summe von
Uy, ..., U, wenn die Gleichung
Oy =uy 4+ -+ ug mid u; € U; Vi
nur die Loesung
up =ug = =ux =0y
hat.

Proof. Uebung. O
Beachte 12.4.6. Wenn W =U; @ --- & Uy, ist, dann gilt
dim(W) = dim(Uy) + - - - + dim(Uy).
Weiterhin gilt: wenn B; eine Basis von U; ist V1 < i <k, dann ist
B=BU---UB
einen Basis von W.

Beispiele 12.4.7.

(1) R? is die direkte Summe von U; = <<_11>> und von Uy = <(_21> >

(2) R?ist die Summe, aber nicht die direkte Summe von U] = < (_11> > und von Uy = < (_21) , <_13> >

Satz 12.4.8. Es sei T : V. — V eine lineare Abbildung, und es seien A1, ..., \; die Eigenwerte von T.
Dann ist der Unterraum
W =FE\ +---+E),
die direkte Summe Ex, ©--- ® Ej,.
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Proof. Wir benutzen Lemma [12.4.5 es seien vq, ..., v, mit v; € Ey,, v; # Oy Vi. Da A; # A; fuer i # j,
sind vy, ..., v linear unabhaengig aufgrund von Satz [12.3.2} daher sind

v+ -+ o # Oy

O
Korollar 12.4.9. Es sei T : V. — V eine lineare Abbildung, und es seien A1, ..., \x die Eigenwerte von
T. Dann ist T genau dann diagonalisierbar, wenn
(40) dim(V) =dim Ey, +---+dim E}, .

12.5. Algebraische und geometrische Vielfachheit. Es sei K algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 12.5.1. Nimm an, dass V' Dimension n hat. Dann ist O(xr(x)) = n, und es gibt
ai,...,ar > 1, so dass

xr(x) = (A\p — )™ - (A — )%,

und insbesondere
(41) n=ay+-+an.

Wir koennen also einem Eigenwert A von T' zwei weitere Groessen zuordnen: die Dimension des dazuge-
hoerigen Eigenraums F und die Vielfachheit der Nullstelle x = A des charakteristischen Polynoms. Wie
haengen diese zusammen?

Definition 12.5.2. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei A ein Eigenwert von T
(1) Die geometrische Vielfachheit gy von A ist dimg F.
(2) Die algebraische Vielfachheit ay von X ist die Vielfachheit von X\ als eine Nullstelle von xr(z).
Beispiele 12.5.3.
(1) In Beispiel [12.4.3] (i) gilt g, = ax, = 2.
In Beispiel [12.3.8| (4) gilt fuer A = 1: gy =1 und ay = 2.

(2)
(3) Wir betrachten den Eigenwert A = 1 der Einheitsmatrix 1o: fuer ihn gilt gy = ay = 2.
(4) Fuer den Jordanblock J,(A) gilt

gr=1 und ay =n.
Faellt Thnen was auf?
Satz 12.5.4. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei \ ein Eigenwert von T. Dann gilt
gr < ax.

Proof. Es sei k = gx. Waehle eine Basis vy, ..., v, des Eigenraums F). Dann koennen wir {vy,...,vs}

zu einer Basis B = {v1,..., Uk, Ukt1,...,0n} von V erweitern (Theorem 3.3.19). Dann ist die Abbil-

dungsmatrix [T]2 von der Form

A1 A .
[T)5 = <O(n_k)kxk B) mit A € My (n—r)(K) und B € M,,_pyx (n—i)(K),

da T jeden Vektor in F) mit A multipliziert. Daher gilt

)\—J})'lk A
718 — 21, = [ ,
T]5 — e < O(n—k)xk B—xln—k)

und wir folgern von Lemma (ii), dass
xr(z) = det ([T]5 - 21,)
=det (A —x) 1) -det (B —x1,_x)
=\ -2)" xp(2)
mit xp(z) € K[z]. Daher gilt k < a,. O

Korollar 12.5.5. Es sei T : V. — V eine lineare Abbildung, und es seien A1, ..., \; die Eigenwerte von
T. Dann ist T genau dann diagonalisierbar, wenn

gr;, =y, V1<i<n.
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Proof. Wir wissen von Korollar dass T' genau dann diagonalisierbar, wenn
(42) dim(V) =dim Ey, + -+ dim E}, .
Von erhalten wir, dass
9 o+ gn <ax, + -+ ay, =dim(V).
Da gy, < ay, Vi, ist die Summe gy, + -+ + gx, genau dann gleich dim(V'), wenn gy, = ay, fuer alle
1< <k. O
Wir koennen unsere Resultate ueber diagonalisierbare Matrizen folgendermassen zusammenfassen:

Theorem 12.5.6. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und T : V. — V eine lineare Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen aequivalent:

(1) T ist diagonalisierbar;

(2) fuer jeden Eigenwert A von T gilt ay = gx;

(8) es seien Ai,..., g die Eigenwerte von T. Dann gilt

k

xr(@) = [T - )2

i=1
(4) V=@, B

Proof. Die Aequivalenz (1) < (2) ist Korollar [12.5.5
Aufgrund der Definition der Eigenwerte gilt

k
xr(z) = H(/\i — )™,

1
Da diese Faktorisierung eindeutig ist, gilt (2) < (3).
Die Aequivalenz (1) < (4) ist Korollar [12.4.9 O

Frage. Nimm an, dass T nicht diagonalisierbar ist. Kann man dann trotzdem eine Basis von V'
finden, so dass die Abbildungsmatrix von 7" eine besonders einfache Form hat? Die Antwort ist ja, wenn
das charakteristische Polynom xr(c) in Linearfaktoren zerfaellt: in diesem Fall kann man eine Basis
finden, so dass die Abbildungsmatrix von 7" aus Jordan’schen Block-matrizen besteht; man nennt diese
die Jordansche Normalenform von T. Wir werden in einem spaeteren Kapitel darauf zurueckkommen
zurueckkommen.

13. DAS MINIMALE PoLYNOM

13.1. Definition und erste Eigenschaften.

Bemerkung 13.1.1. Fuer einen endlich-dimensionalen Vektorraum V und T : V. — V eine lineare
Abbildung definieren wir T*, k > 1, als die k-fache Verknuepfung von T mit sich selbst:

TF =To...0T.

Weiterhin sei T° = idy .
Dieses entspricht der folgenden Definition fuer Matrizen: es sei A € My« (K). Dann koennen wir
fuer alle k > 1 das k-fache Produkt von A mit sich selber betrachten:

AP = A A
Wir definieren A° = 1,,.
Definition 13.1.2. Es sei T € Endg (V) und
9(x) = agz’ + ag_12 4+ - + a1z + ag € K[z].
Dann definieren wir
9(T) = agT% + ag 1 T4 + -+ arT + agidy € Endg (V).
Entsprechend definieren wir g(A) fuer A € My xn(K) als

g(A) = adAd + ad_lAdil +- - 4+a1A+apl, € Mnxn(K)-
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Bemerkung 13.1.3. Die Auswertung eines Polynoms an einer Matrix oder eines Endomorphismus
respektiert die Korrepsondenz zwischen Matrizen und Endomorphismen: wenn A = [T]g fuer eine Basis
B von V, dann gilt g(A) = [g(T)|5 (Satz 6.1.5). Umgekehrt sei A € My, (K) und Ty : K™ — K™ der
Endomorphismus bezueglich der Standardbasis €. Dann gilt Ty ay = g(Ta).

Beispiele 13.1.4.

(1) EsseiA:(1 2

1 1), und es sei f(z) =22 — 2 + 3. Dann gilt

=1 N (4 D69
(3 - D)6 Y
0

(2) Essei g(z) = 2™ und N,, € My, 5, (K) definiert durch

0100 ... 00
001 0 ... 00
0001 ... 00
No=|: ¢ : B
0000 ... 10
0000 ... 01
0000 ... 00

Dann gilt g(Ny,,) = Opnxn m aber N # 0%, V0 < i < n.
Satz 13.1.5. Fuer alle T € EndK(V)lﬁ gibt es g(x) € K[z], g(x) # 0, so dass g(T) = Oy

Proof. Endg (V) = M+, (K) ist ein K-Vektorraum der Dimension n?; daher sind die linearen Abbil-
dungen 7°,77,... ,T"2 linear abhaengig. Mit anderen Worten, es gibt ag,...,a,2 € K, nicht alle 0, so
dass )

2T + -+ a1T + agidy = Oy

O
Bemerkung 13.1.6. Wenn g(T) = Oy, dann gilt natuerlich auch (ag)(T) = Oy fuer alle a € K.
Beispiele 13.1.7.

(1) Es sei n > 1. Dann gilt g(1,) = Opxn, fuer g(z) =z — 1.

(2) Nimm an, dass T : V — V diagonalisierbar ist, mit Eigenwerten A1,...,A\;r mit (algebrais-
chen oder geometrischen) Vielfachheiten ay,...,ax. Dann gibt es eine Basis von V, so dass die
Abbdilungsmatrix von T' die Form hat

Mlg, 0 ... 0
0 Aolg, ... 0
mE=| . T
0 0 Akl
Dann gilt
XT(Al)]-m 0 0
0 )(7*()\2)10‘2 . 0
(=] v R R
0 0 coo xr((Ag)1g,

Definition 13.1.8. Fs seiT : V — V linear. Das minimale Polynom von T ist das mom‘schﬁ Polynom
mr(x) € K[z] kleinsten Grades, so dass my(T) = Oy .

36Kine Matrix A € My xn(K), fuer die es ein m > 0 gibt, so dass A™ = 0y, xn, heisst nilpotent.
3Tund entsprechend fuer alle A € M, xn(K)
384.h. Leitkoeffizient ist gleich 1
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Wir muessen zunaechst zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist:
Lemma 13.1.9. Es seien m(x), m'(z) € K[z] beide monisch vom kleinsten Grad d > 1, so dass m(T) =
m/(T) = 0y. Dann gilt m(x) = m/(x).
Proof. Nimm an, dass m(x) # m/(z). Dann ist das Polynom g(z) = m(z) —m/(x) vmmom Grad < d, und
es gilt g(T') = 0. Das ist ein Widerspruch zur Definition des minimalen Polynoms. O
Satz 13.1.10. Es sei T : V — V linear, und es sei g(x) € K[z, g # 0, so dass g(T) = Oy. Dann gilt
mr(z)|g(z).

Proof. Mithilfe von Polynomdivison finden wir Polynom ¢(z),r(z) € Klz], mit 7(x) = 0 oder d(r) <
d(m), so dass

(43) 9(x) = q(z) - m(z) + r(z).
e Wenn r(z) = 0, dann gilt g(x) = g(z)m(x) und daher m(x)|g(z).
e Wenn r(x) # 0, dann werten wir an T aus und erhalten r(T) = Oy. Doch dies gibt einen
Widerspruch zu der Minimalitaet von myp(z).

O

Beispiele 13.1.11.

(1) Nimm an, dass T : V' — V diagonalisierbar ist, mit Eigenwerten A1, ..., A\x. Wir haben bereits
in Beispiel [13.1.7| gesehen, dass x7(T") = 0y. Was ist das minimale Polynom von 77

(2) Essei A= J,(A) fuer n > 1 und A € K. Dann folgt von Beispiel [13.1.4] dass

ma(z) = xa(r) = (x —A)"

Vergleichen wir dieses mit dem minimalen Polynom der diagonalen Matrix B = Al,: fuer sie
gilt mp(x) = © — \. Die beidem Matrizen haben also unterschiedlichen minimale Polynome aber
das gleiche characteristische Polynom. Mit anderen Worten, das minimale Polynom ‘sieht’ also
in einem gewissen Sinne die len ueber den Diagonalen von A.

Definition 13.1.12. Fs sei K algebraisch abgeschlossen, und es seien f(x), g(x) € Klx]| gegeben durch
fl@) = (@ =)™ - (@ = Am)™,
g(x) = (x = A)" - (z = X))
wobei a;,b; > 0 fuer all 1. Das kleinste gemeinsame Vielfache von f(z) und g(z) ist definiert als
lem(f, g) = (x — A)m(nhil (g -y ymex{ente),
Beispiel 13.1.13. Es seien
fl@)=a(z =3 e +1)?%  gl@)=(z-3)(z+1)°@-2)%
Dann ist
lem(f,g) = z(z — 3)*(x + 1)*(z — 2)2.
Folgender Satz wird in Kapitel [14] sehr wichtig:
Satz 13.1.14. Es sei K algebraisch abgeschlossen und C € M, «,(K). Nimm an, dass

_ A 0rn><€
¢= <OZ><m B )

mit A € Mpyxm(K) und B € Myxo(K). Dann ist meo(z) das kleinste gemeinsame Vielfache von m4(x)
und mp(x):
mc(z) = lem(ma(z), mp(r)).

Proof. Wir beachten zunaechst, dass fuer all f(z) € K[z] gilt

(o) = (f(gl) f((jB)) ;

daher gilt f(C) = 0 genau dann, wenn f(A) =0 und f(B) = 0. Es sei nun f(x) = lem(ma(z), mp(x)).

Da m4(z) und mp(z) das Polynom f(x) teilen, gilt f(A) = 0 und f(B) = 0 und daher f(C) = Owas

bedeutet, dass dass mg(z)|f(x). Wenn f(z) # me(x), dann koennen nicht my(x) und mp(z) das

Polynom me(z) teilen; sagen wir ma(z)  me(x). Aber dann gilt me(A) # 0 und daher mo(C) # 0,

was ein Widerspruch ist. O
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Korollar 13.1.15. FEs sei K algebraisch abgeschlossen und C' € M« (K). Nimm an, dass
A0 0 0

0 A, 0 0
C =
0 0 0 0 A
mit A; € My, xn,(K). Dann gilt
me(z) = lem{ma, (z),...,ma,(z)}.
Proof. Induktion. (I
Beispiele 13.1.16.
(1) Es sei
J3(A) 0 0
A= 0 J3(A) 0
0 0 Ja(A)
Dann gilt ma(x) = (z — \)3.
(2) Essei A # 0 und
J5(A) 0 0
B= 0 Je(A7h) 0
0 0 Ja(A™h

Dann gilt

@@ =a)® wenn A ¢ {£1)
mp(z) = (z — )\)6 wenn \ € {il}~

Bemerkung 13.1.17. Satz[13.1.1]] gilt auch dann, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist und sich
die minimalen Polynome nicht in Linearfaktoren zerlegen lassen. Dazu braucht man das Konzept der
unzerlegbaren Polynome, um definieren zu koennen, was das kleinste gemeinsame Vielfache von zwei
Polynomen 1ist.

13.2. Der Satz von Cayley—Hamilton. Wir wollen uns nun mit dem Problem beschaeftigen, wie wir
das minimale Polynom einer Matrix A € M, x,(K) bestimmen koennen. Aufgrund von Satz
waere es ein guter Anfang, irgendein Polynom g(x) € Klz| zu finden, so dass g(A) = 0. In Beispiel
haben wir gezeigt, dass xa(A) = Opxn, wenn A diagonalisierbar ist. Gilt das allgemein?

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Theorem 13.2.1 (Cayley—Hamilton). Es sei T € Endg (V). Dann gilt x7(T) = Oy.
Korollar 13.2.2. VT € Endg (V) gilt mp(x)|xr(x).

Proof. Folgt unmittelbar von Satz[13.1.10j und Theorem [13.2.1 O
Lemma 13.2.3. Es sei f(z) = 2¥ +ap_ 121+ +ajz+ag, und es sei A € My (K) gegeben durciﬁ
0 0 0 ... 0 0 —ag
1 0 0 00 -—-a
0 1 O 0 0 —as
A=10 0 1 0 0 —as
0 0 O 1 0 —ag_o
0 0 O 0 1 —ag_
Dann ist xa(z) = (—=1)* f(x).
Proof. Uebung. O

Lemma 13.2.4. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung. Es sei W C K" ein Unterraum, so dass
T(W) C W (ein solcher Unterraum heisst T-invariant), und es sei T' = T|w . Dann gilt

xr(z) | xr(z).

39Wir nennen A die Begleitmatriz von f(z).
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Proof. Es sei wy,...,w; eine Basis von W, die wir zu einer Basis B = {w1, ..., wg,v1,...,0p—} von V

erweitern. Dann ist die Abbildungsmatrix [T]8 von der Form

A B
T = ,
Tl (%k)xk C)

wobei A € My, )x (n—k) (/) die Abbildungsmatrix von T" bezueglich der gewaehlten Basis von W ist.
Dann gilt

xr () = det ([T]5 — 21,)

A—xlk B
= det
¢ (O(nk)xk C— $1n—1)

= det(A - l‘lk) . det(C’ — xln_k)
= xr(2) - det(C — x1,_p).
Daraus folgt, dass x1(z) | x7(z). O

Satz 13.2.5. Essei T : V — V eine lineare Abbildung, und es seiw € V. Es sei W = (w, Tw, T?w,...).
Dann gilt T(W) C W, und wenn T = T|w, dann gilt

X1 (T").w = Oy .
Proof. Es sei k > 1 maximal, so dass B = {w, Tw, ..., T* 'w} linear unabhaengig und daher eine Basis
von W ist. Dann gilt T*w € W, das heisst es gibt ay,...,ax_1 € K, so dass
(44) T*w+ap_1 - T 'w+-4a-Tw+ag-w=0y.
Dann ist [7"]5 die Begleitmatrix des Polynoms
fz) =2+ ap_12" 7 + - 4 a1z + aq,

und es folgt von Lemma [13.2.3] dass x7/(z) = f(z). Daher ist x7/(T).w gleich (44), und der Satz
folgt. O

Wir erhalten nun Theorem [13.2.1] als einfache Konsequenz:

Proof. Da xr(x)| xr(x) aufgrund von Lemma [13.2.4| und w € V beliebig war, gilt
x7(T).w =0y Yw e V.

13.3. Ein alternativer Beweis von Cayley—Hamilton.

Bemerkung 13.3.1. Es sei A € My, xn(K). Indem wir Satz 10.3.11 auf die Matriz A — x1,, anwenden,
erhalten wir

(45) (A —21,)adj(A —21,) = xa(z) - 1,.
Warum koennen wir A nicht direkt in diese Gleichung einsetzen und erhalten x a(A) = Opxn ?
Bemerkung 13.3.2. Es sei C = (¢;j(z)) € Mpxn(K|[z]) eine Matriz, so dass jeder Eintrag c;j(x) in
Polynom in x vom Grad < k ist. Dann gibt es Matrizen By, ..., Br_1 € Myxn(K), so dass
C=DBj_1 2" '+By_1-2""+.-.+ By -2+ B,.
Beispiel 13.3.3. Es sei A € Mayo(R[z]) gegeben durch
A= <2x2+x —2m;3>.

x? -1 —x

=t 5 (5

Beweis von Theorem|13.2.1 Wir schreiben adj(A —x1,,) = (pi;j(2))1<i,j<n, wobei Vi, j p;;(x) € K|x]
ein Polynom vom Grad < n ist. Aufgrund von Bemerkung [13.3.2] koennen wir daher adj(A — z1,)
schreiben als

Dann ist

adj(A — z1,) = B, 12" '+ + Bz + By
mit By, By, ..., Bk—1 € Myxn(K). Indem wir dies in einsetzen, erhalten wir

(46) (A—21,)(By—12" '+ + Biz + By) = xa(z) - 1,,.
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Wenn wir y 4(x) schreiben als
xa(@) = (=1)"(@" + -+ + a1z + ao),

dann koenne wir in V0 < i < n die Koeffizienten von 2° vergleichen und erhalten folgendes System
von Matrixgleichungen

ABO = (71)“&017“
—B() + AB1 = (—l)nalln,

—Bp_2+ Aanl = (_l)nanfllru
“ B4 = (—1)"1,,.

™ multiplizieren, erhalten wir

Indem wir diese Gleichungen von links mit 1,, A4, 42,..., A
ABO = (—1)”@017“

7AB0 + A231 = (71)7?,(1114,

_An_an72 + Aan,1 = (_1)nan71An_17
CAMB, g = (—1)" A

Wenn wir alle diese Gleichungen addieren, dann ergibt die linke Seite 0,,x,, waehrend die rechte Seite
den Wert x4(A) ergibt. Daher gilt x4(A) = 0, xn, was zu beweisen war.

14. DIE JORDANSCHE NORMALENFORM EINER MATRIX

Annahme: Fuer den Rest dieses Kapitels sei K algebraisch abgeschlossen.

14.1. Definition und Theorem. Wir erinnern uns an die Definition der Jordanschen Blocks: es sei
n > 1und A € K. Dann ist der Jordanblock der Laenge n und Eigenwert A die Matrix J,, () € My xn(K),

A1 0 0 ... O
0O A1 0 ... 0
Jn(A) = 0O 0 x 1 ... 0
SR : 1
0 0 0 0 ... A

Folgende Eigenschaften des Jordanblocks haben wir bereits bewiesen:

Lemma 14.1.1. X ist der einzige Eigenwert von J,(\) mit gy = 1 und ay = n. Weiterhin gilt Ex = (e1).
Das minimale Polynom von J, () ist

my, (@) = (x —A)".

Theorem 14.1.2. [Jordansche Normalenform] Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum ueber K und
T:V — V linear. Dann gibt es eine Basis B von V, so dass

Jnl (al)
an (042)
(47) T3 = Ins @3)

Jnk (ak)

fuermny,....np >1sodassni+---+ng=nund ay,...,q € KH Weiterhin ist diese Darstellungs-
matriz von T eindeutig, abgesehen von der moeglichen Vertauschung der Jordanbloecke.

Wir koennen natuerlich das Theorem auch in Matrixform ausdruecken:

Theorem 14.1.3. Es sei A € M, x,(K). Dann gibt es eine invertierbare Matrix B € M, x,(K), so
dass B~1AB die Form hat.

40picht notwendigerweise verschieden!
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Bemerkung 14.1.4. Diagonalisierbare Matrizen sind ein Spezialfall von Theorem [I].1.5: in diesem
Fall haben alle Jordanbloecke Laenge 1!

14.2. Eigenschaften der Jordanschen Normalenform. Wir wollen nun verstehen, was uns die Jor-
danform ueber die Eigenwerte und deren algebraischen und geometrischen Vielfachheiten verraet; dieses
wird uns spaeter dabei helfen, Theorem [14.1.2] zu beweisen. Wir sehen uns zunaechst ein Beispiel an:

Beispiel 14.2.1. Es seien A\, A2 € K, voneinander verschieden. Wir betrachten die Matrix B €
Myyo(K), gegeben durch

A 10 0 O O 0 0 O

A 1 0 0 O O 0 O

A 0 0O 0O 0 0 O

A 1 0 0 0 O

B= M 0 0 0 O
A1 0 0

Ao 0 0

Ay 0

A2

Mit anderen Worten, B ist zusammengesetzt aus Jordanbloecken J3(A1), Ja(A1), Ja(A2) und zweimal
J1(A2). Es folgt, dass

o xp(x) =\ —2)°(N\2 — )%
e die Eigenwerte von B sind A1 und A, mit Eigenraecumen

Ey, = (e1,es)  Ex, = (€6, €8, ¢€9);

o es gilt ay, =5 und ay, = 4;
e es gilt gx, =2 und gy, = 3;
e von Korollar [13.1.15] folgt, dass das minimale Polynom ist gegeben durch

mp(z) = (x — X\1)3(z — Xo)*
Um die Beobachtungen aus diesem Beispiel zu verallgemeinern, brauchen wir folgendes Lemma:
Lemma 14.2.2. FEs sei C' € M, x,(K) von der Form
A 0
°=(s 5)
mit A € Myxo(K) und B € My,_gyx(n—)(K). Definiere die Unterracume U = (e1,...,eq) und W =

(eps1,---sen). Esseiv=u+w €€V, v#0, mituéecUundw € W. Dann ist v genau dann ein
Figenvektor von Te mit Eigenwert A, wenn Ta(u) = Au und Tp(w) = Aw. Weiterhin gilﬁ

E\(Tc) = E\(Ta)® Ex(Tg)
und daher gx(Tc) = gx(Ta) + gx(TB).

Proof. Uebung. O
Theorem 14.2.3. Es sei T : V. — V linear. Nimm an, dass es eine Basis B von V gibt, so dass
Jnl (0&1)
Jn2 (042)
(48) T8 = Ins (@3)

Iny, (ak)

Es sei X ein Figenwert von T. Dann ist die geometrische Vielfachheit von A die Anzahl der Jordanbloecke
mit Eigenwert X\, d.h.
p=F#{i: 1 <i<k o =2}

41fier schreiben wir fuer eine lineare Abbildung T: V — V und A € K
E)\(T) = ker(T — )\lv)
und g (T) = dim E, (T).
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Das minimale Polynom von T is gegeben durch
mr@)= ] @—M",
\ Eigenwert
wobei s(N\) die Laenge des groessten Jordanblocks mit Figenwert X ist, d.h.
s(A) =max{n;: 1 <j <k, a;=2A}
Proof. Schreibe die Basis B als
B= {b§1>, I I AR O R N b<’f>} :

'Ynyp Y1l v Yng ' Vng

und es sei W; = <b§i), R bgf)>7 d.h. W; ist der Unterraum von V mit Basis

BO — b0, 49}
Dann gilt

V=W & - oW,
und die Abbildungsmatrix von T'|w, bezueglich der Basis B(®) ist gleich dem Jordanblock .J,,, (a;). Dann
folgt von Lemma [14.2.2] dass

A1) = ga(Tlwy) + - + g2 (Tlw,)-

Doch

0 wenn \ # q;
1 wenn A = q;

(Tw,) = {

Daraus folgt, dass

gp=F#{i: 1<i<k, a,=A}

Laut Korollar [3.1.75] ist
mr(z) = lem {mJn1 (a1),. .. My, (ak)} .
Nun gilt
my, () = (z —a;)™.
Mit anderen Worten, wenn A ein Eigenwert von T ist, dann ist der Exponent des Faktors (z — A) in
mp(z) gegeben durch
s(A) =max{n;: 1 <j <k, a;j =A},

und daher gilt

mr(x)= [ (@—xW.

A Eigenwert

14.3. Verallgemeinerte Eigenraeume.
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 14.3.1. Es sei T : V — V linear, und es sei A ein Figenwert von T. Der verallgemeinerte
Eigenraum von \ ist

EA = U ker(T — /\lv)j.

Jj=1

Lemma 14.3.2. Es sei S :V — V linear, und es seiv € V, v # 0. Nimm an, dass S*v = Oy fuer ein
k> 1, aber dass S*1v % 0y. Dann sind

v,Sv,...,8 1y
linear unabhaengig.
Proof. Nimm an, dass es Skalare ag, . ..,ar_1 gibt, so dass
(49) aov + a1Sv+ -+ a1 v = 0y.

Indem wir S*~! auf die Gleichung anwenden, erhalten wir agS*~'v = 0y und daher ag = 0. Dann

wenden wir S¥=2 auf an und erhalten 1.9 'v = 0y und daher a; = 0. Ueber Induktion erhalten

wir daher a; = 0 Vi. [l
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Lemma 14.3.3. Es gilt E\ = ker(T — A1y)".

Proof. Essei S =T — A1,,. Nimm an, dass es v € V und m > 1 gibt, so dass S™v = 0 und S™ v # 0y.
Dann sind laut Lemma [14.3.2| die Vektoren m, Sv, ..., S™ v linear unabhaengig. Daher gilt m <n. [

Definition 14.3.4. FEs seiv € EA, v # Oy, und es sei k > 1 minimal, so dass (T — A1,)v = 0y. Dann
ist die Menge

{v, (T = Xly)v,...,(T - Alv)kflv}
die Jordankette von v (der Laenge k).

Bemerkung 14.3.5. Jeder Eigenvektor von T bildet eine Jordankette der Laenge 1.
Beachte 14.3.6. (T — A1y )*~1v ist ein Eigenvektor von T mit Eigenwert \.

Beispiele 14.3.7. }
(1) Essei A= J,(\) und Ty : K™ — K™ die dazugehoerige Abbildung. Was ist F\?

A 0 0 0 0
0 JsA) 0 0 0
(2) Es seien p,A € K, p # A\, und A = 0 0 A 0 0 Wir betrachten die
0 0 0 Jo(p) O
0 0 0 0 1
Abbildung T4 : K° — K°. Dann ist
E\={e1,...,eq) und E, = (e7,es,e9).

Die Jordankette von e; ist {e1, ez}, von es erhalten wir {es, e4, €5}
(3) Es sei B wie in Beispiel [14.2.1] Dann hat Tz die verallgemeinerten Eigenraeume

E\, = le1,...,es5) und E\, = (eg,...,eq).
Was faellt auf?
Lemma 14.3.8. Fuer jeden Eigenwert A ist E\ ein T-invarianter Unterraum von V.
Proof. Da Ey = ker(T — A1y )™, folgt unmittelbar, dass E) < V. Wir muessen daher nur zeigen, dass
T(E\) € By
Nimm an, dass (T — Aly)"v = Oy. Dann gilt
(T — M\1y)"To=T(T — A1y)"v = Oy,
und daher Twv € EA. O
Als einfache Konsequenz erhalten wir folgenden Satz:
Satz 14.3.9. )\ ist der einzige Eigenwert von T|EA'
Proof. Es sei p ein Eigenwert von T'| 5, mit Eigenvektor v. Es sei k > 1 minimal so dass (7'—A idy )*v =0,
und es sei w = (T — \idy )¥~1v. Dann gilt
(T — Nidy)w = (T — Xidy)*v = 0y = (1 — Nw
und daher p = A. O
Korollar 14.3.10. Es sei T\ = T|z . Dann gibt es my < ax(T)
X1y (2) = (A —2)™.
Proof. Da K algebraisch abgeschlossen ist und A der einzige Eigenwert von T} ist, gilt xp, (z) = (A—2)™*
fuer ein my > 1. Laut Lemma [I3.2.4] gilt x1, (z)|x7(2), und daher my < ax(T). O
Lemma 14.3.11. FEs seien u, A verschiedene Eigenwerte von T. Dann gilt
ExNE, ={0y}.
Mit anderen Worten, der Unterraum E)\ + E# ist die direkte Summe EA ® E#.
Proof. Es sei U = Ex N Eﬂ, und nimm an, dass U # {0y }. Dann ist U ein T-invarianter Unterraum
(warum?), und daher gilt x7(2)|(x — @)™ und X7 (2)|(z —A)™. Da Oxpjy(r) = dimU und A # p,

erhalten wir einen Widerspruch. O
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Wir koennen dieses Lemma verallgemeinern:

Lemma 14.3.12. Es seien A1, ..., Ay voneinander verschiedene Eigenwerte von T'. Dann ist der Un-
terraum W = Ey, + --- + E), die direkte Summe

VV:E‘,\1 @@E)\k
Proof. Induktion nach k. O
Bemerkung 14.3.13. Vergleichen sie dieses Lemma mit Satz[12.].8

Wie moechten nun zeigen, dass V' die direkte Summe seiner verallgemeinerten Eigenraeume ist — un-
abhaengig davon, ob T diagonalisierbar ist oder nicht. Als Vorbereitung brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 14.3.14.

(1) Es sei T : V — V linear, und es sei A ein Figenwert von T. Es sei g(x) = (x — \)™. Dann ist
im(g(T)) ein T-invarianter Unterraum von V, und es gilt

V = E\ @im(g(T)).
(2) Es sei p ein von A verschiedener Eigenwert von T'. Dann gilt
£, € im(g(T)).
Proof. (1) Die Invarianz von im(g(T")) ist eine Uebung. Von Theorem 4.2.9 wissen wir, dass
dim V = dimker(¢g(7")) + dimim(g(7));
es ist daher ausreichend zu zeigen, dass ker(g(7")) Nim(g(7)) = {0}. Es sei w € im(g(T')), d.h. es gibt
v €V so dass g(T)v = w. Wenn w € E), dann gilt
(T — \y)"w = (T — M\y)*™v = 0y,
das heisst v € EA. Nun wissen wir aber von Lemma dass EA = ker(T' — A1,)"™, und daher gilt
w= (T — Ay)"v = 0y.
(2) Es sei S = (T — A1y)". Eine einfache Rechnung zeigt, dass E,, ein S-invarianter Unterraum von

V ist. Es sei S’ = S‘E“- Dann ist
ker(S') = ExN E, = {0} (aufgrund von Lemma [14.3.11)),

das heisst, S’ ist ein Isomorphismus. Insbesondere gilt E,, = im(S’) C im(g(7T)), quod erat demonstran-
dum. (]

Theorem 14.3.15. Es sei T : V — V linear. Dann gilt
V= @ E~'77 :
n Eigenwert

V ist die direkte Summer seiner verallgemeinerten Ez'genmeumeﬂ

Proof. Wir benutzen Induktion ueber n = dim V. Es sei A ein Eigenwert von 7. Dann wissen wir von

Lemma [14.3.14] dass R
V = By @im (T — A1y)"),
und dass U = im ((T' — A1y )™) ein T-invarianter Unterraum ist, von Dimension < n. Daher gilt
U= S5 E,
pn Eigenwert von T'|u

und daher

V=E® Q%) By
p Eigenwert von T'|y
- @ Ey.
n Eigenwert von T

O

42Djeses gilt nicht, wenn xr(x) sich nicht in Linearfaktoren zerlegen laesst. Daher die Annahme, dass K algebraisch
abgeschlossen ist.
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Wir koennen dieses Theorem folgendermassen formulieren:

Korollar 14.3.16. Es sei T : V — V linear, und es seien A1, ..., \; die Eigenwerte von T. Dann gibt
esmi,...,mg > 1, so dass

V =ker (T — M1y)™) & - @ker (T — \ply)™).

Bemerkung 14.3.17.

(1) Um Theorem zu beweisen, muessen wir zeigen, dass jeder verallgemeinerte Eigenraum
eine Basis besitzt, die aus Jordanketten besteht.
(2) Fuer jeden Eigenwert A von T ist

T—/\lviﬁ)\%ﬁb\

eine nilpotente lineare Abbildung. Um Theorem [I].1.9 zu beweisen ist es daher ausreichend, es
fuer nilpotente lineare Abbildungen zu zeigen.

14.4. Beweis der JNF for nilpotente Abbildungen.

Theorem 14.4.1. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum ueber K und S : V. — V nilpotent. Dann

gibt esk>1,ny,...,np > 1, so dass ny + -+ + nx = n, und eine Basis B von V, die aus Jordanketten
besteht, da.h. von der Form

(50) S™auy, .. Sur,uy, 8™ Mg, ug, ., S g L ug,

wobei S™u; = Oy Vi. Weiterhin sind nq, ..., ng eindeutig bestimmt.

Bemerkung 14.4.2. Die Basis von V heisst Jordanbasis.

Bemerkung 14.4.3. Die Abbildungsmatriz von S bezueglich der Basis B ist in Jordanscher Normalen-
form@
‘]711 (0)

18 = Ina (0)

I (0)
Da die n; eindeutig bestimmt sind, gilt das gleiche fuer die Jordansche Normalenform, abgesehen von
einer Vertauschung der Bloecke.

Proof. Wir beweisen Theorem ueber Induktion nach n = dim(V'). Fuer n = 1 ist das Resultat
klar. Nimm nun an, dass n > 1, und dass das Resultat wahr ist fuer alle Vektorraeume der Dimension
< n. Beachte zunaechst, dass S(V) <V (warum?). Wenn S(V) = {0y}, dann ist S die Nullabbildung,
und das Theorem haelt trivialerweise. Wir koennen daher annehmen, dass

v} £5(V) <V,
Wir wenden nun die Induktionshypothese auf den S-invarianten Unterraum S(V') an: es gibt also Ele-
mente vy, ...,v und by,..., by > 1, so dass by + -+ + by = dim S(V) und
(51) B ={vi,...., 8" o, .. g, ..., 80 )
eine Basis von S(V) ist, mit S%v; = Oy Vi.
Fuer 1 <4 < ¢ waehle u; € V, so dass S(u;) = v;. Dann gilt S u; = S¥~1v; € ker(S) V1 < i < /L.

Beachte, dass die Vektoren {S% uy,...,S%u,} Teil der Basis B’ und daher linear unabhaegig sind; wir
koennen sie daher zu einer Basis

b b
{S%uy,...,8%up,wy, ..., wn}
von ker(S) erweitern.
Behauptung. Die Vektoren
b b b
{ul,Sul...,S 1U1,U2,...,S2u2,...,Ug,...,SZUg,wh...,’LUm}

sind eine Basis B von V.

431 der Vorlesung hatte ich die Vektoren in der umgedrehten Reihenfolge geschrieben; bezueglich dieser Basis kriegen
wir eine gespiegelte JNF, d.h. die Einsen auf der ersten Diagonalen unterhalb der Hauptdiagonalen.
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Beweis der Behauptung. Die lineare Unabhaengigkeit ist eine Uebung. Um zu zeigen, dass die Vek-
toren auch ein Erzeugendensystem sind, berechnen wir die Dimension von V. Wir wissen bereis, dass
dim(ker(S)) = £ + m und dass

1K(S) = dimimn(S) = dim S(V) = by + -+ + b
Daher folgt von Theorem dass

dim V' = dimker(S) + rk(S5)
=+m)+ (b1 +---+bp)
=m+ b +1)+---+ (be+1).

Doch dies ist genau die Anzahl der Vektoren in B; es folgt daher von Satz[3.3.23] dass B eine Basis ist.
Aufgrund der Induktionshypothese sind b; ..., by eindeutig bestimmt. Ebenfalls ist

m = dim(ker(S5)) — ¢

eindeutig bestimmt. Doch diese Zahlen bestimmen eindeutig die n; in dem Theorem@ O

}

Das beendet den Beweis von Theorem [14.1.2] eines der wichtigesten Resultate der linearen Algebra.

Korollar 14.4.4. Es sei U = E\ ein verallgemeinerter Figenraum eines linearen Operators T. Dann
hat U = E) eine Basis, in der die Abbildungsmatriz von der Beschraenkung T|y in Jordanscher Nor-
malenform ist.

Proof. Es sei S = (T — A\)1)|y. Dann ist S : U — U nilpotent, und es gibt daher eine Basis 5 von U, so
dass [S]8 in Jordanscher Normalenform ist:

In, (0)
Jn2 (0)
1S]8 = s (0)
I, (0)
Da die Abbildugnsmatrix der Indentitaet in jeder Basis die Identitaetsmatrix ist, folgt, dass
Ini(A)
Iny(A)
(T1 = (S5 + AL, = I (V)
Ini (A)

O

Bemerkung 14.4.5. Theorem sagt uns, dass zwei Matrizen A, B € My x,(K) ueber einem
algebraisch abgeschlossenen Koerper K genau dann aehnlich sind, wenn sie (von einer Vertauschung
der Jordanbloecke abgesehen) die gleiche Jordansche Normalenform haben. Insbesondere ist die Anzahl
der Aequivalenzklassen aehnlicher (n x n)-Matrizen mit einem einzigen Eigenwert A die Anzahl aller
Partitionen von n.

Frage. Wir haben gesehen, dass die JNF einer Matrix eindeutig ist; eine Jordanbasis hingegen ist
nicht eindeutig. (Z.B. ist fuer die Identitaetsabbildung jede Basis eine Jordanbasis.) Wie haengen zwei
verschiedene Jordanbasen miteinander zusammen? Mit anderen Worten, es sei A € M, x,(K) eine
Matrix in Jordanscher Normalenform. Fuer welche Matrizen C' € GL,,(K) ist C~1AC = A? Ich kenne
die Antwort auf diese Frage nicht.

44Gje koennten auch mit einem anderen Unterraum U < V arbeiten, um den Induktionsschritt durchzufuehren. Dann
ist es aber wahrscheinlich schwieriger, einen Basis von V' zu konstruieren, die aus maximalen Jordanketten besteht.
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14.5. Berechnung der Jordanschen Normalenform.

Beispiel 14.5.1. Es sei A € Myx4(C),

11 6 =2
01 -3 2
A= 0 0 1 0
00 -2 2

Wir berechnen das charakteristische Polynom:
xa(z) = (1= X1)>2-N),

das heisst, die Eigenwerte sind A; = 1 und Ay = 2 mit algebraischen Vielfachheiten ay, = 3 und a), = 1.
Es folgt unmittelbar, dass gy, = 1. Um die geometrische Vielfachheit von A; zu bestimmen, berechnen
wir den dazugehoerigen Eigenraum:

Ex = <€1 >7
das heisst g, = 1. Es folgt daher von Theorem dass es fuer A\; und Aq jeweils nur einen Jordanschen

Block gibt, deren Laenge n; durch die jeweilige algebraische Vielfachheit beschraenkt ist. Daher gilt
n1; = 3 und ny = 1, und die Jordansche Normalenfom von A ist gegeben durch

1 1 0 0

0 1 1 0

J(A) = 0 0 1 0

0 0 0 2

Beispiel 14.5.2. Es sei B € My.4(C),

5 -1 0 0

9 -1 0 0

B = 0 O 7T =2

0O 0 12 -3

Dann gilt

xp(@) = (z —2)%(z = 3)(x - 1),
das heisst, die Eigenwerte sind A\; = 1, Ao = 2, A3 = 3 mit algebraischen Vielfachheiten ay, =1, ay, = 2,
ay, = 1. Die geometrischen Vielfachheiten von A; und A3 sind gleich den algebraischen Vielfachheiten:

g, =ay, fuerv=1,3,

und gy, € {1,2}. Wir bestimmen den zu Ay gehoerigen Eigenraum:

das heisst gy, = 1 und es gibt laut Theorem [14.2.3| genau einen Jordanblock mit Eigenwert As. Die
Jordansche Normalenform von B ist daher

1 0 0 O
0 210
J(B) = 00 2 0
0 0 0 3
We gibt daher eine Matrix C' € GL4(C), so dass
J(B) =C'BC.

Um diese Matrix zu finden, bestimmen wir zunaechst die Eigenracume von A; und A3:



Jeder dieser Vektoren bildet eine Jordankette der Laenge 1. Wir muessen nun eine Jordankette {v, (B —
214)v} in E), finden,so dass

1
(B — 214)’[} = g
0
Wir loesen dieses lineare Gleichungssystem und erhalten
1
|2
"“lo
0
Dann ist
0 1 1 0
0 2 3 0
—1f{{of’ (o]’ |-1
3 0 0 2
eine Jordanbasis der Abbildung T'g, das heisst, fuer
0 0 1 1
0 3 2 0
¢ = -1 0 0 -1
3 0 0 2
gilt C~1BC = J(B).
Beispiel 14.5.3. Es sei D € Myx4(C),
1 -1 -2 3
0o 0o -2 3
D= 0 1 1 -1
0 0 -1 2

Dann gilt
xp(z) = (1 - ),

das heisst, A = 1 ist der einzige Eigenwert von D, und es gilt a) = 4. Wir bestimmen den Eigenraum:
Ey = (e1,e1 + e2 + e3 + eq),

das heisst gx = 2 und es gibt zwei Jordanbloecke, entweder der Laengen 1 und 3, oder beide der Laenge
2. Im ersten Fall gibt es einen Eigenvektor, der nicht zu einer Jordankette der Laenge 2 gehoert, und im
zweiten Fall gehoert jeder Eigenvektor zu einer Jordankette der Laenge 2. Um zu entscheiden, welche
der beiden Moeglichkeiten zutrifft, rechnen wir nach, ob der Vektor e; Teil einer Jordankette der Laenge
2 ist: in diesem Fall gibt es v € C*, v # Oy, so dass

(D - 14)7} = €1.

FEine einfache Rechnung zeigt, dass diese Gleichung keine Loesung hat. Daher gibt es zwei Jordanbloecke
der Laengen 1 und 3, und y = e; + ez + e3 + e4 gehoert zu einer Jordankette der Laenge 3. Wir nrechnen
nach:

w = ist eine Loesung der Gleichung (D — 14)w =y,

u = ist eine Loesung der Gleichung (D — 14)u = w,

das heisst {u, (D —14)u, (D —14)%u} ist eine Jordankette der Laenge 3, und eine Jordanbasis ist gegeben
durch ey, u, (D — 14)u, (D — 14)2u.
Alternativ koennen wir auch einfach die Potenzen der nilpotenten Abbildung D — 14 berechnen: wir
sehen, dass (D — 14)% # O4x4, aber (D — 14)3 = 04x4. Daher hat der grosste Jordanblock die Laenge 3.
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Beispiel 14.5.4. Es sei

0 1 0 1 -1
0 0 0o 0 1
A=10 -1 0 -1 1
1 0 1 0 O
0 0 0 0 O
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch x 4 (x) = —2%, das heisst, A = 0 ist der einzige Eigenwert

und A ist nilpotent. Wir berechnen den Eigenraum:
B\ = (e2 —e4, €1 — €3);
es folgt daher von Theorem [14.2.3] dass A zwei Jordanbloecke hat. Die moeglichen Laengen sind 2 und

3, oder 1 und 4. Eine einfache Rechung zeigt, dass A% = 055, daher ist <J2(()0) ; (()0)) die JNF von A.
3
Beispiel 14.5.5. Es seien A, B € M3y3(K) mit dem gleichen charakteristischen Polynom x(z) und dem
gleichen minimalen Polynom m(x).
Behauptung. A und B sind aehnlich.
Beweis der Behauptung. Wir analysieren die verschiedenen Faelle, die auftreten koennen:

e Wenn
xX(@) = (A1 —2) (A2 — 2)(A3 — 2)

fuer drei verschiedene Eigenwerten A1, Ay, A3, dann haben A und B beide die Jordansche Nor-

malenform
A 0 O
J=10 X 0
0 0 M3

e Nimm an, dass
X(2) = (M —2)* (A2 — x)
mit zwei verschiedene Eigenwerten A1, Ao. Dann gilt

m(z) = (x = M)’ (2Xa),

wobei j € {1,2}. Wenn j = 1, dann haben laut Theorem [14.2.3| alle Jordanbloecke die Laenge
1, das heisst, A und B sind aehnlich zu

A 0 0
J=10 X 0
0 0 X
Wenn j = 2, dann gehoert A\; zu einem Jordanblock der Lange 2, d.h. A und B sind aehnlich zu
A 10
J=10 X 0
0 0 X
e Wenn
(@) = (A —2)?,
dann gilt

m(z) = (A —z)’ fuer j € {1,2,3},
und es folgt von Theorem [14.2.3] dass

A0 O A1 0 A1 0
J=10 X O oder J=(0 X O oder J=|0 X 1],
0 0 A 0 0 A 0 0 A

abhaengig davon, ob j =1 oder j = 2 oder j = 3.

Bemerkung 14.5.6. Fuer (4 x 4) Matrizen ist die Verallgemeinerung des vorheriges Beispiels falsch:
Die Matrizen

A1 0 0 A1 00
0 A 00 0 A 0 0
A=1o 0o x o " B=19 0 A 1
0 0 0 A 0 0 0 X
haben das gleiche charakteristische und minimale Polynom, aber sie sind nicht aehnlich.
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UEBER DIE TRANSFORMATION VON JORDANBASEN

von Jan Hirth, Paolo Terribilini und Nestor Corder Sanchez

Frage. Wir haben gesehen, dass die JNF einer Matrix eindeutig ist; eine Jordanbasis hingegen ist
nicht eindeutig. (Z.B. ist fiir die Identitéitsabbildung jede Basis eine Jordanbasis.) Wie hdngen zwei ver-
schiedene Jordanbasen miteinander zusammen? Mit anderen Worten, es sei A € M,,x,(K) eine Matrix
in Jordanscher Normalenform. Fiir welche Matrizen C' € GL,,(K) ist C~1AC = A?

Im folgenden Abschnitt werden wir uns zunéchst auf einzelne Jordanblécke beschréanken und danach
den allgemeinen Fall betrachten.

Satz 14.5.7. Sei J()\) ein Jordanblock. Dann ist C~1 - J(X) - C genau dann wieder in Jordanscher
Normalenform, wenn C' folgende Form hat

X T2 In
c=|"

. . R 1))

0 0 T

Proof. Bemerke, dass die gesuchten Basiswechselmatrizen C' genau diejenigen sind, die mit J(\) kom-
mutieren.

C-JN)=JN)-C
Somit gilt

n A-cijteijr firg#1
C-JAN)i,; = ik (Mg = ! !
( (A)ig ;C,k (kg {)\'Ci,j fuer j =1

(T Cig = TNk crj =

P A-cij fueri=n

n

{)\ “Cij+ciy1; fueri#n

Nun gilt C - J(A\) = J(A\) - C genau dann, wenn

Cij—1 = Cit+1,5

und somit haben wir konstante Werte auf den Diagonalen. Nun bleibt zu zeigen, dass C' eine obere
Dreiecksmatrix ist. Dafiir verwenden wir

(C-TJM)ai=Ac11=AN)-C)li=Acr1+can

woraus cz,; = 0 folgt.
Durch Wiederholen dieses Arguments konnen wir zeigen, dass es sich um eine obere Dreiecksmatrix
handelt. Da weiter die Diagonalen konstante Werte haben, folgt die Aussage.
O

Ein alternativer Beweis
Proof. Sei T : V — V eine lineare Abbildung und sei B = (b1, ba, ..., b,) eine Basis von V, sodass
[T1E =T
ein Jordanblock ist. Bemerke, dass jede solche Basis B eine Jordankette bildet. Angenommen C~1J(\)C

ist nun wieder in Jordanscher Normalenform, dann bildet C eine Jordankette auf eine andere Jordankette
ab. Wir wissen also

Vi<n:Cb =a; und A= (a1, ag, ..., a,) ist wieder eine Jordankette.
Betrachten wir nun die Gleichungen

Cb,, = a, und (T — Nd)"a, = a;
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und kombinieren sie

(T—/\Id)"_len:al =4 -C- =a1 < cpnbl = a1
1

(T — Nd)"2Cby—1 = a1 < Cp—1n—1b1 + Con—1b2 = a1

Cbl = ax

Daraus folgt, dass Vi < n : ¢;; = z1 fiir ein 7 € R\ {0}; und es sich um eine obere Dreiecksmatrix
handelt. Ebenso erhalten wir Gleichungen fiir as

(T — Nd)""2Cb,, = as & cp—1nb1 + Cnba = as

und die restlichen a;, weshalb sich auch auf den Nebendiagonalen konstante Werte ergeben.
O

Erste Folgerung. Wir wissen nun, wie die alternativen Jordanbasen einer Matrix aussehen, die
fiir jeden Eigenwert bloss einen Jordanblock besitzt. Sei B = (vy, ..., v,) eine Jordanbasis zu einem
Jordanblock der Lange n, so ist jede weitere Jordanbasis fiir diesen Jordanblock von der Form

/
B'=(x1-v1, x1 - va+ X201, ..., T1 Uy o+ Ty v1)

mit z; # 0. Vereinigen wir diese Basen fiir alle Jordanblocke, erhalten wir wieder eine Jordanbasis fiir
die Matrix. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir, was passiert, wenn wir mehrere Jordanblocke zum
selben Eigenwert haben.

Definition 14.5.8. Sei T : V — V linear, V endlichdimensional. Sei Jpr = {A%\l, ,Af\ll, ,A%\k, ,Al/\"’k}
eine Jordanbasis, wobei AJ)\ die j-te Jordankette fir den Figenwert \; ist. Wir definieren nf\ = |A§\

als die Linge einer solchen Kette und lassen &, ihr erstes Element sein. Dann nennen wir &,  einen
i i

Eigenvektor der nii-ten Generation. Auflerdem ist S("(ég\i) =(T- )\il)“(ég\i) € AJ)\ ein Eigenvektor von

Generation n} — .
;

Lemma 14.5.9. Sei By = {A}, .. , AL} mit Ay = {&, S(&}), .. ,S™ (&Y. Betrachten wir
Abblildungen von der Form

ég\'—)l‘lél)\-‘rl‘ggp(éz\): /ég, T1,29,€ K, $17é0

wobei Sp(éi) ein Eigenvektor geringerer oder gleicher Generation als € ist. So erhalten wir 'A% =
{rei, S('ey), ... ,S™('&y)}, wobei "B, = (Bg, \ Ay) U "A} eine Jordanbasis von E) ist.

Proof. Wir wollen zeigen, dass 'B 7, linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem von E, ist, so dass
jedes Element A’ eine Jordankette bildet.

Beachte, dass jedes Element in A} auf eine Linearkombination von sich selbst und einem anderen
Vektor in By abgebildet wird. Dann miissen sie aber linear unabhéngig bleiben, sprich z1 # 0. Es gibt
dim(Ey) Vektoren in 'B 7, die alle linear unabhéingig sind. Es handelt sich somit um ein Erzeugenden-
system und damit eine Basis.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass ‘AY eine Jordankette ist. Man beachte, dass die Bedingung dafiir ist,
dass S™ die kleinste Potenz von S ist, die ’ ég\ annihiliert. Bemerke

SPTLE) = ST (018, 4 22SP(E])) = 118 TH(EL) 4 S TP (E))

wobei beide Terme linear unabhéngig sind und der erste ungleich Null ist, so dass S73~1 den neuen
Vektor nicht annihiliert. AuBerdem annihiliert S™ aufgrund der Wahl von ég\ beide, folglich ist 'A% eine
Jordankette.

O
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Lemma 14.5.10. Bis auf eine Permutation ist die Komposition der vorhergehenden Transformation
uber By, die einzige, die die Bildung einer anderen Jordanbasis von Ey erlaubt.

Proof. Bemerke, dass wir fiir jede Anwedung der vorhergehenden Transformation die Koeffizienten z1, 2
und S?(¢&}) neu wihlen diirfen. Wir betrachten 0.B.d.A nur eine Anwendung der Transformation. Da die
Basis eine Basis bleiben muss, miissen die Vektoren linear unabhangig und in E enthalten sein. Wenn
wir also irgendeinen Vektor in der Basis &ndern wollen, miissen wir diesen auf eine Linearkombination
von anderen Mitgliedern von B und sich selbst abbilden (wie im letzten Lemma begriindet).

Wir wollen nun zeigen, dass diese Transformation auf den ersten Vektor der Kette angewendet werden
muss. Wihlen wir die Kette A} und einen beliebigen Vektor innerhalb dieser Kette (sagen wir SP(é)
mit p > 0)

SP(&4) = 21 SP(EY) + 289(&))

Man beachte, dass S(SP71(€})) # x1S5P(e}) + xQSq(éi), also bricht unsere alte Kette unter der
Abbildung auseinander. Vielleicht konnen wir zwei getrennte Ketten unter der Abbildung konstruieren?
Bilden wir eine neue Kette mit z1S7(€}) + 2259(€}) als erstes Element

'AY = (21 SP(EY) + 2259(8), S(x1SP(E4) + 22S(&)), ...)

Aber dann enthilt 'A% die Vektoren SP(e%), SPT!(€}), ... als Summanden. Bemerke SPT!(&}) kénnte
bereits Null sein. Da diese auch in allen anderen Ketten enthalten sind, die wir aus den Elementen

(&, S(E), - SP7H(E))

konstruieren konnten, fithrt jeder Versuch die Kette auseinanderzubrechen zu einer linearen Abhéngigkeit.

Daher muss die Transformation auf den ersten Vektor der Kette wirken. O
Definition 14.5.11. Sei Jr = {A}\I, ,Al§17 >A§\i7 AR ...Aik, 7Al)f“k} sei eine Jordanbasis
firT:V =V

Satz 14.5.12. Die Transformation Jr — 'Jr = {A%\l, ,Al)}l, - AY ...Ag\i, ...A}\k, 7Al;k} lasst
[T],ﬁ in Jordanscher Normalform.

Proof. Jedes Element in der Basis bleibt Teil einer linear unabhéngigen Jordankette, daher bleibt die
gesamte Matrix in Jordanscher Normalform. Il
Satz 14.5.13. Die im vorangehenden Unterkapitel beschriebene Transformation ldsst [T]i‘g in Jordan-
scher Normalform.

Proof. Jedes Element in der Basis bleibt Teil einer linear unabhéngigen Jordankette, so dass die gesamte
Matrix in Jordanscher Normalform bleibt. ]

Satz 14.5.14. Die Zusammensetzung der zuvor beschriebenen Transformationen ist die einzige, die
[T],ﬁ in Jordanscher Normalform beldsst.

Proof. Beachte, dass [T]:‘g nur dann in Jordanscher Normalform bleibt, wenn ' Jr eine Jordan-Basis ist,
d.h. VA, 'B 5, bleibt eine Jordan-Basis fiir E\. Wir wissen aber, dass die einzig erlaubte Transformation

diejenige in |14.5.13| bis zu einer Permutation (14.5.12]) ist. (]

Beispiel 14.5.15.

10 0 0
01 00
AiOOlO
00 0 3

Sei A = C~'AC. Wie sehen C und C~! zum Beispiel aus?

10 -3 0 10 3 0
o1 5 0 4 o1 =50
“=loo 1 o/'Y “loo 1 o

00 0 1 00 1
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Wieso diirfen wir ¢13 = —3 und co3 = 5 wéhlen? Bemerke, dass wir hier eine Jordankette trans-
formieren.

53 53 4 532 a5l
€] — €] +5¢7 — 3¢;

Dies ist erlaubt, da die Generation von é} und &7 kleiner gleich der von é? ist. In der Tat

10 0 0 10 3 O 10 0 0 1 0 -3 0
0 1.0 0] (01 5 0 01 0 0 01 5 0
001 o0f 00 1 O 0 010 00 1 0
0 0 0 3 00 0 1 0 0 0 3 0 0 0 1

15. EUKLIDISCHE UND HERMITESCHE RAEUME
Lecture 32

15.1. Normierte Raeume.

Definition 15.1.1. Es sei K = R oder C, und es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Funktion

[~V —=Rxo
mit folgenden Figenschaften:

o ||u+v|| <||ul| + ||v]| Vu,v € V' (Dreiceksungleichung);
o ||av|| = |a| - ||v|| fuer allea € K, v e V;
o wenn ||v|| =0, dann gilt v = 0y (Nicht-Degeneriertheit).

Beispiele 15.1.2. Es sei V =R? und v = <Z> eV.
(1) Die Funktion

ol = Va?+ 2

ist eine Norm.

(2) Die Funktion
[Io]]" = max{lal, [b[}

ist eine Norm.

(3) Die Funktion
loll” = lal + [o]

ist ebenfalls eine Norm.

(4) Andererseits ist die Funktion v — min{|a|, |b|} keine Norm.

Bemerkung 15.1.3. Wir werden im naechsten Kapitel sehen, dass sich die Norm || ~ || in Beispiel
von den Normen || ~ ||" und || ~ || unterscheidet: sie entsteht aus einem inneren Produkt.

1
I"Jbung 15.1.4. Es seip>1. Fuerx = | : | € R" definiere

Tn

1

n P

2|l = (ZI%I”) :
i=1

Dann ist || ~ ||, eine Norm; sie heisst die p-Norm.

Beispiel 15.1.5. Es sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0, 1] — R. Definiere
|flmax = max{|f(z)| : = € [0,1]}.

Dann ist | ~ |max eine Norm: sie heisst die Mazimumsnorm.

Definition 15.1.6.
(1) Ein Vektor v € V ist ein Einheitsvektor wenn ||u|| = 1.
(2) Die Distanz zwischen zwei Vektoren v,w € V ist gegeben durch
d(v,w) = |Jv — wl].

Bemerkung 15.1.7. Es seiv € V, v # Oy. Dann ist ﬁv ein Einheitsvektor; wir nennen ihn die
Normalisierung von v.
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Bemerkung 15.1.8. Die Menge der Einheitsvektoren in einem Vektorraum kann je nach Norm woellig
verschieden aussehen. Folgendes Diagramm zeigt die Menge der Einheitsvektoren in R? bezueglich der
p-Norm fuer verschiedene p.

05

-05

-1 -0.5 0 05 1

15.2. Innere Produkte. Wir konzentrieren und nun auf Vektorraeume ueber R oder C mit einer beson-
deren geometrischen Struktur: einem inneren Produkt. Wir erhalten

{Euk]idische Raeume ueber R

Hermitesche Raeume ueber C
Definition 15.2.1. FEs sei V ein R-Vektorraum. FEin inneres Produkt ist eine Funktion
(, ): VxV—oR

mit folgenden Figenschaften:

(1) Linearitaet in der erste Variablen:
(v1 + v, w) = (v1, W) + (v2,w) VYvy,ve,w eV,
(av,w) = afv,w) VaeR, Vo,weV.
(2) Linearitaet in der zweiten Variablen
(v, w1 4+ wa) = (v, w1) + (v,wa) Yv,wi,we €V,
(v,aw) = afv,w) VaeR, Vo,weV.

(8) Symmetrie: (v,w) = (w,v) V,v,w € V;
(4) Positivitaet: (v,v) >0 Vv €V, v #Oy.

Das Paar (V,(,)) ist ein Euklidischer Raum.

(5% U1
Beispiel 15.2.2. Essei V =R". Fueru= | ! [ undv= | : | definiere

Un Un

n
(u,v) = Zulvl
i=1
Dann ist (V,( , )) ein Euklidischer Raum; das innere Proukt ist das Standardprodukt auf R™.

Beispiel 15.2.3. Es sei V = R2. Fuer u; = (Zl), Ug = <52> definiere
1 2

(u1,u2)" = 2x129 — T1Y2 — Y122 + Y1Y2-
Dann ist ( , )’ ein inneres Produkt: Eigenschaften (1) - (3) sind klar; fuer Eigenschaft (4), beachte,
dass fuer u =
(u,u) = 2%+ (x —y)? >0,
mit Gleichheit genau dann, wenn u = 0.

Bhine Abbildung V' x V' — R, die linear in jeder der Variablen ist, heisst bilinear.
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Bemerkung 15.2.4. Wir koennen das innere Produkt (u,v) aus Beispiel als Matrixmultiplikation
betrachten: es gilt (u,v) = utv, d.h. es ist die Matrizmultiplikation der (1 xn)-Matriz u® und der (nx 1)-
Matriz v.

Auch das innere Produkt laesst sich als Matrizmultiplikation schreiben:

(uy,u) = u} Aug mit A = (_21 11>.

Es stellt sich die Frage, ob wir nicht andere innere Produkte konstruieren koennen, indem wir A durch
eine andere Matriz in M, x,(R) ersetzen. Fuer welche anderen Matrizen erhalten wir ebenfalls ein
inneres Produkt? Wir kommen auf diese Frage im naechsten Kapitel zurueck.

Beispiel 15.2.5. Es seien a,b € R, a < b, und es sei C[a,b] der Vektorraum der stetigen Funktionen
f:a,b] = R. Wir definieren

b
(f.g) = / F(@)g(z)da.

Die erfuellt die Axiome des inneren Produkts:

e Linearitaet in jedem der Argumente und Symmetrie sind klar.
e Esseinun f € V, f # 0. Dann gibt es y € (a,b) und § > 0, so dass [y — J,y + d] C [a,b] und
f(z) #0Vx € [y — 6,y + ¢]. Dann gilt

b ) y+0 ) ) )
uh= [ Seraz [ i@z min 10> 0

Definition 15.2.6. Es sei V' ein C-Vektorraum. Ein Hermetisches Produkt (oder inneres Produkt) ist
eine Funktion

(, ):VxV-=cC
mit folgenden Figenschaften:
(1) Linearitaet in der erste Variablen:

(v1 + v, w) = (v, w) + (v2,w) VYuy,v2,w eV,
(ow,w) = afv,w) VaeC,Vo,weV.
(2) Sesquilinearitaet in der zweiten Variablen:
(v,wr + we) = (v,w1) + (v,we) Vv, wi,wy €V,
(v,aw) =a(v,w) VaeC,Vo,weV.

(3) Hermetische Eigenschaft: (v,w) = (w,v) V,v,w € V;
(4) Positivitaet: (v,v) >0Vv eV, v#0y.

Das Paar (V,{ , )) ist ein Hermetischer oder unitaerer Raum.
(5% U1
Beispiel 15.2.7. Essei V =C". Fueru= | ! [ undv=| : | definiere
Up Up,
<u7 U> = Z Uiy
i=1
Dann ist (V,( , )) ein Hermitescher Raum, und das innere Produkt ist das Standard IP auf C™.

Bemerkung 15.2.8. Wir koennen auch das Standard IP auf C" als Matrixmultiplikation betrachten:
es gilt {(u,v) = u'v, d.h. es ist die Matrizmultiplikation der (1 x n)-Matriz u* und der (n x 1)-Matriz v.

Wieder koennen wir die Frage stellen: gibt es Matrizen A € My, (C), so dass (u,v) — utAv ein
Hermitesches Produkt ist?

Lemma 15.2.9. Es sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Raum. Dann gilt
(1) (Oy,v) = (v,0y)=0Yv eV;
(2) Es seiw e V. Wenn (v,w) =0 fuer alle v € V, dann gilt w = Oy;
(3) Es seien wy,wy € V. Wenn (v,w1) = (v, ws) fuer alle v € V, dann gilt w1 = ws.
Proof.
(1) (Oy,v) =0-(0y,w) =0.
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(2) Wenn w # Oy, dann gilt (w,w) > 0.
(3) Folgt von (2) fuer w = wy — ws.

O

Satz 15.2.10. Es sei (V,{ , )) ein Euklidischer oder Hermitescher Raum. Fuer alle v € V, definiere
[lv]] = V/{(v,v) € Rxg.
Dann ist || ~ || eine Norm.
Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 15.2.11 (Cauchy-Schwartz Ungleichung). Es sei (V,{ , )) ein Euklidischer oder Hermitescher
Raum. Dann gilt

[(w, )] < Jull - [Jo]| - Vu,v eV

mit Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhaengig sind.

Proof. Wenn u = 0Oy, dann haelt die Ungleichung automatisch. Nimm daher an, dass u # 0Oy, und
(v,u)

definiere A\ = Tl und
w=v—A-u.
Beachte, dass
(w,u) = (v,uy — Mu,u) = 0.
Nun gilt
(52) 0 < [Jwl]?
(53) = (v —Au,v — Au)

= [Jol[* = Mful[* = M[[ul|* + A Jul |2
= [[oll* — (AP - [[ull?
_ ||U||2 _ |<va>|2

[[wll?

= [{w, o) < |lull - [Jol]-

In erhalten wir Gleichheit genau dann, wenn w = Oy, d.h. wenn v = % - U

[u]

ﬁ’;fl‘g . Quod erat demonstrandum.

O

Andererseits, wenn v = A-u fuer A € K und u # Oy, dann gilt A =

von Satz[15.2.10. Wir beweisen den Satz fuer Hermitesche Racume; der Beweis fuer Euklidische Racume
ist sehr aechnlich. Wir ueberpruefen die Axiome:

(1) Dreiecksungleichung: es seien u,v € V. Dann gilt
Ju+v]|* = (u+v,u+v)
= [l + 2R (u, v) + [Jv]|*.
Beachte nun, dass R(z) < |z| fuer alle z € C. Angewandt auf R({u,v) erhalten wir
R, v) < [R{u, v)| < [(u, v)]
und daher
[l + ]2 = [ul® + 2R (u, v) + |[o]|”
< [full* + 2/(u, v)| + [[v]”
< [lull* + 2l[ull - o] + [Jv][?
= (lu+l])?

und daher ||u + v|| < ||ul| + ||v]].
(2) Die anderen beiden Axiome der Norm sind eine Uebung.
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Lemma 15.2.12. Es sei (V,{ , )) ein Euklidischer Raum. Dann gilt

1
(u,v) = 5 (llu+ol* = [[ul* = []v]]*)

fuer alle w,v € V. Mit anderen Worten, das innere Produkt { , ) ist durch die Norm || ~ || vollstaendig
bestimmdt.
Proof. Explizite Rechnung. (]

Uebung. Formulieren und beweisen Sie das Analog von Lemma [15.2.12] fuer Hermetische Raeume.

Bemerkung 15.2.13. Nicht jede Norm kann ueber ein inneres Produkt definiert werden! Beispiele
dafuer sind die Norme || ~ || und || ~ ||"" aus Beispiel[15.1.4, was allerdings nicht leicht zu zeigen ist.

Joris Liebling fand folgenden eleganten Beweis, dass || ~ || nicht von einem inneren Produkt induziert
ist: Wir bemerken den Zusammenhang zwischen Skalaprodukt und dadurch induzierte Norm:

1 2 2 2
(,u) = 5 (Il + ol = Jlul® = o))
Wir betrachten fiir v = (51) die Norm:
2

loll” := Jva] + [ve]

Wir méchten zeigen, dass diese Norm nicht durch ein Skalarprodukt induziert wird.
Dafiir nehmen wir im Sinne eines Widerspruchs an, dass dem so sei.

Insbesondere gelte dann nach Bilinearitdt des Skalaprodukts iiber einem R-Vektorraum :
—(e1,e2) = (—e1,e2)

Jedoch bemerken wir:

1
“eer =3 (JOI IO -1OT)
1 Lo
= =5 (([H+ D = ([ +101)* = (0] + [1)*) = =5 (2 =1 - 1) = —1
Und:
1 1 12 0 2
ceven =3 (G-I 1C)
1 2 2 Lo
=5 =1+ p* = (=1 +0)* = (o] + 1)?*) = 5 (2* =1 -1) =1
Also:
—(e1,e2) = —1# 1= (—ey,€2)
womit folgt, dass die Norm nicht durch ein Skalarprodukt induziert wird. U

Mit Hilfe eines inneren Produkts koennen wir definieren, wann zwei Vektoren orthogonal sind:

Definition 15.2.14.

(1) Zwei Vektoren v,w sind orthogonal wenn (v,w) = 0; wir schreiben v L w.
(2) Fine Untermenge S C V ist ein orthogonales System wenn u 1 v fuer alle u,v € S.
(8) Fin orthogonales System S C V ist orthonormal, wenn ||v|| = 1 fuer alle v € S.

Beispiele 15.2.15.

(1) Die Menge der Standardvektoren im R™ ist orthonormal bezueglich des Standard IPs.
In einem Vektorraum mit innerem Produkt ist jeder Vektor orthogonal zum Nullvektor.

() (o

4) Die Funktionen f(z),g(z) € C[—m, 7], f(x) = sin(x) und g(x) = 1 sind orthogonal bezueglich
des Skalarprodukts von Beispiel

(2)
(3) Betrachte (R?,( , ') wie in Beispiel [15.2.3] Dann ist L orthogonal zu
(4)
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Satz 15.2.16 (Satz des Pythagoras). Fs sei (V,{ , )) ein Euklidischer oder Hermitescher Raum, und
es seten u,v € V, v L v. Dann gilt

[+l = [|ul|® + [[o]|*.
Proof. Es gilt
lJu+v|]* = (u+v,u+v)
= (u,u) + {u,v) + {(v,u) + (v, v)
= [lul® + [[v]|*.

d

Die Definition der Orthogonalitaet haengt eng mit der Projektion eines Vektors auf einen anderen
Vektor zusammen:

Definition 15.2.17. FEs sei (V,{ , )) ein Vektorraum mit einem inneren Produkt, und es seiv € V,
v # Oy. Definiere
(u,v)

(v, 0)

Bemerkung 15.2.18. FEin Vektor u € V ist genau dann orthogonal zu v # Oy, wenn proj,(u) = Oy.

proj, : V=V, u—

Beispiele 15.2.19.

a1
(1) Betrachte R™ mit dem Standard IP, und es sei v = | : |. Dann ist proj,, (v) = a; - e; fuer alle
Qn
1<i<n.
(2) Essei (R?,( , ') wie in Beispiel |15.2.3|und u = (;) Dann ist die Projektion von u auf den
Vektor v = (1) gegeben durch proj, (u) = 2v.

Folgendes Lemma wird wichtig sein, wenn wir orthogonale Basen von Vektorraeumen konstruieren .

Lemma 15.2.20. Es sei (V,{ , )) ein Vektorraum mit einem inneren Produkt, und es seiv € V so
dass v # Oy . Dann ist fuer alle w € V' der Vektor

w = u — proj, (u)
orthogonal zu v.

Proof. Uebung. O
Beispiel 15.2.21. Wir ueberpruefen das in Beispiel [15.2.19| (2):

mmmiconr= (). () -0

15.3. Konstruktion innerer Produkte. In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass sich innere Pro-
dukte mit Hilfe bestimmter Matrizen definieren lassen.

Beispiel 15.3.1. Es sei A € M,,«,(R). Definiere
( , YaA:R"xXR" >R, (u,v) 4 =vT - A-w.
Dann ist {( , )4 linear in jeder der beiden Variablen.

Allerdings ist die Funktion nicht unbedingt symmetrisch: es sei A = (1 1), u = (ul) und v =

0 1 u2
V1 .
<v2> . Dann gilt

Definition 15.3.2. Es sei K ein Koerper. Eine Matriz A € My, (K) ist symmetrisch, wenn A = A?,
d.h. wenn a;; = aj; fuer alle 1 <i,5 < n.

(u,v) 4 = ug(vy +v2) + ugvy aber (v,u)a = (ug + uz)vy + ugvs.
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Lemma 15.3.3. Es sei A € My,xn(R) symmetrisch. Dann gilt
(u,v)a = (v,u) 4 Yu,v e R"™

Proof. Es gilt
(v,u) 4 = v Au = v Alu = (u' Av)t = v Av = (u,v) 4.

Allerdings erhalten wir immer noch nicht unbedingt ein Skalarprodukt:

1

Beispiel 15.3.4. Es sei A = (0

_01) . Dann gilt

(-0,

Definition 15.3.5. FEine symmetrische Matriv A € My, (R) ist positiv definit, wenn v*Av > 0 fuer
alle v e R"™, v # 0.

die Bilinearform ist nicht positiv.

Beispiele 15.3.6. (1) Es seien ay,...,a, € R, a; > 0 fuer alle 4. Dann ist die diagonale Matrix
a1 0 . 0
A = 0 [6%) PN 0
0 0 ... aa

positiv definit.

(2) Die Matrix B = ( b) ist genau dann positiv definit, wenn a > 0 und det(B) > 0.

a
b d
Satz 15.3.7. Es sei A € M,x,(R). Dann ist (
positiv definit ist.

. )a ist genau dann ein inneres Produkt, wenn A

Bemerkung 15.3.8. Tatsaechlich gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwischen positiv definiten (n X n)-
Matrizen und inneren Produkten auf R™: wenn ( , ) ein inneres Produkt ist, definiere a;; = (e;,¢€;),
wobei e1, ..., e, die Standardbasis ist. Dann gilt fuer u,v € R"

(u,v) = u' Av.

Wir werden Satz spaeter zusammen mit seinem Analog fuer komplexe Matrizen beweisen.
Zunaechst muessen wir herausfinden, wie wir ‘positiv definit’ fuer komplexe Matrizen passend verallge-
meinern.

Definition 15.3.9. Es sei B € M, «x,(C). Definiere
( , )p:C"xC"—=C, (u,v)p=u'Bo.
Definition 15.3.10. FEs sei B € M,,x,(C).

(1) Schreibe B = (b;;)i;j. Die adjungierte Matrix von B ist die Matriz B* = (B)".
(2) Die Matriz B ist Hermitesch, wenn B = B*, das heisst, wenn b;j = bj; V1 < i, j < n.

-1 1414 27
Beispiel 15.3.11. (1) Die Matrix A= [1—1 0 1 —2i¢ | ist Hermitesch.
—-2i 1+2i 1
—1 1+ 2
(2) Die Matrix B=|1—1 0 1 —2i | ist nicht Hermitesch.
—2i 1429 1

. . a b
(3) Eine Matrix B = (c d

Beachte 15.3.12. (1) Wenn B Hermitesch ist, dann erfuellt { , )p Eigenschaften (1) - (3) des
Hermetischen Produktes.
(2) Es sei B € My, xn(C) Hermitesch, und es sei v € C™. Dann gilt

(v,v)p = v'Bv = (v'B'v)" = v'B'0 = (v,v) B,

das heisst v!Bv € R fuer alle v € C".

) € Msy2(C) ist genau dann Hermitesch, wenn a,d € R und b = ¢.
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Mit Hilfe dieser Beobachtung koennen wir deine positiv definite Hermitesche Matrix definieren.

Definition 15.3.13. Fine Hermitesche Matrix BM,, «,(C) ist positiv definit, wenn
v'Bo >0 Yv e C", v #0.
1

Beispiel 15.3.14. Die Hermitesche Matrix B = (b 2) € My42(C) ist genau dann positiv definite,

wenn a € Rs und det(B) € Rso.
Folgender Satz ist die Verallgemeinerung von Satz auf den komplexen Fall:

Satz 15.3.15. FEs sei B € M,xn(C). Dann ist { , )p genau dann ein inneres Produkt , wenn B
positiv definit istm

Proof. Wir beweisen den komplexen Fall; der reelle Fall ist achnlich. Wenn B Hermitesch positiv definit
ist, dann kann man einfach ueberpruefen, dass ( , )p die Axiome eines inneren Produktes erfuellt.

Nimm nun an, dass ( , )p ein inneres Produkt ist. Wir zeigen zunaechst, dass B Hermitesch ist.
Da ( , )p ein inneres Produkt ist, besitzt es die Hermitesche Eigenschaft: (u,v)p = (v,u)p. Es sei
e1,...,en die Standardbasis von C". Dann gilt Fuer 1 < i,j < n gilt

bij = eﬁBej = (ei,ej)p = (€j,€i)B = ?théi = eéBei = @,
das heisst, B ist Hermitesch.

Weiterhin ist die Bedingung, dass (v,v)p > 0 Vv € C",v # 0, genau die Bedingung, dass v*Bv > 0
Vv e C" v # 0, das heisst, dass B positiv definit ist. O

Wir koennen also die Vektorraeume R™ und C™ mit vielen verschiedenen inneren Produkten ausstatten;
die Geometrie der Raeume (z.B. die Frage, ob zwei Vektoren orthogonal sind oder nicht) haengt von der
Wahl eines inneren Produktes ab.

Beispiel 15.3.16. Es sei A = ( 2 1). Dann gilt

)

das heisst, die Vektoren (}) und <(1)> sind orthogonal bezueglich dieses inneren Produktes. Andererseits
sind sie selbstverstaendlich nicht orthogonal bezueglich des Standard IPs auf R2.

15.4. Gram-Schmidt Orthogonalisierung. Kehren wir zu der Frage von Basen von Vektorraeumen
zurueck. Wenn der Vektorraum ein inneres Produkt besitzt, koennen wir besonders schoene Basen
konstruieren, naemlich solche, die aus orthogonalen Systemen bestehen. Zur Erinnerung:

(1) Zwei Vektoren v, w sind orthogonal wenn (v, w) = 0; wir schreiben v L w.
(2) Eine Untermenge S C V ist ein orthogonales System wenn u L v fuer alle u,v € S.
(3) Ein orthogonales System S C V' ist orthonormal, wenn ||v|| = 1 fuer alle v € V.

Wir beginnen mit ein paar einfachen Beobachtungen:

Satz 15.4.1. Es sei (V,{ , )) ein K-Vekorraum mit einem inneren Produkt.
(1) Wenn S C V ein orthogonales System ist, das nicht den Nullvektor enthaelt, dann ist S linear
unabhaengig.
(2) Wennwy,...,v, ein orthogonales System ist, v; # 0 fuer alle 1 < i <mn, und v = a1v1+. .. a0,
dann gilt
a; = (v, vi) V1<i<n.
<vi; 'Ui>
Proof. (1) Nimm an, es gibt v1,...,v, € S und ay,...,a, € K, so dass
a1 + -+ apv, = 0y
Dann gilt

<CL1U1 +---+ Cln’Un,’Uz'> = ai<vivvi> = 0.
Da v; # Oy gilt (v;,v;) # 0 und daher a; = 0 fuer all 1 <i <n.

46 A ych im komplexen Fall gibt es wieder eine 1:1 Aequivalenz zwischen IPs und Hermiteschen positiv definiten Matrizen:
einem IP ( , ) ordnen wir die Matrix B = ({(e;,€;)) zu. Dann gilt ( , )=( , )g.
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(2) Uebung.
U

Bemerkung 15.4.2. Es folgt von Satz|15.4.1) (1), dass ein orthogonales System in einem n-dimensionalen
Vektorraum, das nicht den Nullvektor enthaelt, hoechstens n Elemente haben kann.

Bemerkung 15.4.3. In Zukunft schreiben wir LH(~) fuer die lineare Huelle von Vektoren, damit keine
Verwirrung mit dem inneren Produkt entsteht.

Hat jeder Vektorraum mit innerem Produkt eine orthogonale Basis?

Theorem 15.4.4 (Gram—Schmidt Orthogonalisierungsverfahren). Es sei (V,( , )) ein Vektorraum
ueber K (K = R oder C) mit einem inneren Produkt. Es sein = dimg V', und es sei vy,...,v, eine
beliebige Basis von V. Es sei w1, ..., w, gegeben durch

® 5 selw; = V]

o fuer2 <j<mn sei

J—1
w; =v; — Zprojwi (vj).
i=1

Dann ist wq, ..., w, eine orthogonale Basis von V.
Proof. Wir zeigen ueber Induktion nach j, dass wi,...,w; folgende Eigenschaften hat
(1) w; # Oy fuer alle 1 <1 < j;
(2) wi,...,w; ist ein orthogonales System;
(3) LH(wl, ce ,U}j) = LH(Ul, ce ,U]').
Da jedes orthogonale System linear unabhaengig ist, folgt daraus, dass ws, ..., w, eine orthogonale Basis

ist.
Der Fall j =1 ist klar. Nimm an, die Behauptungen (1) - (3) sind wahr fuer j — 1. Wenn w; = Oy,
dann gilt
S (v w)
L, € LH(wa, ..., wi—1).
i—1 <wi7wi> ( ! ’ 1)

Doch LH(U}l7 N ,wj_l) = LH(Ul, ce an—l)v und daher

v; =

(S LH(Ul7 . ,Uj_l),

was ein Widerspruch zur linearen Unabhaengigkeit von vy, ..., v, ergibt. Daher gilt (1).
Um (2) zu ueberpruefen, berechnen wir (w;,w;) fuer 1 < ¢ < j:

j—1
(wj, wg) = <vj — Zprojwi (vj)7wk>

i=1
Doch proj,, (v;) is ein Vielfaches von w; und aufgrund der Induktionshypothese (w;,wy) = 0 wenn i # k.
Daher gilt
(15.4) = (v; — proj,, (vj),wr) =0
aufgrund von Lemma [15.2.20

Nun muessen wir nur noch zeigen, dass LH(wy, ..., w;) = LH(v1,...,v;). Aufgrund der Hypothese
wissen wir, dass LH(w1,...,wj_1) = LH(v1,...,v;—1). Doch w; = v; —u fuer v € LH(w1,...,w;_1).
Das beendet den Beweis. O

Korollar 15.4.5. Es sei (V,{ , )) ein Vektorraum ueber K (K = R oder C) mit einem inneren
Produkt. Dann besitzt V' eine orthonormale Basis. Weiterhin gilt: wenn vy, ...,v, eine orthonormale
Basis von V ist und v = Z?:l a;v;, dann gilt

1ol = lar [ + - + |an]*.

Proof. Es folgt von Theorem [15.4.4] dass V eine orthogonale Basis wi, ..., w, besitzt. Es sei

1
V= —— Wy V1<i<n.
[[wsl
Dann ist {vy,...,v,} eine orthonormale Basis.
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Wenn v = > | a;v;, dann gilt
vl = (v)
n n
=2 D aid;(vi,vy)

i=1 j=1

n
=2 _laif*.
i=1

O
1 2

Beispiel 15.4.6. Esseienwv; = [ 1 | undve = | 1|, und es sei V = LH(v1,v2) < R3 mit dem Standard
0 1

IP. Es sei w; = v; und

2 1
3
1 0
1
1
2

Dann gilt (wy,ws) = 0, das heisst, wy und wy sind eine orthogonale Basis von V.

Beispiel 15.4.7. Betrachte die Basis vy, v2,v3 von R? (mit dem Standard IP) mit

1 0 1
v = 1 s Vo = 0 s V3 = 2
1 1 3
Dann ist wy; = vy,
_ <1)27 w1>
W = Vg — w1
(wy,wy)
0 1
1
1 1
-1
1
2
und
w3 = v3 — <’U3,’U}2> wy — <’03,’U}1> wy
(wa, wa) (wy,wr)
1
1
0
Dann ist 8-, 2. - eine orthonormale Basis.
lwal[” [fwzl]” [|ws]]

Beispiel 15.4.8. Es sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [-1,1] — R mit dem inneren
Produkt aus Beispiel [15.2.5l und U < V der Unterraum aller Polynome vom Grad < 3. Dann ist
1,z, 22, 22 eine Basis von U; schreibe f; = z°. Wir benutzen Gram-Schmidt, um eine orthonormale Basis
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zu konstruieren: es ist gg = fo,

g1=f1— M * 9o
<90790>
1 /1
=z,
_ _ <f27g0> . _ <f2agl> .
g2 = f2 <<~ZO2’ !;0; < ajglgjﬁ
=g -2y L
2 (2, )
L
g3 = f3 _ <f37g0> go — <f3agl> g1 — <f3792> g
(90, 90) (91,91) (92, 92)
=23 - %x

Dann ist go, g1, 92, g3 eine orthogonale Basis von U. Durch Normalisierung erhalten wir eine orthonormale
Basis.

Bemerkung 15.4.9. FEs sei V' ein R-Vektorraum und vy,vs zwei linear unabhaengige Vektoren in V.
Dann gibt es ein IP (, ,) onV, so dass (v1,v2) = 0: erweitere v1,vy zu einer Basis v1,...,v, von
V', und definiere (v;,vj) = ;5. Dieses bestimmt aufgrund von Bilinearitaet (bzw. Sesquilinearitaet) ein
IP mit der geforderten Figenschaft.

15.5. Das orthogonale Komplement. Essei K = R oder C und (V,({ , ,)) ein IP Raum. Wir wer-
den nun beweisen, dass man jedem Unterraum von V einen eindeutig bestimmten Komplementaerraum
zuordnen kann.

Definition 15.5.1. Es sei ) # S C eine Untermenge. Wir definieren das orthogonale Komplement von
S als

St={veV: (vs)=0 VsecS}

Wenn S = {v}, dann schreiben wir vt fuer {v}+.
Bemerkung 15.5.2. Es gilt 0 =V und V+ = {0y }.
Lemma 15.5.3. Es seien § # S C V. Dann gilt

(1) S+ ist ein Unterraum von V';

(2) es gilt entweder SN S+ =0 oder SN S+ = {0y};
(3) wenn T CV so dass S C T, dann gilt T+ C S*;
(4) es gilt (LH(S))" = §+;

(5) es gilt S C (S+)*.

Proof. (1) Ueberpruefe die Axiome.
(2) Nimm an, dass S NS+ # (); es sei v € SN S+, Dann gilt

(v,v) =0 = ©v=0y.
(3) Uebung.
(4) Da S C LH(S), folgt von (3), dass LH(S)* C S*. Es sei nun v € S+, das heisst
(s,v) =0 VseS.

Wenn w € LH(S), dann gibt es s1,...,8, € S und a1, ...,a, € K so dass

n
W=0a18 + - +a,s, = (w,v)zZai<si,v>:O,
=1

und daher v € LH(S)*.
(5) Es sei s € S. Dann gilt (aufgrund der Definition von S+), dass (s,v) = 0 fuer alle v € S+, und
daher s € (S+)+. O
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Theorem 15.5.4. Es sei (V,{ , ) ein IP Raum (moeglicherweise unendlich-dimensional), und es
sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dann gilt V. =U @ UL,

Proof. Lemma [15.5.3| zeigt, dass U N UL = {0y }; es ist daher ausreichend zu zeigen, dass U + U+ = V.

Es sei » = dim U, und es sei uq,...,u, eine orthonormale Basis von U - diese existiert aufgrund von
Theorem [15.4.4] Definiere die Projektion
pry: V—=U,

V= <'U,U1>U1 + -+ <Uau7“>u7‘-
Dann gilt
v =pry(v) + (v = pry (v)).
Behauptung: (v — pr(v)) € U*L.
Beweis der Behauptung: es ist ausreichend zu zeigen, dass
(v—pry),u;) =0 VI<i<r.
Wir rechnen:

(v =pry(v),wi) = (v = (v, u)ur + - + (v, ur)uy), ui)

T

= <'U’ui> - Z<U’ uj><uja ul>

j=1

= (v,u;) — (v, u;)

=0,
da (uj,u;) =0 for all i # j. O
Bemerkung 15.5.5. Es gilt

pry =pry, +---+pr,, .

Bemerkung 15.5.6. Wenn V endlich-dimensional ist, dann ist U+ ein Komplement von U. Mit
anderen Worten, in inneren Produkt Raeumen hat jeder Unterraum ein kanonisches Komplement.

Beispiel 15.5.7. Wir betrachten R?® mit dem Standard IP. Es sei U = {x; + 79 — 23 = 0}. Dann ist

1 0 w1
up = | 0] und ug = [ 1] eine Basis von U. Wir berechnen U+: wenn w = | we | € UL, dann gilt
1 1 w3

(w,u;) = 0 fuer i = 1,2, das heisst

w;+w3 =0 und ws +w3z=0

= W] = Wy = —W3
1

= U+t=LH|[ 1
-1

Beispiel 15.5.8. Es sei V der R-Vektorraum aller Polynome vom Grad < 3 mit dem inneren Produkt aus
Beispiel und es sei U der Unterraum aller Polynome from Grad < 1. Dann ist dim U+ = 2. Um U+
zu bestimmen, waehle eine Basis von U, z.B. fo(z) = 1 und fi(x) = . Wenn g(x) = a+bz+ca®+da3 €
U+, dann gilt
<g7f0>:O und <gaf1>

Explizit gibt das Relationen zwischen den Koeflizienten, aus denen wir eine Basis go, g3 bestimmen
koennen (Uebung). Um eine orthonormale Basis von UL zu bestimmen, wende das Gram-Schmidt
Verfahren auf g9, g3 an (Uebung).

Wir koennen jetzt die Projektion auf einen Unterraum definieren:

Definition 15.5.9. Es sei (V,( , )) ein IP Raum (moeglicherweise unendlich-dimensional), und es
sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dank Theorem [15.5.7] kann jeder Vektor v € V' eindeutig
geschrieben werden als

v=u+w mit u € U und w € U™*.

Definiere die orthogonale Projektion von v als pry (v) = u.

Bemerkung 15.5.10. Fuer alle uw € U gilt pry(u) = u.
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Lemma 15.5.11. (1) pry ist eine lineare Abbildung.

(2) ker(pry) = U und im(pry) = UL,

(3) Fuer allev € V gilt v — pry(v) € UL,

(4) Wenn us,...,u, eine orthonormale Basis von U ist, dann ist pry = pry.
Proof. (1) - (3) sind eine Uebung.

Es sei uq,...u, eine orthonormale Basis von U. Dann gilt v = x + w mit
= (v,u)us + -+ (v, u)u, €U und w € UL,
Dann gilt
pry(v) = 2 = (v, ur)uy + -+ - + (v, up)ur = pr,, (v) + -+~ + pr,, (v) = pr(v)

Als eine einfache Konsequenz erhalten wir folgendes schoenes Resultat:
Satz 15.5.12. Es sei (V,( , )) ein IP Raum und u <V endlich-dimensional. Dann gilt U = (U+)+.

Proof. Wir wissen bereits von Lemma|15.5.3] dass Y C (U+)"; es reicht daher, die umgekehrte Inklusion
zu zeigen. Es sei v € (U)LY, Da V = U @ U+, gibt es eindeutig bestimmte v € U, v € UL, so dass
v =u+ w. Wir zeigen, dass w = 0y. Da

welUC Ut und wve (U

folgt, dass w —u — v € (U*+)*. Aber w ist ebenfalls ein Element von *, das heisst, w € U+ N (U+)*+ =
{ov}. O

Korollar 15.5.13. Wenn (V,( , )) ein endlich-dimensionaler IP Raum ist und U <V ist ein Un-
terraum, dann gilt

dimV = dimU + dimU~.

15.6. QR Zerlegung. In diesem Kapitel werden wir das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren
dazu benutzen um zu zeigen, dass sich jede reelle oder komplexe (n x n)-Matrix sich in ein Produkt zwei
besonders einfacher Matrizen zerlegen laesst.

Zunaechst definieren wir zwei neue Familien von sehr wichtigen Matrixgruppen.

Definition 15.6.1.

(1) Eine Matric A € Myxn(R) ist orthogonal, wenn die Spaltenvektoren eine orthonormale Basis
von (R™,( , )) bilden; hier ist { , ) das Standard IP. Wir scheiben O(n) fuer die Menge
aller orthogonalen (n x n)-Matrizen.

(2) Fine Matrix B € My, x,(C) ist unitaer, wenn die Spaltenvektoren eine orthonormale Basis von
C™ bilden bezuegich des Standard IP auf C™. Wir scheiben U(n) fuer die Menge aller unitaeren
(n x n)-Matrizen.

2 -2 1
Beispiele 15.6.2. (1) Die Matrizen A = - t und B=1 (1 2 2| sind orthogonal.
AL -l 21 2

i =2

(2) Die Matrix C = 7 (_22. 1

) ist unitaer.

Lemma 15.6.3.

(1) Eine Matriz A € M, x,(R) ist genau dann orthogonal, wenn A=1 = At.
(2) Eine Matriz B € My,+,,(C) ist genau dann unitaer, wenn B~1 = B*.

Proof. Wir beweisen (1); der Beweis fuer (2) ist achnlich. Wir muessen zeigen, dass A'A = 1,,. Schreibe
A= (vy,...,v,) mit v; € R". Dann gilt

(A'A)ij = vivy = (vi,vj) v1i<i,j<n
Doch da die v; eine orthonormale Basis bilden, gilt (v;,v;) = 6;; und daher AtA=1,,. 0

Bemerkung 15.6.4. Insbesondere folgt, dass A € O(n) genau dann, wenn A € O(n), das heisst genau
dann, wenn die Zeilenvektoren von A eine orthonormale Basis von R™ sind. Analog gilt, dass B € U(n)
genau dann, wenn B* € U(n), das heisst genau dann, wenn die Zeilenvektoren von B eine orthonormale
Basis von C" sind.
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Diese Charakterisierungen von Lemma [15.6.3| sind nuetzlich, um zu zeigen, dass O(n) und U(n) eine
Gruppenstruktur unter Matrixmultiplikation haben:

Satz 15.6.5. Die Menge O(n) (bzw. U(n)) ist eine Untergruppe von GL,(R) (bzw. von GL,(C)).

Proof. Wir beweisen den Fall O(n); der Beweis fuer U(n) ist achnlich. Es ist klar, dass 1,, € O(n).
Wenn A~! = A?, dann gilt
(A7)~ = ()7 = (a7,
und daher A= € O(n). Es seien nun A, B € O(n). Dann gilt
(AB)"' =B'A™! = B'A' = (AB)'
und daher AB € O(n). O

Wir koennen nun folgenden Satz beweisen:

Theorem 15.6.6.
(1) Es seiA € GL,(R). Dann gibt es Q@ € O(n) und eine obere Dreiecksmatric R € My« (R), so

dass A = QR.
(2) Es sei A € GL,(C). Dann gibt es @ € U(n) und eine obere Dreiecksmatriz R € M, «,(C), so
dass A = QR.
Proof. Es sei K = R oder C und A € GL,,(K). Schreibe A = (v1,...,v,) mit v; € R". Da A invertierbar
ist, ist vy, ..., v, eine Basis von K". Wir wenden das GS Orthogonalisierungsverfahren auf diese Basis
an und erhalten eine orthonormale Basis wy, ..., w, mit der Eigenschaft, dass
v1 = pry, (v1)
V2 = PTy), (U2) + Pry, (UQ)
Un = Py, (Un) + -+ Pry, (Vn)-
Es sei nun @ = (wy,...,w,) und
(v,w1) {vg,w1) ... (v, wi) ... {(vp,wr)
0 (va,wa) ... (v, wa) ... (vp,ws)
o : : : :
0 0 v v wy) oo (v, wy)
0 0 e 0 : :
0 0 0 cor A{vp, wp).
Dann laesst sich obige FEigenschaft als Matrix-Multiplikation ausdruecken: A = QR. O

Beispiel 15.6.7. Es sei A = <_1 3) mit Spaltenvektoren v, vs. Das GS Verfahren erzeugt die Basis

1 5
56 =)

1 1 1 1

Q- ( v ﬂ) wd m=V3(g 1),
V2o V2

Wir ueberpruefen die Orthogonalitaet von Q: es gilt

1 /=1 1\* /1 0
de=e=—5(1 1) =(0 1)

1 10
Beispiel 15.6.8. Essei A = (1 0 1| mit Spaltenvektoren vy, v, v3. Durch Anwendung des GS
011

w1 =

und daher

Verfahrens erhalten wir eine orthonormale Basis
1 -1

1
——1 1 w——1 1 w3 =—=1[ 1
wy = , = — , =
! \/é 0 2 \/6 2 3 \/g 1
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Daher gilt

1 1 1
2 oV§ s
Q= (wi, w2, w3) = | 5 v
0 %
und
2 11
V22 V2
R=]0 =2 L
V6 V6|
o })
3

Tatsaechlich laesst sich die QR Zerlegung auf alle M,, ., (K )-Matrizen verallgemeinern:
Theorem 15.6.9. Es sei A € My,,yn(K) und r = 1k(A). Dann gibt es Matrizen

O(n) wenn k=R
QE{U(n) wenn k =C

C x

und R = (O 0

> € Myxn(K) mit C € M« (K) eine obere Dreiecksmatriz, so dass A = QR.

Proof. Uebung fuer die Enthusiasten. O

Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung von Philipp Steiner:

Satz 15.6.10. Es seiA € GL,(R). Dann gibt es eindeutig bestimmte Q € O(n) und eine obere Dreiecks-
matrix R € My« (R) mit positive Elementen entlang der Diagonalen, so dass A = QR.

Proof. Nimm an, dass es zwei solcher Zerlegungen gibt:

A=Q1R1 = Q2R

Dann folgt, dass Q4Q1 = RgRl_l. Das sowohl die orthogonalen Matrizen als auch die oberen Dreiecksma-
trizen eine Untergruppe von GL,(R) bilden, ist die Matrix Q = Q5Q; eine orthogonale Dreiecksmatrix
mit positiven Elementen entlang der Diagonalen. Aber die einzige Matriz mit einer solchen Eigenschaft
ist 1,,. Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt. ]

15.7. Dualraeume von Inneren Produkt Raeumen. Es sei (V,( , )) ein endlich-dimensionaler
IP Raum ueber K. In diesem Kapital werden wir zeigen, dass der Dualraum

V* = Homg (V, K)

sich mit Hilfe des inneren Produkts beschreiben laesst. Insbesondere gibt es eine kanonische bijektive
Abbildung V = V*.

Definition 15.7.1. Es sei u € V. Definiere die Abbildung
ou: V=K, v (v,u).

Lemma 15.7.2. Fuer alle u € V gilt o, € V*; mit anderen Worten, die Abbildung ¢, : V — K ist
linear.

Proof. Klar, da das innere Produkt linear in the ersten Variable ist. (]

Theorem 15.7.3 (Darstellungssatz von Riesz). Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K, und es sei
@ € V*. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Element u € V', so dass ¢ = p,; mit anderen Worten,

o(v) = (v,u) YvelV.

Proof. Nimm an, dass K = C; der Beweis fuer K = R ist aehnlich.
Es sei eq, ..., e, eine orthonormale Basis von V. Dann gilt fuer v € V', dass

n
v= Z(uei)ei.
i=1
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Es sei nun ¢ € V*. Dann gilt

= <v, > (e
i=1
Esseiu=) ", ¢(e;) e; € V. Dann gilt p(v) = (v,u) fuer alle v € V, und daher ¢ = ¢,,.
Nimm an, dass @, = @, fuer u,w € V. Dann gilt
(v,u)y = (v,w) YweV = u=w

aufgrund von Lemma 15.2.9 (3). O

Bemerkung 15.7.4. Theorem [15.7.3 zeigt, dass die Abbildung
OV oV, um gy
bijektiv ist. Wenn K =R, dann ist ® eine lineare Abbildung, da
(~yau+ pw) = a - {~u) + 8- (~,w) Va,B8 € R, u,w € V.
Wenn aber K = C, dann ist die Abbildung ® : V — V* bijektiv und anti-linear:
(~yau+ Bw) =a- (~u) + B - (~,w) Va,B € C, u,w e V.

Beispiel 15.7.5. Es sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [-1,1] — R mit dem inneren
Produkt aus Beispiel [I5.2.5lund U < V der Unterraum aller Polynome vom Grad < 2. Definiere

p:U—=R, f(z)— /_1 f (@) cos(mt) dt.

Dann ist ¢ € V*; laut Theorem [15.7.3| gibt es also ein Element u(z) € U, so dass o(f(x)) = (f,u)
Vf(z) € U. Der Beweis von dem Theorem sagt uns, wie wir dieses Element u(x) konstruieren koennen.
Wir bestimmen zunaechst eine orthonormals Basis von U mit Hilfe des GS Verfahrens; ein Beispiel ist

go = 2791 \/>33 g2 =1/ P (z . Dann ist

_ B (a1
T og2 3)°

Die Abbildung ® gibt uns auch die Moeglichkeit, eine Beziehung zwischen Strukturen des Dualraums
V* und Strukturen von V Herzustellen. Ein Beispiel ist die Beziehung zwischen dem Annihilator und
dem orthogonalen Komplement eines Unterraums:

Satz 15.7.6. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K, und es sei U < V. Dann ist ®(U+) < V* der
Annihilator von U.

4TDas erklaert, warum sowohl der Annihilator als auch das orthogonale Komplement mit U~ bezeichnet werden.
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Proof. Schreibe Ann(U) fuer den Annihilator von U. Laut Definition gilt
welUt & (uw)=0 YuecU
& dp(u)=0 YuelU
< U <ker(py)
& @u € Amn(U).
Da dank Theorem[I5.7.3]jedes Element in V* von der Form ¢,, fuer ein w € V ist, folgt das Resultat. O

15.8. Dia adjungierte Abbildung. Es seien (V,{ , )v) und (W,{( , )w) IP Raeume ueber K,
und es sei T': V' — W eine lineare Abbildung.

Definition 15.8.1. Die adjungierte Abbildung T von T ist die Abbildung T* : W — V, fuer die gilt
(54) (Tv,wyw = (v, T*w)y YveV,weW.
Bemerkung 15.8.2. FEs ist nicht klar, dass T* ueberhaupt existiert!
Satz 15.8.3. Die adjungierte Abbildung T™ ist wohl-definiert und linear@
Proof. Es sei w € W, und betrachte die Linearform \,, € V* gegeben durch
Aw(0) = (T, w)w.
Dann existiert laut Theorem ein eindeutig bestimmtes Element v € V', so dass
Aw(v) = (v,0")y VveV
& (Tv,w)w = (v,0)y YoeV.

Definire T*(w) = v'. Mir muessen nun zeigen, dass T eine lineare Abbildung ist.
Es seien wi,wy € W, wir zeigen zunaechst, dass

T*(wl,wg) = T*w; + T ws.
Da die adjungierte Abbildung durch vollstaending bestimmt ist, reicht es zu zeigen, dass
(v, T" (w1 +w2))v = (v, T w1 + T we)y Vv eV.

Doch
(v, T* (w1 + wa)Yy = (Tv, w1 +wa)w
= (Tv,w1)w + (Tv, wa)w
= (v, T"w1)v + (v, T wa)y
= (v, T"w; + T ws)v,
was zu beweisen war. ]

Bemerkung 15.8.4.
(1) Es gilt (idy)* = idy.
(2) Es gilt

(w, Tv)yw = (Tv,w)w = (v, T*w)y = (T w,v)y
und daher (T*)* =T.

Beispiel 15.8.5. Wir betrachten C™ als einen IP Raum mit dem Standard IP. Es sei A = (21Z ! ;r ! ;)
und T4 : C* — C? die induzierte Abbildung. Was ist die Darstellungsmatrix von T’ bezueglich der Stan-
dardbasen?
Es gilt
(Taz,y)c: = (A2)'g = ' A = 2" Ay = o' Ay = (2, Thy)cs.
Wir werden spaeter sehen, dass sich dieses Beispiel verallgemeinern laesst.

Die adjungierte Abbildung haengt eng mit der dualen Abbildung zusammen. Wir erinnern uns: die
duale Abbildung W* — V* ist definiert durch £+ £o T fuer £ € W*.

48Dje adjungierte Abbildung ist durch Gleichung vollstaendig bestimmt! Mit anderen Worten, wenn wir etwas
ueber die adjungierte Abbildung beweisen wollen, benutzen wir diese Gleichung.
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Satz 15.8.6. Schreibe T3, : W* — V™ fuer die duale Abbildung. Dann gilt
T = &' o Thuu © Pw,
wobei ®y : V — V* und Oy : W — W™ die bijektiven Abbildungen aus Theorem sind.

Proof. Es reicht aus zu zeigen, dass folgendes Diagram kommutiert:

T*
w Vv
Dy oy
w* - v
Tdual
Aber das folgt direkt von der Definition der adjungierten Abbildung. O
Bemerkung 15.8.7. Satz erlaubt uns, T* und T}, kanonisch zu identifizieren. Das erklaert,

warum beide mit T* bezeichnet werden. Zusammenfassend gilt fuer IP Raeume: wir identifizieren

o den Dualraum V* mit V;
o den Annihilator eines Unterraums U <V mit UJ-;
e die Duale Abbildung T : W* — V* mit der adjungierten Abbildung T* : W — V.

Lemma 15.8.8. Es seien V,W,U IP Raeume ueber K € {R,C}, und es seien
S,T:V — W, R: W —U
lineare Abbidlungen. Dann gilt
(1) (S+T) =85*+T%
(2) (ANT)* = X-T* fuer alle A € K;
(3) (T*) =T;
(4) (RoT)" =T+ o R".
Proof. (1) Es sei w € W. Dann gilt Vv € V
(v,(S+T)Yw)yy ={((S+T)v,wyw
= (Sv,w)w + (Tv, w)w
(v, S*wW)y + (v, T*w)y
= (v, (8" + T )w)v
und daher (S +T)*w = (S*+T*)w Vw € W.
(2) Uebung.
(3) Es sei w € W. Dann gilt fuer alle v € V
(T*) v, wyw = (v, T"w)y = (Tv, w)w
und daher (T*)* =T.
(4) Uebung. O

Lemma 15.8.9. Es seien (V,{ , )v)und (W,{ , )w) IP Racume ueber K, und es sei T : V — W
linear.

o ker(T*) = im(T)* und ker(T) = im(T*)*;

o im(7T*) = (ker T)* und im(T) = ker(T*)>.
(Vergl. Satz 6.4.6)
Proof. (1) Es sei w € W. Dann gilt

weker(T*) & Tr'w=0

& (0T'w)y =0 YveV
& (Tv,w)yw =0 YveV
& weim(T)*h.

Wir erhalten die zweite Aussage, indem wir die erste auf 7% anwenden.
(2) Wenden Sie die Operation (~)* auf die Gleichunge in (1) an.
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15.9. Die Abbildungsmatrix der adjungierten Abbildung. Wir wollen nun Beispiel verall-

gemeinern. Genauer wollen wir zeigen, dass die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung zwischen

zwei IP Raeumen durch die adjunkte Matrix gegeben ist, wenn die gewaehlten Basen orthonormal sind.
Wir beginnen mit folgender Beobachtung:

Lemma 15.9.1. Es seien (V,{ , )v)und (W,{ , )w) IP Racume ueber K, und es sei T : V — W
linear. Es seien B = (v1,...,v,), bzw. C = (wy,...,wy) orthonormale Basen von V, bzw. W, und es
sei A = (a;5) die Abbildungsmatriz von T'. Dann gilt

aﬂ = <T’Uz', ’LUj>W.

Proof. Per Definition ist die ite Spalte von A gegeben durch die Koeffizienten von T'v; als Linearkombi-
nation der Basis C, mit anderen Worten,

Tv; = ayywi + -+ + QW

Doch da C orthonormal ist, erhalten wir a;; = (Tv;, w;)w. O

Satz 15.9.2. Es seien (V,{ , )v) und (W,{ , )w) IP Raeume ueber K, und es seiT : V — W
linear. Es seien B = (vi,...,vy), bzw. C = (wy,...,wy) orthonormale Basen von V', bzw. W. Dann

gilf]
7% = (ITE) = (Im8)"
Proof. Es sei A = (a;;) =[T)5 und B = (b;;) = [T*]§. Wir wollen zeigen, dass
by =a5 Vi,

Nun gilt

O

Korollar 15.9.3. Es sei A € M, ym(K) fuer K =R oder C. Wir betrachten K™ und K™ als IP Raeume
mit dem Standard IP. Dann gilt

(T4)* = T-.

16. SPEKTRALTHEORIE

16.1. Normale Endomorphismen. Wir wollen uns nun mit der Frage beschaeftigen, wie orthonormale
Basen it der Theorie von Eigenvektoren zusammenhaengen.

Definition 16.1.1. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C} und T : V — V eine
lineare Abbildung. Dann ist T orthogonal diagonalisierbar, wenn V eine orthonormale Basis besitzt, die
aus Figenvektoren besteht.

3 1
1 3
dazugehoerige lineare Abbildung. Dann sind die Eigenwerte die Wurzeln des Polynoms

Beispiele 16.1.2. (1) Es sei V = R? mit dem Standard 1P, A = und Ty : V — V die

M—6A+8=0 = MNo=3+1,

das heisst A\; = 2 und A2 = 4. Wir berechnen die Eigenvektoren: v; = <_11> und vy = G) Die

Vektoren vy, vy sind orthogonal, d.h. nach der Normalisierung erhalten wir eine orthonormale
Basis von Eigenvektoren von V.

OWenn K = R, dann ist die komplexe Konjugation die Identitaet und daher die adjunkte Matrix gleich der
transponierten Matrix.
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1 -3
3 1
Dann hat das characteristische Polynom keine reellen Loesungen, d.h. T ist ueber R nicht
diagonalisierbar. Wie ist es ueber C? Die Eigenwerte sind gegeben durch A2 = 1 £ 3¢ mit

(2) Wir betrachten wieder V' = R? mit dem Standard IP und T : V — V mit B =

dazugehoerigen Eigenvektoren w; = _11 und we = (1) Diese Vektoren sind orthogonal
bezueglich des Standard IP auf C", das heisst, T ist orthogonal diagonalisierbar.
Lemma 16.1.3. Wenn T orthogonal diagonalisierbar ist, dann gilt ToT* =T*oT.

Proof. Es sei B eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von V. Dann ist [T]g diagonal. Aufgrund von
Satz[15.9.2| gilt [T*]8 = ([T]5)*, und diese Matrix ist ebenfalls diagonal. Doch alle diagonalen Matrizen
kommutieren, das heisst

[ToT*)g = [T [T = [T"1& - [T)5 = [I" o T3

und daher (aufgrund von Bemerkung 4.4.4) gilt T o T* =T* o T. O
Beispiel 16.1.4. Essei B = } _42 . Wir haben in Beispiel 12.1.3 (2) gesehen, dass B diagonalisierbar

ist. Allerdings ist Tz nicht orthogonal diagonalisierbar, da

. (5 T 2 2\ _ .
BB_(? 17)#(2 20>_BB'

(Wir haetten auch durch explizite Berechnung der Eigenvektoren ueberpruefen koennen, dass die Vek-
toren nicht orthonormal sind.)

Endomorphismen mit der Eigenschaft von Lemma [16.1.3] sind sehr wichtig; wir machen deshalb fol-
gende Definition:

Definition 16.1.5. Es sei (V,( , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}. FEine lineare Abbildung
T:V — V ist normal, wenn

ToT*"=T"oT.
Eine Matriz A € My,x,(K) ist normal, wenn A - A* = A* - A.

Bemerkung 16.1.6.

(1) Jede orthogonale oder unitaere Matriz ist normal.

(2) Die Matriz A = (z i ist nicht normal.

(8) Wir haben in Lemma gezeigt, dass jeder orthonormal diagonalisierbare Endomorphismus
normal ist. Gilt die Umkehrung? Die Antwort ist nein: Wir haben in Beispiel [16.1.3 gesehen,
dass Tg ueber R nicht orthogonal diagonalisierbar ist, obwohl eine einfache Rechnung zeigt, dass
BB' = B'*B. Allerdings haben wir gesehen, dass Tg ueber C orthogonal diagonalisierbar ist —

ist der Grundkoerper das einzige Hindernis?

Folgendes Resultat ist ein Spezialfall der Korrespondenz zwischen Endomorphismen und Matrizen
(Bemerkung 4.4.4):

Satz 16.1.7.
(1) WennT :V — V normal ist, dann ist die Abbildungsmatriz [T|5 normal fuer jede orthonormale
Basis B von V.
(2) Wenn A € My xn(K) normal ist, dann ist die Abbildung T4 : K™ — K™ normal bez. des
Standard IPs.

Proof. Einfache Konsequenz von Satz[15.9.2] (Uebung.) O

Wir untersuchen zunaechst, was wir ueber normale Endomorphismen auf IP Raeumen sagen koennen.

. 2i B li . Dann ist A* = —2 , 1 ! , und eine einfache Rech-
1+ 1 ) 11— —i

nung zeigt, dass A (und daher T4) normal ist. Was koennen wir ueber die Eigenwerte und Eigenvektoren
sagen?

Beispiel 16.1.8. Essei A =

e A hat Eigenwerte \; = 0 und A\ = 3i mit Eigenvektoren v; = (1% Z) und vy = (Z :L11>;
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e A* hat Eigenwerte ;1 = 0 und ps = —3¢ mit Eigenvektoren wy = (1% Z) und wy = (Z j11>.

Was faellt Thnen auf?

Lemma 16.1.9. Es sei (V,( , ) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}, und es sei T : V =V
normal. Dann gilt

(1) |Tv|| = ||T*v|| fuer allev € V;

(2) der Operator T — A1y fuer A € K ist ebenfalls normal;

(8) wenn v ein FEigenvektor von T ist mir Eigenwert \, dann ist v ein FEigenvektor von T* mit
FEigenwert \;

(4) FEs seien vy, vy Eigenvektoren von T mit verschiedenen Eigenwerten. Dann gilt v1 L vo.

Proof. (1) Es gilt

[|[Tv||? = (Tv, Tv) = (v, T*Tv) = (v, TT*v) = (TT*v,v) = (T*v, T*v) = (T*v, T*v) = ||T*v||>.

(2) Explizite Rechnung.
(3) Wenn v ein Eigenvektor von T ist mit Eigenwert lambda, dann gilt (T'— A1y )v = 0. Doch T — A1y
ist normal aufgrund von (2), daher gilt

(T = Ay )of| = [[(T" = ALy) || = 0.
Doch (T — Aly)* = T* — Ay, daher gilt
[(T* = My)v||=0 = (T*=Aly)v=0

und daher T*v = \v.
(4) Es seien \; 2 die Eigenwerte von v1 und v,. Dann gilt

)\1<U1,U2> = <)\1U1,U2> = <TU1,U2> = <U17T*Uz> = <U1,)\72U2> = A2<”1702>7
das heisst (A1 — A2){v1,v2) = 0. Da A1 # Ag, gilt (v1,v2) = 0. O
Wir koennen jetzt die Frage in Bemerkung [16.1.6[ (2) beantworten:

Theorem 16.1.10 (Spektralsatz ueber C). Es sei (V,( , )) ein IP Raum ueber C und T : V. — V
linear. Dann ist T genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn T normal ist.

Proof. Dank Lemma [16.1.3]ist es ausreichend zu zeigen, dass ein normaler Operator ueber C orthogonal
diagonalisierbar ist. Es folgt von Theorem dass es eine Basis C = (ug,...,u,) von V gibt, so
dass [T]¢ in Jordanscher Normalenform ist. Indem wir das Gram-Schmidt Verfahren auf C anwenden,
erhalten wir eine orthonormale Basis B = (vy,...,vy). Da

LH(uq,...,u;) = LH(vq,...,v;) V1<i<n,

ist [T]5 ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix. Schreibe [T]8 = (ai;)1<i j<n; Wir werden zeigen, dass diese
Matrix diagonal ist, d.h. a;; = 0 fuer alle ¢ < j.
Da B orthonormal ist, gilt

n
ITw|? = lan|* und [|T0]]> =) [@5wl® = laas* + ass|* + -+ + |axa >
k=1

Doch T ist normal, und daher |[Tv1|| = ||T*v1]|
= a12:...:a1n:0_
Wir wiederholen nun das Argument fuer ||Tvs||? usw. O

Bemerkung 16.1.11. Die Annahme, dass wir ueber C arbeiten, ist in dem Beweis von Theorem[16.1.10]
nur deshalb wichtig, weil wir dadurch sicher sein koennen, dass eine Jordanbasis existiert.

Korollar 16.1.12. Es sei V' ein eindlich-dimensionaler IP Raum ueber R und T : V. — V' ein normaler
Operator. Wenn V' eine Jordanbasis besitzt, dann ist T orthogonal diagonalisierbar.

Korollar 16.1.13. Es sei A € M« (C) normal. Dann gibt es eine unitaere Matrix U € GLy(C), so
dass UL AU diagonal ist.
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Proof. Dank Satz ist die Abbildung T4 : C™ — C™ orthogonal diagonalisierbar, das heisst, es gibt
eine ON Basis von C" (bezueglich des Standard IPs), die aus Eigenvektoren besteht. Insbesondere ist
[T4]5 diagonal. Um das Resultat zu beweisen, muessen wir daher zeigen, dass die Basiswechselmatrix
U = [idc]§ unitaer isﬂ hier ist £ die Standardbasis von C", die ebenfalls orthonormal ist. Da
id¢. = idcn, folgt von Satz 15.9.2, dass
U* = [idy]5.
Daher gilt
UU* = [iden]§[idv]E = [iden]é = 1,
und aehnlich, dass U*U = 1,,. O

16.2. Spektraltheorie ueber R. Wir haben in Beispiel [16.1.2] (2) gesehen, dass nicht jeder normale
Operator ueber einem reellen IP Raum orthogonal diagonalisierbar ist. Koennen wir ein Kriterium
finden, fuer welche normalen Operatoren die Implikation wahr ist?

Lemma 16.2.1. Es sei V ein IP Raum ueber R und T : V. — V orthogonal diagonalisierbar. Dann gilt
T =T.

Proof. Es sei B eine orthonormale Basis von Eigenvektoren, d.h. [T]% ist diagonal und daher [T]8 =
([T]g)t. Doch dann gilt
* ¢ t
5 = (5 = (018)" = (18
und daher T* =T O

Definition 16.2.2. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}. FEine lineare Abbildung
T :V — V ist selbst-adjungiert, wenn
T=T"
Eine Matriz A € My x,(K) ist selbstadjungiert, wenn A* = Aﬂ
Folgendes Resultat ist das Analogon von Satz fuer selbstadjungierte Matrizen:

Satz 16.2.3.

(1) Wenn T : V. — V selbst-adjungiert ist, dann ist die Abbildungsmatriz [T]%5 selbstadjungiert fuer
jede orthonormale Basis B von V.

(2) Wenn A € Mpxn(K) selbst-adjungiert ist, dann ist die Abbildung T4 : K™ — K™ selbst-
adjungiert bez. des Standard IPs.

Proof. Uebung. O
Bemerkung 16.2.4. Jede selbstadjungierte lineare Abbildung T : V — V ist normal.

Beispiele 16.2.5. (1) Essei A = <? ;) Dann sind die Eigenwerte 3 und 1.
-1 1

(2) Essei B= ( ) Dann sind die Eigenwerte —2 und 0.

1 -1
. 3 2 . -
(3) Essei C = 5 3] Dann sind die Eigenwerte 5 und 1.
Was faellt auf?
Satz 16.2.6. Es sei (V,( , ,)) ein endlich-dimensionaler IP Raum ueber K, und es sei T : V — V

ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gilt
(1) Die Figenwerte von T sind reell.
(2) Das charakteristische Polynom xr(x) zerfaellt ueber K in Linearfaktoren.

Proof. (1) Es sei A € K ein Eigenwert mit Eigenvektor v. Da jeder selbstadjungierte Operator normal
ist, ist laut Lemma [16.1.9| v ein Eigenvektor von 7™ mit Eigenwert A. Daher gilt

v ="Tv=T%= N\
und daher A = X\, d.h. A € R.

50Djeses Resultat gilt ganz allgemein fuer die Basiswechselmatrix zwischen zwei orthonormalen Basen.
51Wenn K = C, dann ist selbstadjungiert das Gleiche wie hermitesch; wenn K = R, dann ist selbstadjungiert das
Gleiche wie symmetrisch.
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(2) Nimm an, dass K = R. Es sei B eine orthonormale Basis von V und A = [T18 € M,,«,(R), so
dass xr(x) = xa(z). Es folgt von Satz|16.2.3| (1), dass A selbstadjungiert istﬁ

Da wir Tensorprodukte noch nicht kennen, behelfen wir uns mit einem Trick. Betrachte den Vektor-
raum C" mit dem Standard IP und die lineare Abbildung T4 : C® — C"; per Definition gilt [T4]é = A4,
wobei £ die Standard Basis von C" ist. Dann gilt x4(z) = x7,(x), und es folgt von dem fundamentalen
Satz der Algebra, dass das Polynom xr,(x) € C[z] in Linearfaktorn zerfaellt:

(55) xra (@) = [ — =),

i=1

wobei Aq, ..., \, die Eigenwerte von T4 sind.
Nun folgt von Satz[16.2.3| (2), dass T4 selbstadjungiert ist, und daher gilt Ay,..., A, € R, das heisst,
Gleichung gilt ueber R. O

Als einfache Konsequenz erhalten wir folgendes Theorem:

Theorem 16.2.7. Essei (V,( , ,)) ein endlich-dimensionaler IP Raum ueber R, und es seiT : V —
V linear. Dann ist T genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn T selbst-adjungiert ist.

Proof. Da das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfaellt, folgt das Resultat mit dem gleichen
Argument wie in dem Beweis von Theorem [16.1.10 O

Dadurch, dass wir dieses Theorem mit Hilfe von Matrizen ausdruecken, erhalten wir (vergl. Korollar

16.1.13)

Korollar 16.2.8. Wenn A € M,,«»(R) selbstadjungiert (d.h. symmetrisch) ist, dann gibt es eine or-
thogonale Matriz O € GL,(R), so dass O'AO diagonal ist.

Proof. Uebung. O

17. INTERLUDE: KOMPLEXIFIZIERUNG VON REELLEN VEKTORRAEUMEN

17.1. The aeussere direkte Summe zweier Vektorraeume. Es sei V' ein Vektorraum ueber K,
uns es seien U, W Unterraeume mit U NV = {0y }. Wir haben bereits gesehen, dass wir einen neuen
Vektorraum U @ W von V bilden koennen, dessem Dimension gleich dim U +dim W ist. Die definierende
Eigenschaft von U @ W ist, dass sich jeder Vektor v € U @ W eindeutig als Summe v = v + w mit
u € U und w € W schreiben laesst. Mit anderen Worten, wir koennen v mit dem geordneten Paar (u, w)
identifizieren. Diese Idee wollen wir abstrahieren.

Definition 17.1.1. Es seien V,W Vektorraeume ueber K. Wir definieren die aeussere direkte Summﬂ
VW von V und W wie folgt: die Vektoren sind die geordneten Paare (v,w) mitv € V und w € W.
Mit den Operationen

(v1,w1) + (v2, w2) = (v1 + V2, w1 + wa)
a.(v,w) = (o, aw)
erhaelt V@ W die Struktur eines K -Vektorraums.
Beispiele 17.1.2.

(1) Wir betrachten R als einen 1-dimensionalen Vektorraum ueber sich selber. Dann ist R @ R
die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit z,y € R. Die Abbildung (z,y) — (g) ist ein

kanonischer Isomorphismus R @ R — R2.

(2) Essei V ein Vektorraum und U, W < V mit UNW = {0y }. Dann ist die aussere direkte Summer
von U und W isomorph zu der direkten Summe von U und W als ein Unterraum von V'; der
Isomorphismus ist gegeben durch (u,w) — u + w.

52Was wir gerne machen wuerden, ist, den reellen Vektorraum V zu einem Vektorraum V' ueber C und T zu einem
Endomorphismus 77 : V! — V'’ zu ‘erweitern’. Wenn wir dieses in einer Art und Weise tun koennten, ohne dass sich
das charakteristische Polynom von T aendert, dann koennten wir Theorem und Teil (1) dieses Satz anwenden.
Eine solche ‘Erweiterung’ von V und T gibt es tatsaechlich: V'’ ist das Tensorprodukt von V ueber R mit C, geschrieben
V' =V ®@g C. Koennen Sie erraten, wie V/ und T” definiert sind?

53Das Adjektiv aeussere bezieht sich darauf, dass a priori V und W keine Unterraesume eines gemeinsamen Vektorraums
sind.
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Bemerkung 17.1.3. Wenn vy,...,v, eine Basis von V ist und wq, ..., w,, eine Basis von W, dann ist
(v1,0W), + (U, Ow ), (Ov, w1 ), oo, ((Ov, W)
eine Basis von V ® W : die Dimension von V& W ist n +m.

Lemma 17.1.4. SowohlV als auch W sind Unterraeume von V& W, durch Abbildungen auf die erste
bzw. zweite Komponente.

18. ISOMETRIEN

18.1. Definition und erste Eigenschaften. Wir wollen uns nun mit einer anderen Klasse von linearen
Abbildungen auf IP Raesumen beschaeftigen, naemlich mit solchen, unter denen sich der Abstand zwischen
zwei Vektoren nicht aendert.

Definition 18.1.1. Es seien (V,{ , )v), (W,{ , )w) IP Raeume ueber K. FEine lineare Abbildung
T:V — W ist eine Isometrie, wenn

(56) [ Tollw = [v]lv
fuer alle v € Vﬂ

Beispiel 18.1.2. Es sei V = R? mit dem Standard IP. Dann sind Rotationen um den Nullvektor und
Relektionen in einer Graden durch Oy lineare Isometrien. Hingegen ist die Verschiebung durch einen
Vektor u (d.h. v — u + v) zwar eine Isometrie, aber fuer u # 0y keine lineare Isometrie. Ein schoenes
Beispiel fuer eine Funktion f : R? — R2, die die Gleichung erfuellt, aber keine Isometrie ist, ist

T
) wenn x > 0
f: (m) — 4
Yy x
wenn z < 0
2

Bemerkung 18.1.3. Es sei T eine lineare Isometrie. Dann ist T injektiv: Wenn Tv = 0, dann gilt
[l = [Tl =0 = v=0y.
Wir koennen eine lineare Isometrie auch mit Hilfe der IPs charakterisieren:
Lemma 18.1.4. FEine lineare Abbildung T : V — W ist genau dann eine Isometrie, wenn
(57) (Tvr, Tva)w = (v1,v2) Yy, vg € V.

Proof. Wir beweisen das Resultat in dem Fall K = R; der komplexe Fall ist aehnlich. Wenn T eine
Isometrie ist, dann gilt (Lemma 15.2.12)

1
{Tvr, Tvz)w = 5 (ITv1 + Tva| = [|Tvr]| = [[Tv2])
1
= 5 ([T (or +v2)|| = [|Tvn[] = [[Tw2])
1
= 5 (lor +vell = [loe|l = [lozll)
= (v1,va)w-
(I
Wir betrachten nun den Fall, dass V = W.
Satz 18.1.5. FEs sei (V,{ , ,)) ein IP Raum und T : V — V linear. Dann sind folgende Aussagen

aequivalent:

(1) T ist eine Isometrie;

(2) es gibt eine ON Basis v1,...,v, von V, so dass Tv1,...,Tv, ebenfalls eine ON Basis ist;
(3) fuer jede ON Basis v1,...,v, ist Tv,...,Tv, ebenfalls eine ON Basis von V;

(4) TT* = idy;

(5) T*T = idy;

54Ganz allgemein ist eine Isometrie zwischen zwei metrischen Raeumen eine Abbildung, die Distanzen bewahrt: das
heisst, f : V — W ist eine Isometrie, wenn ||f(u — v)||y = ||lu — v||w fuer alle u,v € V. Wenn die Abbildung linear ist,
dann ist das aequivalent zu || f(v)|| = ||v|| fuer alle v € V; in diesem Fall spricht man auch von einer linearen Isometrie.
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(6) T* ist eine Isometrie.
Proof. (1) = (2), (3): Es sei v1,...,v, eine ON Basis. Dann gilt aufgrund von Lemma [18.1.4] dass
<TU¢,T’U]‘>V = <’Ui,1)j> = 51']',

das heisst, die Tvq, ..., Tv, sind ebenfalls orthonormal. Da sie die richtige Anzahl von Vektoren haben
und linear unabhaengig sind, sind sie eine Basis.

(3) = (4): fuer alle 1 <i,5 <mn gilt

(vi, v;) = (vs, T"Tvy),

und daher (v,v;) = (v,T*Tv;) fuer alle v € V. Da das IP nicht degeneriert ist, folgt daraus, dass
v; = T*Tv; fuer alle 1 < j <n und daher 77T = 1y.

Die restlichen Implikationen sind eine Uebung. O

Satz [18.1.5] legt nahe, dass lineare Isometrien eng mit orthogonalen und unitaeren Matrizen zusam-
menhaengen:
Satz 18.1.6.

(1) Es sei T : V — V eine lineare Isometrie und B eine ON Basis von V. Dann ist die Abbildungs-

orthogonal wenn K =R
matriz [T ) J .
unitaer wenn K = C

(2) Es sei A € O(n) oder U(n). Dann ist die Abbildung T4 eine lineare Isometrie bezueglich des
Standard IPs auf K™.

Proof. (1) Wenn T eine lineare Isometrie ist, dann gilt Laut Satz|18.1.5| TT* = T*T = idy, das heisst
[TI5IT"]E = 1n.
Doch da B orthonormal ist, gilt [7*]8 = ([T]g)* (Satz , und daher ist [7]8 orthogonal fuer K = R
und unitaer fuer K = C.
(2) ist eine Uebung. O

Beachte 18.1.7.

(1) VA € O(n) gilt det(A) = £1.

(2) VB € U(n) gilt |det(B)| = 1.
Lemma 18.1.8. Die Untermenge

SO(n) = {A € O(n)| det(A) =1} C O(n)

ist eine Untergruppe von O(n); wir nennen sie die speziellen orthogonalen Matrizen. FEbenso ist die
Untermenge

SU(n) ={B € U(n)| det(B) =1}
eine Untergruppe von U(n).

18.2. Klassifikation der Elemente in O(2) und in SO(3). Wir beginnen mit folgenden elementaren
Beobachtungen:

Lemma 18.2.1. FEs sei A € O(n). Wenn X\ ein Eigenwert von A ist, dann gilt A € {£1}.

Proof. Nimm an, dass Av = \v fuer v € R", v # 0y. Wenn (
gilt

, ) das Standard IP auf R™ ist, dann

(v,v) = (Av, Av) = (D, W) = A\?(v,v).
Da v #y folgt, dass A2 = 1. O

Lemma 18.2.2. Es sei v € R? mit ||v|| = 1 (bezueglich der Norm des Standard IPs). Dann gibt es

0 € [0,27), so dass
0= (i)
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(1) Wenn det(A) =1, dann gibt es 0 € [0,27) so dass

A=Ry— <cos€ —sm9> .

sinf  cos@

Die Abbildung Ty : R2 — R? ist die Rotation gegen den Uhrzeigersinn um den Winkel 6.
(2) Wenn det(A) = —1, dann gibt es eine Basis B = (v1,v2) von R?, so dass

[Talg = ((1) 01) :

T4 beschreibt die Reflektion in der Graden £ = LH(v,). Weiterhin gibt es 6 € [0,27), so dass

1 0
im0

Ezxplizit ist die Basis B gegeben durch

() w20

2

Proof. (1) Schreibe A = (u1,us) mit u; € R%. Dann gilt ||ui|| = 1, und es gilt u; = (f:rjgz))) aufgrund

von Lemma Weiterhin gilt ||uz|| = 1 und u; L us. Aber eine einfache Rechnung zeigt, dass
1 i .
C?S(a) _ 1 (o8 (0+2) (- sin(6) -
sin(6) sin (6 + %) cos(0)
) enthaelt genau zwei Elemente mit Norm 1, naemlich
, _ (—sin(0) n _ { sin(f)
U2 = ( cos(6) ) und - Uy = (— cos(0) ) -

cosf) —sinf
sinf  cosf

sin(6)

Aber LH ( cos(6)

Wenn ug = ub, dann ist

a=n=(

1 0
AZRG'(O —1>

und det(A) = —1. In diesem Fall zeigt eine einfache Rechnung, dass

n= (fl) e ()

2

und det(A4) = 1.
Wenn uy = uf, dann ist

Eigenvektoren von A sind mit jeweiligen Eigenwerten +1 und —1. O

Korollar 18.2.4. Es sei V ein 2-dimensionaler Euklidischer Raum und T : V — V eine lineare Isome-
trie. Wenn det(T') = —1, dann ezistiert eine ON Basis B von V, so dass

mE= ().

Proof. Es sei C eine ON Basis von V. Dann ist [7]$ € O(2). Laut Satz [18.1.6] (2) hat [T]$ (und daher
T) Eigenwerte +1, und die normalisierten Eigenvektoren bilden eine ON Basis von V. O

Betrachten wir nun SO(3):

Satz 18.2.5. Es sei A € SO(3). Dann ist 1 ein Eigenwert von A. Weiterhin gibt es eine orthonormale
Basis B = (v1,va,v3) und 6 € [0,27), so dasﬁ

1 Oixe
Tal% = :
[Tals (02><1 Ry )
Weiterhin gilt:

55Geomtrisch gesehen ist T4 Rotation mit Winkel 6 um die Axe LH(v1).
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(1) Wenn —1 ein Figenwert von A ist, dann ist § = © und daher

10 0
[Talg=(0 -1 0
0 0 -1

(2) Wenn —1 kein Eigenwert von A ist, dann ist 0 # 7.

Proof. Das charakteristische Polynom x 4 () € R[z] had Grad 3 und daher mindestens eine reelle Wurzel
A = +1. Es sei v; € R? ein dazugehoeriger Eigenvektor mit [|v1|] = 1. Betrachte das orthogonale
Komplement U = v, so dass R® = LH(v;) @ U. Da A orthogonal ist, gilt T4 (U) C U.

Nun ist (T4)|y : U — U eine lineare Isometrie. Es sei C eine ON Basis von U; dann ist laut Satz
die Abbildungsmatrix [(T4)|¢]S orthogonal, d.h ein Element von O(2). Es sei B = (v1,wy,wz).
Wir unterscheiden nun zwei Faelle:

(1) Falls A = +1, dann ist die Abbildungsmatrix von T4 bezueglich der Basis B gegeben durch

B_( 1 Oix2
[Tals = (02><1 B ) ’

mit det(B) = 1. Es folgt daher von Satz ??, dass 30 € [0, 27), so dass B = Ry.
(2) Falls A = —1, dann gilt
-1 Oixe
TAlg =
[ A]B <02><1 B >

mit det(B) = —1. Laut Korollary [18.2.4] hat (T4)|y Eigenwerte +1 mit Eigenvektoren vq, vs.
Wenn wir vg, v3 normieren, dann ist B’ = (v1, va, v3) eine ON Basis mit

-1
[Ta)5 = 1

18.3. Klassifikation der Elemente in U(2). (von Chengshang Liu)
Satz 18.3.1. Jede unitire Matriz in U(2) besitzt die folgende Form:

a b
beie _dele

wobei a,b € C mit aa + bb = 1 gilt.

Proof. Fir jeder unitdren Matrix A = <
AA* = 12 und A*A = 12

Daraus folgt:

(1) ag +bb =1
(2) ce+dd =1
(3) ac+bd =0
(4) ac+bd =0

Analog fir A*A =1,

N
S QI
ISHEeY|

)(:

Qo
N—
Il
7 N
O =
= O
N—

folgt
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(5) aag+cc=1

(6) bb+dd =1
Aus den Gleichungen (1) und (5) zusammen folgt: bb = c¢ = |b| = |¢|. Und aus den Gleichungen (1)
und (6) folgt: aa = dd = |a| = |d|.
Sei c = z-e? und d = y-€'® mit x,y € C,|z| = |b], |y| = |a|. Es wird mit einer Zahl auf dem Einheitskreis
multipliziert, um den Betrag nicht zu verdndern. Eingesetzt in Gleichung (3) ergibt sich:
a-ze W 4b.geT=0

Da a und b beliebig (unter Voraussetzung der Bedingung aa + bb = 1) gewihlt werden konnen, folgt:
Z=bund § = a sowie e ¥ = —e7® = ¢¢ = —¢¥ Daraus ergibt sich ¢ = b- e’ d = —a- e Zum Schluss
kommen wir auf das Ergebnis:

a b

bei& _ELeie

wobei a,b € C mit aa + bb = 1 gilt. O

19. TENSORPRODUKTE VON VEKTORRAEUMEN

19.1. The aeussere direkte Summe zweier Vektorraeume. Es sei V' ein Vektorraum ueber K,
uns es seien U, W Unterraeume mit U NV = {0y }. Wir haben bereits gesehen, dass wir einen neuen
Vektorraum U @ W von V bilden koennen, dessem Dimension gleich dim U +dim W ist. Die definierende
Eigenschaft von U @& W ist, dass sich jeder Vektor v € U @& W eindeutig als Summe v = u + w mit
u € U und w € W schreiben laesst. Mit anderen Worten, wir koennen v mit dem geordneten Paar (u, w)
identifizieren. Diese Idee wollen wir abstrahieren.

Definition 19.1.1. Es seien V, W Vektorraeume ueber K. Wir definieren die aeussere direkte Summﬂ
VW von V und W wie folgt: die Vektoren sind die geordneten Paare (v,w) mitv € V und w € W.
Mit den Operationen

(v1,w1) + (v2, w2) = (V1 + v2, w1 + W2)
a.(v,w) = (o, aw)
erhaelt V.o W die Struktur eines K -Vektorraums.
Beispiele 19.1.2.
(1) Wir betrachten R als einen 1-dimensionalen Vektorraum ueber sich selber. Dann ist R & R

die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit z,y € R. Die Abbildung (z,y) — (;) ist ein

kanonischer Isomorphismus R @ R — R2.

(2) Essei V ein Vektorraum und U, W < V mit UNW = {0y }. Dann ist die aussere direkte Summer
von U und W isomorph zu der direkten Summe von U und W als ein Unterraum von V'; der
Isomorphismus ist gegeben durch (u,w) — u + w.

Bemerkung 19.1.3. Wenn vy, ..., v, eine Basis von V ist und wy, ..., w,, eine Basis von W, dann ist
(v1,0w), - -« (Vn, 0w ), (Ov,wy),..., ((Ov,wy)

eine Basis von V & W: die Dimension von V & W ist n + m.

Lemma 19.1.4. Die Abbildungen

wy: V-oaVaeW v o0y
tw: W =VoeW w—0ydw
identifizieren V' (bzw. W) mit Unterraeumen von V@& W, das heisst, die Abbildungen vy und tw sind

Injektionen. Weiterhin gult
im(Lv) N lm(Lw) = {OV D Ow},

56Das Adjektiv aeussere bezieht sich darauf, dass a priori V und W keine Unterraeume eines gemeinsamen Vektorraums
sind.
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und die natuerliche Abbildung
DLy VAW — LV(V) S LW(W)

ist ein kanonischer Isomorphismus, d.h. sie identifiziert die aussere direkte Summe von V und W mit
der direkten Summe der Unterraeume vy (V) und vy (W).

19.2. Komplexifizierung. Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir moechten V' zu einem Vektorraum
ueber C ‘erweitern’, das heisst, wir moechten dem Skalarprodukt (a + bi)v fuer a + bi € C, v € V einen
Sinn zuordnen.

Beachte 19.2.1. Was auch immer (a + bi)v sein mayg, es soll die Gleichung (a + bi)v = (a.v) + i(b.v)
erfuellen. Da i.w fuer w € V zunaechst keinen Sinn ergibt, interpretieren wir (a+ bi)v als das geordnete
Paar (a.v,bv) eV V.

Definition 19.2.2. Es sei V ein Vektorraum ueber R. Die Komplexifizierung Vi wvon V ist der C-
Vektorraum V @V mit der Skalarmultiplikatior)

(a+ bi)(u,v) = (a.u — bw,b.u+ a.v).
Bemerkung 19.2.3.

(1) Insbesondere gilt i.(u,v) = ((—v),u).
(2) Wir betrachten V als einen reellen Unterraum von Vg mit Hilfe der Abbildung ¢ : v — (v,0y).

Beispiel 19.2.4. Es sei V = R. Dann ist V¢ die Menge der paar (z,y) € R & R mit
(a + bi).(z,y) = (ax — by, bz + ay).

Da (a + bi)(z + iy) = (ax — by) + i(bx + ay), ist V¢ kanonisch isomorph zu C.

Beispiel 19.2.5. Aehnlich koennen wir zeigen, dass (R™)¢ = C".

Satz 19.2.6. Wenn V = {0}, dann ist Vo = {0}. Wenn V # {0} und B = {v1,...,v,} ist einen Basis
von V, dann ist

Be = {(v1,0v), (v2,0v), ..., (vn, 0v)}
eine C-Basis von V. Insbesondere ist dime Ve = dimg V.
Proof. Bei Definition kann jedes Element in V¢ als eine R-lineare Kombination der Vektoren {(v;,0yv) :
1 <j<n}und {(Oy,v;): 1 <j < n} geschrieben werden. Da
(Ov, Uj) = i.(Uj, Ov),
kann jedes Element von vc als C-lineare Kombination der {(v;,0v) : 1 < j < n} geschrieben werden; sie

sind daher ein Erzeugendensystem. Um zu zeigen, dass die Vektoren lienar unabhaengig sind, nimm an,
dass es Skalare a; +ib; € C fuer 1 < j < n gibt, so dass

(a1 4 ib1)(v1,0v) + - - + (an + iby ) (Un, 0y) = (Oy,0y)
& (av1 + -+ apvp, bivg + - - + byu,) = (0y, 0y ),
mit anderen Worten >_7_; ajv; = Oy und 377, bjv; = Oy. Doch da die {v;} linear unabhaengig ueber
R sind, folgt, dass a; = b; = 0 fuer alle 1 < j < n. O
Bemerkung 19.2.7. FEine R-Basis von V¢ is gegeben durch
{(v1,0v), (v2,0v), ..., (v, ®Ov), (Ov,v1),...,(0v,vn)},
mit anderen Worten dimg Vi = 2n.

Ebenso, wir wir einen reellen Vektorraum komplexifizieren koennen, koennen wir ebenfalls eine lineare
Abbildung zwischen zwei reellen Vektorraeumen komplexifizieren:

Theorem 19.2.8. Es seien V,W reelle Vektorraeume und T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann
gibt es genau eine C-lineare Abbildung Tc : Vo — We, so dass folgendes Diagram kommutiert:

|4 w
L L
Ve We

57Wir koennen ueberpruefen, dass dieses die Axiome eines Vektorraums erfuellt.
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Proof. Definiere T (u,v) = (Tu, Tv). Per Definition ist diese Abbildung R-linear; wir mussen daher nur
zeigen, dass

i.1c(u,v) = Te (i.(u,v)) .

Doch das ist eine einfache Uebung.
Nimm nun an, dass wir eine weitere C-lineare Abbildung Ve — W haben, die die Bedingungen
erfuellt. Dann folgt von der Kommutativitaet des Diagrams, dass S(u,0y) = (Tu, 0y ). Daher gilt

S(u,v) = S(u,0y) + S(0y,v)
= (Tu,0w) + S(i.(v,0v))
= (Tu,0w) + 1.5 (v, 0y)
= (Tu,0w) + i.(Tv, Ow)
= (Tu,0w) + (O, T)
= (Tu,Tv)
= Tc(u,v).

O

Lemma 19.2.9. Es seien V,W reelle Vektorraeume mit Basen B und C und T : V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist

[Teles = [T18.

Insbesondere gilt xr(z) = x1.().
Beispiel 19.2.10. Es sei V =R", A € M, (R) und T4 : V — V die assoziierte lineare Abbildung,
die durch linke Multiplikation von Spaltenvektoren in V' mit A gegeben ist. Dann ist (T4)c : C* — C™

ebenfalls die Abbildung, die durch linke Multiplikation von Spaltenvektoren in V¢ mit A gegeben ist.
Mit anderen Worten, wir betrachten A einfach als eine Matrix in M, x,(C).

Bemerkung 19.2.11. Wir werden spaeter sehen, dass die Komplexifizierung eines reellen Vektorraums
ein Spezialfall vom Tensorprodukt ist.

19.3. Vektorraeume ueber einer freien Menge.

Definition 19.3.1. Es sei S eine (endliche oder unendliche) Menge und K ein Koerper. Der von S
erzeugte K -Vekorraum K (S) ist definiert wie folgt:
e Die Elemente von K(S) sind formale Summen
v = Z Qs - S,
ses

wobei nur fuer endlich viele Element ag # 0 ;
o Vektoraddition ist definiert als

Sows+Yars =Y (a8 s
ses ses ses

o Skalar Multiplikation ist definiert als

ﬁ<23u6>=2mmos

s€S seS
Bemerkung 19.3.2.

(1) Wenn S endlich ist, dann ist die Dimension von K(S) gleich |S|, und {s € S} ist eine Basis
von K(S).
(2) S kann hier jede beliebeige Menge sein.

Beispiel 19.3.3. Essei S = {1,z,22,...,2"}. Dann ist K(S) = K[z]<F.
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19.4. Konstruktion des Tensorprodukts. Wir koennen nun das Tensorprodukt von zwei endlich-
dimensionalen Vektorraesumen definieren.

Definition 19.4.1. Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraeume ueber K, mit jeweiligen
Basen vy, ...,v, und wi,...,Wy. Es sei S die Menge aller Symbole

S={vi®w;: 1<i<n, 1<j<m}
Wir definieren das Tensoprodukt V QW als den Vektorraum K(S). Mit anderen Worten, die Elemente

von V Qg W sind Linearkombinationen der Form

E Qij - V; Q@ Wy mitaijEK.
1,J

Bemerkung 19.4.2. Es ist offensichtlich von der Definition, dass dimg V @ W = mn.

Bemerkung 19.4.3. Elemente der Form v ® w heissen reine Tensoren. Vorsicht: nicht jedes Element
von Vg W ist ein reiner Tensor! Es ist eine endliche Summe endlicher Tensoren, aber diese Darstellung
ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
Beispiele 19.4.4.
(1) Es gilt K @ x K = K: eine Basis fuer K ist gegeben durch 1 ® 1 (zum Beispiel), und die lineare
Abbildung
K — K®g K, z—z-(1®1)
ist ein Isomorphismus von K-Vektorraeumen.
(2) Essei V ein endlich-diemsnionaler K-Vektorraum. Dann gilt

Ve K=V.
(3) Fuer jeden K-Vektorraum gilt
V @k {0} = {0}.
(4) Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis v1,...,v,. Betrachte C als einen R-
Vektorraum mit Basis 1,4. Dann ist V ®g C ein 2n-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis

1L ...,0, 01,01 ®1,...,v, V1.
Faellt Ihnen etwas auf?
Beachte 19.4.5. Wir koennen eine Abbildung
RXR:VXW >V W

folgendermassen definieren: fuer v =7, a;v; und w = Zj bjw; definieren wir
VR W= Zaibj (v @ wj).
2%}

Was koennen wir ueber diese Abbildung sagen?
(1) ® ist surjektiv;
(2) ® ist bilinear:
e Vv, v9 €V und Vwy,ws € W gilt
(n+)@u=v1w+v:@w und v (w + wy) =10, QW] + v wa;
o fueralleae K,veV undwEnglﬂ
() @w=v® (aw) =a v w.

Die Definition ist entwas unbefriedigend, weil sie von der Wahl von Basen der beiden Vek-
torraecume V' und W abhaengt. Wir werden mit Hilfe des universelle Figenschaft des Tensorproduktes
zeigen, dass die Definition unabhaengig von der Wahl der Basen ist. Wir erinnern uns zunaechst an die
Definition einer bilinearen Abbildung:

Definition 19.4.6. FEs seien V,W, X K-Vektorraeume. FEine Abbildung ® : V- x W — X st bilinear,
wenn folgende Bedingungen erfuellt sind:

(1) ®(avy + Bv2,w) = a® (v, w) + P (ve, w);

58Verg;l. Bemerkung

591ch stelle mir das Tensorsymbol ® als eine Art Sperrre vor, durch die sich nur Elemente von K von der einen auf die
andere Seite schieben lassen, aber keine Vektoren.
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(2) (v, awy + Pwy) = a®(v,wr) + P(v, ws).

Satz 19.4.7. Es seien U, V,W K-Vektorraeume, und vy, ...,v, und wy,...,w, jeweilige Basen von V
und W. Es sei ® : V x W — U eine bilineare Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

¢o: VW —=U,
so dass das folgende Diagram kommutiert:
VxW U
© a
VeWw

Proof. Wir definieren die lineare Abbildung ¢ durch

10) Zcij : (’Ui ® U)j) = Zcijfb(vi &® Uj).
i.j %

Wir pruefen, dass das Diagram kommutiert: da sowohl ® und ¢ o ® bilinear sind, reicht es zu zeigen,
dass

q’(’Ui, U}j) = ‘I)(Ui ® wj).
Doch das ist offensichtlich.

Da eine lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis eindeutig festgelegt ist, ist ¢ eindeutig definiert.
O

Wir koennen nun zeigen, dass Definition [19.4.1| unabhaengig von der Wahl der Basen von V und W
ist.

Lemma 19.4.8. Es sei X ein K-Vektorraum mit einer linearen Abbildung 7:V x W — X, der (statt
V @ W) auch die universelle Figenschaft in Satz erfuellt. Dann ist X kanonisch isomorph zu
VeoWw.

Proof. Wir benutzen zunaechst die universelle Eigenschaft von V' ® W und wenden sie auf U = W an:
dann erhalten wir von Satz [19.4.7] das kommutative Diagram

T

VxW X

® 9

VeWw

Wenn wir hingegen die universelle Eigenschaft von X betrachten und auf U = V ® W anwenden, erhalten
wir ein kommutatives Diagram

VW - vew

X

Insbesondere erhalten wir also Abbildungen

6: VW X und ¢: X 5 VoW
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Ich behaupte, dass ¢ ein Isomorphismus ist, mit ¢~! = ¢. Wir betrachten zunaechst die Abbildung ¢o ¢,
duch die das Diagram

VW -2 vew

VeoWw
kommutiert. Aber die Identitactsabbildung 1y g (statt ¢ o ¢) leasst dieses Diagram ebenfalls kommu-
tieren. Aufgrund der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft folgt daher ¢ o ¢ = 1y gw. Ebenso

zeigen wir, dass ¢ o ¢ = 1x. Das Resultat folgt. O
Als direkte Konsequenz erhalten wir folgenden Satz:
Satz 19.4.9. Die Definition[19.].1] ist unabhaengig von der Wahl der Basen.

Bemerkung 19.4.10. Alternativ kann man V @ W auch folgendermassen definieren: betrachte den
(riesigen) Vektorraum K(V x W). Es sei
{(v1 + v, w) — (v1,w) — (v2,w) : v1,v2 € V,w € W}

U{(v, w1 +wa) — (v,w1) — (v,w2) : v €V, wy,wy € W}

U{(av,w) —a(v,w): a e K,veV,we W}

U{(v,aw) —a(v,w): ac K,veV,we W}
und X = LH(R) < K(V @ W). Definiere V @k W als den Quotientenraum

VerkW=KVeW)/X.

Diese Definition hat den Vorteil, dass man zu keinem Zeitpunkt Basen waehlen muss; allerdings ist sie
zum Rechnen sehr unpraktisch.

(58) R=

Folgende Eigenschaften des Tensorprodukts sind leicht zu ueberpruefen:

Lemma 19.4.11. FEs seien U,V,W endlich-dimensionale K-Vektorraeume. Dann gibt es kanonische
Isomorphismen

(1) U(VeaW)=2UV)W;
) U(VeW)=UV)s (U W).
Proof. Uebung. O
Das Tensorprodukt ist ebenfalls mit linearen Abbildungen kompatibel:

Satz 19.4.12. Es seien V, V', W und W' endlich-dimensionale K - Vektorraeume, und es seien T : V —
V' und S : W — W’ lineare Abbildungen. Dann ezistiert eine eindeutige lineare Abbildung

TRS: VoW =V oW,

so dass

(T®S)(vew)=Tw e S(w) YoeV,weW.
Proof. Es seien vy,...,v, und wy,...,w,, jeweilige Basen von V und W. Wir definieren T'® S durch

(T®S)(vi @wj) =T(v;) ®S(w,).

Alternativ koennen wir auch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts benutzen: definiere die
Bilinearform

P:VXW =V W (v,w) = T(v) ® S(w).
Dann erhalten wir laut Satz[19.4.7] eine Abbildung ¢ : V@ W — V' ® W', so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

)
VW — VoW
® 0

VeoWw
Wir setzen T ® S = f. ([
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Lemma 19.4.13. Es seien T : V. — V und S : W — W lineare Abbildungen. Es gilt Tr(T ® S) =
Tr(T) - Tr(S).

Proof. Uebung. (]
Frage. Koennen Sie det(T' ® S) mit Hilfe von det(T") und det(S) finden?

19.5. Komplexifizierung revisited. Es sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Wir vergle-

ichen zunaechst die Strukturen von V¢ und V ®g C als R-Vektorracume. Es sei vy, ..., v, eine Basis von
V.
Ve | V@rC
dimpg 2n 2n
Basis {(vj,0v), Ov,ve): 1 <jk<n}|{v;®1,v,®i:1<j,k<n}
Einbettung von V ty v (v,0) iv:iv—oel

Satz 19.5.1. Definiere die lineare Abbildung
v Ve = VerC,
(u,v) P u®l+v®i1.

Dann ist vy ein Isomorphismus von reellen Vektorraumen, und wir haben ein kommutatives Diagram

Ve >~ V ®r C.
4%
Proof. Da beide Vektorraeume die gleiche Dimension haben, ist es auseichend zu zeigen, dass vy surjektiv
ist. Doch da obige Basis von V¢ auf die gegebene Basis von V ®g C abgebildet wird, ist dies offensichtlich.
Die Kommutativitaet des Diagramms folgt unmittelbar von den Definitionen der Abbildungen. O

Bemerkung 19.5.2. Wir wissen nun also, dass wir Vo und V@gC als reelle Vektorraeume identifizieren
koennen. Wie ist es mit der komplexen Struktur? A priori ergibt diese Frage gar keinen Sinn, weil wir
auf V @r C gar keine Skalarmultiplikation mit Elementen aus C definiert haben.

Definition 19.5.3. Wir definieren eine C-Skalarmultiplikation auf V @gC wie folgt: es seiv@a € VRrC
und 8 € C. Definierd™)
B-(v®a)=v® (Ba).
Dadurch erhaelt V @gr C die Struktur eines C- Vektormum@.
Bemerkung 19.5.4. Es seiu®14+v®i € VRC und a + bi € C. Dann gil@

(a+b)(u@l+v®i) =alu®l)+alv®i)+u® bi)+ve (bi%)
=a(u®l)+alv®i)+blu®i)—blvel)
=(au—)®1+ (bu+ av) ®i.

Lemma 19.5.5. Es gilt dimc V ®@r C = n. Weiterhin sind die Elemente v1 ® 1,...,v, ® 1 eine C-Basis
von V ®r C[F

Proof. Uebung. O
Satz 19.5.6. Die Abbildung vy : Vo — V ®g C ist ein Isomorphismus von C-Vektorraeumen.

Proof. Folgt unmittelbar von Bemerkung [19.5.4| und Definition 19.2.2. (|

60Jedes Element von V ®g C laesst sich als eine endlich Summe reiner Tensoren ausdruecken; daher erhalten wir eine
C-Skalarmultiplikation auf V' ®g C.

6lyas sich anhand der Axiome leicht ueberpruefen laesst.
62Verg1. mit Definition 19.2.2.

63Verg1. mit Satz 19.2.6.
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Bemerkung 19.5.7. Definition ist ein Beispiel einer viel allgemeineren Konstruktion. FEs sei
V' ein K-Vektorraum und L ein Koerper, der K enthaelt und ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum
istﬂ Dann besitzt V @ L die Struktur eines L-Vektorraums: fuer v@a € V®g L und 8 € L definieren
wir B+ (v®a) =v® (af). Wir nennen diesen L-Vektorraum auch den Basiswechsel nach L von V.

19.6. Tensorprodukte linearer Abbildungen. Das Tensorprodukt ist ebenfalls mit linearen Abbil-
dungen kompatibel:

Satz 19.6.1. Es seien V, V', W und W’ endlich-dimensionale K -Vektorraeume, und es seien T : V —
V' und S : W — W’ lineare Abbildungen. Dann ezistiert eine eindeutige lineare Abbildung

TRKS: VoW =V oW,

so dass

(T®S)(vew)=T() e Sw) YoeV,weW.
Proof. Es seien vq,...,v, und wy,...,w,, jeweilige Basen von V und W. Wir definieren T'® S durch

(T (9 S)(Uz (39 ’lUj) = T(Uz) ® S(wj).

Alternativ koennen wir auch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts benutzen: definiere die
Bilinearform

P:VxWV oW (v,w) = T(v) ® S(w).
Dann erhalten wir laut Satz[19.4.7] eine Abbildung ¢ : V@ W — V' @ W', so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

¢ / !
VxW-—V W
® 0

VeoWw
Wir setzen T ® S = f. O

Beispiel 19.6.2. Essei V =R? und T=T4:V — V und S = Sp : V — V gegeben durch
A= <i Z) und B = <CCL: Zl,)
Was ist die Abbildung T® S: VRV — V ® V? Es sei e, es die Standardbasis von V. Dann ist
B={e1®e1,e1Rez, e2Req, ea®ea}
eine Basis von V ® V. Was die die Abbildungsmatrix von T'® S bezuglich dieser Basis? Wir berechnen
(T®S)(e1®er) =T(e1) ® S(er)
= (ae1 + ces) ® (a’e; + b'es)
=ad' (e ®e1) +ab(e1 @ ez) +a'blea ® er) + b (e2 @ e3)
(T®S)(e1®@er)=...

Die Abbildungsmatrix von T'® S ist gegeben durch

s (a-B b-B
rosg= ("8 b8).

Lemma 19.6.3. Es scien T : V. — V und S : W — W lineare Abbildungen. Es gilt Tr(T ® S) =
Tr(T) - Tr(S).

Proof. Uebung. O
Lemma 19.6.4. Es seien Uy, Us, Vi, Vo, Wy, Ws endlich-dimensionale K -Vektorraeume und
T U, —V, und S;:V;,—W;
lineare Abbildungen. Dann gilt
(S1®8) 0 (T1 @T) = (S10T1) @ (S @ Th).

64Koerper dieser Art werden Sie in der Galois-Theorie und in der algebraischen Zahlentheorie kennenlernen.
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Proof. Es sei u; € U; fuer i = 1,2. Dann gilt
(51 ® 52) o (T1 @ Tp)(u1 ® up) = (51 ® S2)(T1(u1) ® T (uz))
= (5171 (u1)) ® (52T (u2))
=((S10T1) ® (S20T3)) (u1 @ uz).
Da die reinen Tensoren ein Erzeugendensystem von U ® U’ sind, gilt

(S1®82) 0 (Th @ Tp) = (S10T1) ® (S2 @ Tp).

Als einfache Konsequenz erhalten wir folgenden Satz:

Satz 19.6.5. Es scien V, V', W und W’ endlich-dimensionale K - Vektorraeume, und es seien T : V —
V' und S : W — W'Isomorphismen. Dann ist T ® S ein Isomorphismus, und es gilt

(TesS)t=T"1tes"

Bemerkung 19.6.6. Es ist im Allgemeinen nicht moeglich, eine lineare Abbildung o : UV — W
dadurch zu konstruieren, dass man die Werte a(u ® v) aller reinen Tensoren u®@v € U ® V festlegt, da
die Menge aller reinen Tensoren im Allgemeinen nicht linear unabhaengig ist!

Die Determinante von Tensorprodukten. von Andres Lopez

Theorem 19.6.7. Es seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und W ein m-dimensionaler Vektorraum
aber einem Korper K. Sei weiter T € Endg (V') und S € Endg(W). Dann gilt:

det(T ® S) = det(T)™ - det(S)"

Wir wollen zunéchst die Abbildungsmatrix von T ® S bestimmen. Dafiir seien B := (vy,...,v,) und
C := (w1,...,wy,) geordnete Basen von V und W respektive. Sei weiter:
BRC:=(v1 Qwi,..., U1 @ Wy, V2 @ Wiy ...,V ® Wppyy..vyUp @ W, ..., Vp @ W)

eine geordnete Basis von V ® W. Wir fithren folgende Notation ein: fiir 1 <¢ <nund 1 < j < m seien
I 0 Bl € K, sodass:

o'y .., ap
n
T(v;) = Zafi -y und  S(wj) Zﬁ
=1

v By,
Wir bemerken, dass, nach Satz 19.4.11:

(T®S)(v; ®@w;) =T(v;) ® S(wy) <Za . ) Q (Z/BIZ]J wk>
k=1
Z(i . ka))

=1

Schreibe [T15 = (ti;)1<i,j<n, dann folgt, dass man [T ® S]ggg als folgende Blockmatrix schreiben kann:
tia-[S1E .. tin- [SIE
A= [T®S]g§g: .
tn1 - [S1S oo tam - [SIS

Beachte, dass die obige Matrix aus genau n - n Blocken der jeweiligen Grofle m x m besteht. Theorem
ist also ein Spezialfall von folgendem Resultat:

Satz 19.6.8. Es sei 7 = (t;j) € Myxn(K) und B € Myxm(K), und es sei A € Mypnxnm(K) gegeben

durch
t171 -B ... thB

Dann gilt
det(A) = det(7)™ det(B)".

Um diesen Satz zu beweisen, benoetigen wir folgendes Lemma:
134



Lemma 19.6.9. Sei A := (aij)i<ij<n € Mat,xn(K). Dann ezisitert eine zu A spalten-dquivalente
Matriz A, sodass det(A) = det(A) und:

ai1 @12 ... d4in
p 0 a
A— 2,2
0 &n,Q &n n
as i
Proof. Fiir n = 1 folgt die Aussage trivialerweise. Sonst sei v := : € K" ! und betrachte
an,1

)

A1 € M(y—1)x (n—1)(K). Wir unterscheiden zwei Faelle:
(1) Falls Ay invertierbar ist, so ist v € Spalten(A411) und die Aussage folgt direkt.
(2) Andernfalls ist Aq; spalten-dquivalent zu einer Matrix B, sodass die j-te Spalte (1 < j <n—1)
von B genau Ogn-1 ist. Somit ist A spalten-dquivalent zu einer Matrix A, sodass die j+1-te Spalte

ai,j+1
. 0 .
von A von der Form . ist. Wir wenden auf A somit die elementaren Spaltenumformungen

0
S(1,7+1,1),S8( +1,1,—1). Dann hat A die gewiinschte Form. Da die Operation S(ey-y-), wie

bereits bewiesen, die Determinante unverandert lasst, folgt auch

det(A) = det(A)

was das Lemma beweist.

Wir koennen nun Satz[19.6.8] beweisen:

Proof. Wir bestimmen det(A) via starker Induktion tiber n - m.
Der Fall n = m = 1 ist klar. Seien n,m € N und es gelte die Aussage fiir alle k¥ € N mit £ < n - m.
Wir wenden nun also ESUs auf 7 an, sodass die Determinante unveréndert bleibt und wir die folgende

Matrix erhalten:

7§171 t:1,2 ces 7?1771
0 t2,2 ‘e tg)n

A= . . .
0 fna oo tnm

Es folgt, dass det(7) = 1 1 - det(Ay ).

Weiterhin kénnen wir dhnliche ESUs auf A anwenden, um folgende Blockmatrix zu erhalten:

t11-B ti9-B ... t1, B
. Omxm t22-B ... ton-B
A= . . . .

Omxm tn2-B ... tpn-B

Dann ist A also eine Blockmatrix der Form:
. B C
=0 D)
mit D € M((n—1).m)x((n—1)-m)(K). Wir kénnen somit die Induktionshypothese benutzen und schlieen:
det(A) = det(fy1 - B) - det(D) = 7% - det (B) - det(Ay1)™ - det (B)" ' = det(7)™ - det(B)"

was zU zeigen war. O
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19.7. Tensorprodukte und duale Abbildungen.

Theorem 19.7.1. Es seien U,V endlich-dimensionale K -Vektorraeume. Dann existiert genau ein Iso-
morphismus

X: UV - (UV)*
so dass

X(f@g)(u@wv) = flu)g(v)
fuer alle fe U*,geV* undu®@velU®V.
Proof. Wir benutzen die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts: es seien f € U*, g € V*. Definiere

Qs UxV = K, (u,v) = f(u)g(v).
Eine einfache Rechnung zeigt, dass ® bilinear ist. Daher existiert eine lineare Abbildunﬂ
Org:URV = K
so dass
Prg(u®@v) =@ g(u,v) = fu)g(v).

Mit anderen Worten, wir haben eine Abbildung

U: U xV*—= (UV)",

(f,9) = brq-

Dann ist ¥ bilinear: eine einfache Rechnung (Uebung) zeigt, dass

\Il(alfl + anQag) = al\Ij(flvg) + QQ\I](vag)v

und aehnlich fuer die zweite Variable. Wir erhalten daher eine lineare Abbildung
X: UV - UeV)",
so dass
X(f®g)=V(f,9) = s
Behauptung: y ist ein Isomorphismus.
Beweis der Behauptung: es seien B = (uy,...,uy) und C = (v1,...,v,) Basen von U und V. Dann
ist
'DZ{’LLZ‘(X)U]‘: 1<i<m,1<j<n}
eine Basis von U ® V und
{x(uj ®vj):q<i<m,1<j<n}
hat die Eigenschaft, dass
X(ui @ vj)(ur @ ve) = i (ur)vj(ve) = Gk - b0,
das heisst, es ist die duale Basis zu D. Mit anderen Worten, x bildet eine Basis von U* ® V* auf eine

Basis von (U ® V)* ab und ist daher ein Isomorphismus. O

Bemerkung 19.7.2. Alternativ kann man zeigen, dass (U®V)* die universelle Abbildung von U* @ V*
erfuellt. Dieses Argument hat den Vorteil, dass es nicht von einer Wahl von Basen abhaengt.

Mit einem aehnlichen Argument kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 19.7.3. Es seien U,V endlich-dimensionale K -Vektorraeume. Dann existiert genau eine lineare

Abbildung
0:U*®V — Hom(U,V)
mit folgender Eigenschaft: fuer oll f € U* und v € V gilt
O(f ®@v)(u) = f(u) - v.
Diese Abbildung ist ein kanonischer Isomorphismus, das heisst
Hom(U, V)2 U* @ V.

65d.h. ¢r, € (URV)*
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Proof. Wir benutzen wieder die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts: definiere die Abbildung

®:U* xV — Hom(U,V)
folgendermassen: fuer f € U* und v € V ist ®(f,v) : U — V die Abbildung

(f,v)(u) = f(u) - v.

Die Abbildung ist bilinear, und es gibt daher aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
genau eine lineare Abbildung

0:U*®V — Hom(U,V)
mit der Eigenschaft, dass

O(fev)(u)=fu)-v VfeU",veV.
Wir behaupten, dass © ein Isomorphismus ist: es seien B = (uq,...,u,) und C = (vy,...,v,) Basen von
U und V. Dann ist
D={u;®vj:1<i<n,¢g<j<m}
eine Basis von U* ® V. Andererseits folgt von Theorem 6.1.3, dass die Menge
{fij:1<i<n, g<j<m}

mit
vj wenn k =1
ij(uk) = :
fia ) {Ov wenn k # i
eine Basis von Hom(U, V) ist, und es gilt ©(u; ® v;) = f;;. Daher ist © ein Isomorphismus. O

Bemerkung 19.7.4. Satz[19.7.3 kann alternativ ohne Wahl einer Basis folgendermassen bewiesen wer-
den: aufgrund der universellen Figenschaft des Tensorprodukts erhalten wir eine lineare Abbildung

v:U*®V — Hom(U,V).
Wir konstruieren eine inverse Abbildung wie folgt: fuer T € Hom(U,V) sei
Br:- UV =K, (u,f)— (foT)(u).
Wir erhalten also eine lineare Abbildung
B: Hom(U,V) - (U V)", T Br.
Da laut Theorem [19.7.1) (U @ V*)* 2 U* @ V, koennen wir 8 als eine Abbildung
8 : Hom(U,V) - U@V
interpretieren. Fine expliizite Rechnung zeigt, dass B eine inverse Abbildung von -y ist.

Korollar 19.7.5. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gibt es einen kanonischen

Isomorphismus
End(V) =2V V™.

19.8. Darstellung von Tensoren (fuer Physiker).

Bemerkung 19.8.1. FEs seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit jeweiligen Basen vy, ..., v,
und w1, ..., W . Dann kann ein beliebiges Element x € V @ W dargestellt werden als

xr = E Q;iV; @ Wj.
N

Mit anderen Worten, nachdem Sie Basen von V und W festgelegt haben, koennen Sie x als eine Koef-
fizientenmatriz darstellen:
g1 e a1 n

M, =
Qmi1 -+ Qmon
Beispiel 19.8.2. Es sei V = R? mit der Standardbasis e, ez, und es sei € V®? gegeben durch
r=—e31®e+2 Qe —2e®e; — ez ®ea.

Dann koennen wir x durch die Koeffizientenmatrix
-1 2
= (T %)
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In der Physik werden Sie das Konzept eines (p, ¢)-Tensors kennengelernt haben:

Definition 19.8.3. Es sei V ein Vektorraum ueber K, und es seienp,q > 0. Ein (p,q)-Tensor ist ein
Element des Vektormumﬁ Ve @ (V*)®,

Bemerkung 19.8.4. Es sei vy,...,v, eine Basis von V und vf,...,v; die duale Basis von V*. Dann
15t

{Uil®Ui2®"'®vip®v;l®U;2®‘~®U;-‘q . 1§ik,je§n}

eine Basis von VEP @ (V*)®1. Mit anderen Worten, jedes Element v € V®P @ (V*)®4 kann geschrieben
werden als eine Linearkombination

_ D1,enylp ) ) _ x . .
= Z Yj1senrda (’Ull QU @ DU, QU BV, Q-+ @ ’qu) .

tisJe
Die Menge der Elemente
(ai'l,...,if,)
Toda ) 1<ip jo<n
ist das, was die Physiker einen Tensor nennen. Dieser Tensor (d.h. diese Darstellung des Elements x)

haengt aber von der Wahl einer Basis von V ab — solche Definitionen sehen die Mathematiker
sehr ungerne!!

Bemerkung 19.8.5. Wir unterscheiden hier zwischen upper and lower Indices, die anzeigen, ob ein
Element aus V' oder V* beschrieben wird. Auf diese Weise behalten wir den Ueberblick, wie sich der
Tensor aendert, wenn wir einen Basiswechsel von V vornehmen, der ja auch einen Basiwechsel von V*
induziert, allerdings mit verschiedenen Basiswechselmatrizen.

19.9. Das symmetrische und alternierende Produkt. Wir wollen zwei sehr wichtige Unterraeume
von V" definieren, naemlich das symmetrische und das alternierende Produkt.

Bemerkung 19.9.1. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und r > 0. Es sei 0 € S,.
Fuer einen reinen Tensor v @ va @ - - @ v, € VO definieren wz@

(V1 @V ® - ® V) = Vg(1) @ Vg(2) @+ ® Ug(r)-
Dieses induziert eine lineare (bijektive) Abbildung
Ty : VO - Ver,
Definition 19.9.2. Definiere das r-fache symmetrische Produkt von V als
Sym'V={veV® :o(v)=v VYoeS}.
Beispiel 19.9.3. Es sei V = R?, und wir betrachten V®3. Dann sind
r=e®e®e; und y=e;Re;Res+e1Res ey +exRe; eo
ein Element von Sym®V, aber
z=e1Qea®e3t+es®e; Qex+e2@e3 e ¢Sym3(V).
Beachte 19.9.4. Sym"V ist ein Unterraum von V.
Beispiel 19.9.5. Es sei V = R? mit Standardbasis e, e;. Dann sind
(59) e1®er, e1 Qe+ ex®er, e2@ e
linear unabhaengig Elemente in Sym?V. Ist es eine Basis? Es sei
v =ae; @ ey +ber @ ez + cea @ ey +dex @ eg € VO
Dann ist v € Sym?V genau dann, wenn
v=oc(v) fuer das nicht-triviale Element o € S5),
das heisst genau dann, wenn b = ¢. Daher ist eine Basis von Sym?*V.
Das symmetrische Produkt Sym”V laesst sich statt als Unterraum auch als Quotient von V®" definieren.
66Wir definieren V®0 = (V*)®0 = K.

67Vorsicht: die Permutationen vertauschen nicht die Basivektoren von V', sondern Komponenten der reinen Tensoren!
Daher erhalten wir eine Operation von S, auf V®7 unabhaengig von der Dimension von V!
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Definition 19.9.6. Betrachte den Unterraum U < V®" gegeben durch
U=LH{v—0(v): veV®} Ve,
und definiere
SV =Ve®/U.
Satz 19.9.7. Nimm aﬂ dass char(K) = 0. Es sei w: V¥ — S™V die Quotientenabbildung. Dann
gibt die Beschraenkung von m auf Sym"V einen kanonischen Isomorphismus
m: Sym"V = S"V.

Proof. Es ist ausreichend, ein Inverses von 7 zu konstruieren. Es sei [w] € S™V repraesentiert durch ein
Element w € V®". Definierd™)

1
5 (fu)) = 5 Y ofw).
€S,
Dann ist X, wohl-definiert (warum?), und es gilt
Yrom=idsymrv und mo X, =idgry .
O

Beispiel 19.9.8. Es sei V = R* mit Standardbasis e1, es, e3,e4. Betrachte [e1 ®eq ®e3] € S3V. Was
ist X3 ([7“1 X eqs R 63})?

Bemerkung 19.9.9. Der Vektorraum SV besitzt eine universelle Eigenschaft. Welche?

Theorem 19.9.10. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt
dimg Sym"V = ("+T_1).

r

Proof. Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Dann ist ein Element

w = E Qi iy Vip @0 @ V4,
[ZETPP 28

genau dann in Sym” V', wenn

Qiy,oovie = Qo (iy), .. o (in) Vo € S,.
Wir definieren nun eine Aequivalenzrelation auf

X:{Uil ®"'®Uir : 1§i1,...,iT§n}:
es gilt
Viy @ - QUi ~ U, © - QU

genau dann, wenn es ein o € S, gibt , so dass

U’h ® .o ® ’Uir = UO’(jl) ® [P ® UO’(jr)

Die Dimension ist dann die Anzahl der Aequivalenzklassen. Nun hat jede Aequivalenzklasse genau ein
Element v;, ® - -+ ®v;, mit 47 < ig < --- <4,. Mit anderen Worten, die Dimension von Sym"V ist gleich
der Anzahl k aller r-Tupel
{Gir, ... i) 1< iy < -+ <ip <n}.
Wieviele solcher Tupel gibt es? Um diese Frage zu beantworten, benutzen wir die sogenannte stars and
bars Methode aus der Kombinatorik. Wir representieren ein solches r-Tupel durch eine Reihe von r
Sternen
* Kk K Kk xx

und fuegen (n—1) Striche ein, um die Zahlen festzulegen: der erste Strich teilt die Menge der Einsen und
zweien, der zweite die Zweien und Dreien etc. Zum Beispiel, wenn r = 6 und n = 7, dann representiert
| e x| x|
das 6-Tupel
(27 37 47 47 5’ 5’ 7)
und
||| * ||| * *x * *

68Eg ist ausreichend anzunehmen, dass r! in K invertierbar ist.
69Die Funktion X, heisst Symmetrisierung.
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das 6-Tupel
(1,4,7,7,7,7).

Eine solche Reihe von Sternen und Strichen enthaelt als r + n — 1 Elemente, und wir waehlen r (bzw.
n — 1) als Sterne (bzw. Striche) aus. Es gibt daher insgesamt
b= ()

solcher Reihen. O

Beispiel 19.9.11. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und betrachte V®V mit der natuerlichen
Operation von Sy (Vertauschung der Komponenten des Tensorprodukts). Es sei o € Sy das nicht-triviale
Element, und

c:VV-=sVeV
die induzierte lineare Abbildung. Dann gilt

zeSym’V & o(x) =z,

das heisst, wenn x ein Element des (+1)-Eigenraums von o ist. Es folgt von Theorem [19.9.20, dass dieser
Eigenraum Dimension

1
(5 = ynla+1)
hat. Nun gilt 02 = 1, das heisst, &1 sind die einzigen Eigenwerte von o. Was ist der (—1)-Eigenraum?

Definition 19.9.12. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Definiere das r-fache al-
ternierende Produkt von V' als

AWV ={veV® :0(v) =sgn(o)v Voe S}
Beispiel 19.9.13. Es sei VV = R? mti Standardbasis e;, e;. Dann ist
€1 @ ey — €3 Qe € AlG?V;
tatsaechlich ist es eine Basis von Alt?V.
Dieses Beispiel laesst sich folgendermassen verallgemeinern:

Satz 19.9.14. Es sei K ein Koerper mit char(K) # 2, und es sei V' ein n-dimensionaler K - Vektorraum.
Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

V@V = Sym?V & Alt?V,
und AIt*V ist der (—1)-Eigenraum des nicht-trivialen Elements o € Ss.
Proof. Wir beachten zunaechst, dass

Sym?V N Alt?V = {Oyey ).

Es ist daher ausreichend zu zeigen, dass sich jedes Element x € V ® V' als Summe von Elementen in
Sym?V und Alt?V schreiben laesst. Nun gilt

1 1
r= e+ o(@) + 5= o),
und da o? = id, folgt, dass

1 1
i(x +0(z)) € Sym?V  und i(x —o(z)) € Alt?V.

Ebenso wie dass symmetrische Proudukt laesst sich Alt"V auch als Quotient von V®" definieren:
Definition 19.9.15. Betrachte den Unterraum U < V" gegeben durch
U = LH{v —sgn(c)o(v): v € VE} < V&
und definiere
ANV =V®/U.

Bemerkung 19.9.16. Der Vektorraum A"V besitzt ebenfalls eine universelle Eigenschaft. Welche?
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Notation 19.9.17. Schreibe A : V®" — ATV fuer die natuerliche Projektionsabbildung. Fuer einen
reinen Tensor v; ® ...v, € VO schreibe

ANV ® - ®up) =v1 Av Ay
wir nennen es das Wedge-Produkt von vy, ..., v,.
Das Wedge-Produkt hat folgende Eigenschaften:

Lemma 19.9.18. FEs seien vy,...,v, € V.
(1) Es seiw € V. Fuer alle 1 <i <mn gilt

VA ANV F+WAN ANV =V N AN ANV UL A ANWA - AUy
(2) Es sei o € K. Fuer alle1 <i<n gilt
VAN N ANV =01 AN ANV A AUy
(8) Fuer alle i # j gilt
VIA- AN NN ANV = =01 A - ANV A AV A - Aoy,
(4) Wenn v; =vj fuer i # j, dann gilt
v A Av,. =0.

Proof. (1) und (2) folgen direkt von den Eigenschaften des Tensorprodukts. (3) und (4) sind klar, da
jede Transposition Vorzeichen —1 hat. O

Satz 19.9.19. Nimm aﬂ dass char(K) = 0. Die Beschraenkung der Projektionsabbildung auf Alt"V
gibt einen kanonischen Isomorphismus

T ATV 2 ATV

Proof. Es ist ausreichend, eine inverse Abbildung zu konstruieren. Es sei wiA---Aw, € A"V, Deﬁnierﬂ

1
A (W A Awy) = p Z sgn(o)o(w; ® - - ®@ wy).
" o€eS,

Dann ist A, wohl-definiert (Uebung), und es gilt

A, oA =idayrv und A oA, = idary .

O
Theorem 19.9.20. Nimm an, dass char(K) = 0. Es sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann
gilt
dimg A"V = (7).
Proof. Wir berechnen dim A"V. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann ist

{vi, ANo--ANw, t i £ iV £}
ein Erzeugendensystem von A"V'; weiterhin gilt
Vg(iy) N  ANVgiy € LH(v, Ao Awy,) YoeS,.
Daher ist
B=Aviy Ao A, 0 1<idg <ig <.+ <14 <n}

ein Erzeugendensystem von A"V. Weiterhin ist dieses Erzeugendensystem linear unabhaengig, da die
Bilder der Elemente unter A, linear unabhaengig sind. Daher ist dim A"V die Anzahl der Elemente in
B, d.h. gleich (7). O

"0Fs ist ausreichend anzunehmen, dass r! in K invertierbar ist.
"Diese Abbildung heisst Anti-Symmetrisierung.
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Bemerkung 19.9.21. Satz|19.9.1/] zeigt, dass
V@V ~Sym?V ¢ Alt?V.
Wir vergleichen die Dimensionen:

dim Sym*V + dim A’V = ("71) + (%)

1 1
= én(n +1)+ in(n -1

=dimV V.

Korollar 19.9.22. Es sei V n-dimensional. Dann gilt A"V = {0} fuer r > n, und dimg A"V = 1.
Wenn vy ...,v, eine Basis von V ist, dann ist v A\ --- A v, eine Basis von A\"V.

Beispiel 19.9.23. Es sei V = R? mit Basis e;, es, und v = ae; + beg, w = ceq + des. Dann gilt
v Aw = (aey + bea) A (cer + des)
= (ad — bc) e1 A ea.

Um zu zeigen, dass das kein Zufall ist, benutzen wir die charakterisierende Eigenschaft der Determi-
nante:

Theorem 19.9.24. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und es sei vy,...,v, eine Basis von V.
Es sei A= (a;5) € Mpxn(K), und fuer 1 < j <n sei

n
w; = E A5 U;.
i=1

Dann gilt
w1 A Awy, =det(A) v A Avp.
Proof. Definiere die Funktion
A:Myyn(K) = K, A= A(A) v A Avg.
Aufgrund der Eigenschaften des Wedge-Produkts (Lemma|19.9.18)) ist A n-linear und alternierend; weit-
erhin gilt A(1,,) = 1. Es folgt daher von Theorem 8.3.16, dass A = det. O

Bemerkung 19.9.25. Alternativ kann Theorem|(19.9.24 mit Hilfe der universellen Figenschaft von A"V
bewiesen werden (Uebung).

20. SOMMERVORLESUNG: (GALOIS THEORIE

Galois Theorie entstand aus der Frage, ob sich die Loesungen von Polynomen f(z) € Q[z] immer
algebraisch ausdruecken lassen.

Beispiel 20.0.1. Es sei f(z) = 22 +ax+b mit a,b € Q. Dann hat die Gleichung f(z) = 0 die Loesungen

a a\?
T1,2 = 5 + (2) b.
Aehnlich (wesentlich komplizierte) Loesungsformeln gibt es auch fuer kubische und quartische Gleichun-
gen (Cardano, Descartes): sie benutzen lediglich die vier bekannten algebraischen Operationen sowie
Wurzeln hoeheren Grades. Wie ist es mit Gleichungen 5. Grades? Aber wie ist es mit einer allgemeinen
Gleichung 5. Grades? Der Norwegische Mathematiker Abel zeigte anfang des 19. Jahrhunderts, dass es
allgemeine Loesungsformeln fuer Gleichungen 5. Grades , die nur aus den vier Grundoperationen und
Wurzelziehen bestehen, nicht gibt. Allerdings gibt es da bei Gleichungen 5. Grades auf Beispiele, deren
Loesungen sich sehr leicht explizit ausdruecken lassen: fuer 2° — 2 sind die Loesungen gegeben durch

V2,32¢,,V2¢2,V2¢3, V¢t mit ¢ = eF

Fuer 2% — 42 + 2 gibt es hingegen keine explizite Formel fuer die Loesungen. Was ist der Unterschied?

Wir nehmen im folgenden an, dass alle unsere Koerper Q enthalten.
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Definition 20.0.2. Es seien K, L Koerper mit K C L - wir sagen L ist eine Koerpererweiterung von
K[

(1) Ein Element oo € L ist algebraisch ueber K, wenn es ein Polynomial f(x) € Klz] gibt, f # 0,
so dass f(a) = 0. In diesem Fall gibt es ein monisches Polynom kleinsten Grades mit dieser
Eigenschaft’™], das minimale Polynom von « ueber K.

(2) Fuer « algebraisch sei K(a) die kleinste Koerpererweiterung F von K mit K C F C L, der «
enthaelt.

Satz 20.0.3. Der Koerper K(«) existiert, und es ist ein K-Vektorraum der Dimension Of, wobei f(x)
das minimale Polynom von « ueber K ist. Eine K-Basis ist gegeben durch

1,02, .. .,oza(f)fl.

Beispiel 20.0.4. (1) 1,7 ist eine Q-Basis von Q(¢) ueber Q.
(2) Es sei a = v/2. Dann ist 1,a,a?, a® eine Q-Basis von Q(v/2)

Definition 20.0.5. Es sei L/K eine endliche Koerpererweiterung. Ein Polynom f(z) € K[x] wird ueber
K wollstaendig zerlegt, wenn es aq,...,a, € L gibt, so dass

flz) = (@ —ar)---(z - an).

Die kleinste Koerpererweiterung von K, ueber der f(x) wvollstandig zerlegt wird, ist der Zerfaellungsko-

erper von f(x) E

Beispiel 20.0.6. (1) Es sei f(z) = * — 2. Dann ist der Zerfaellungskoerper von f ueber Q der
Koerper L = Q(v/2,1). Es gilt [L : Q] = 8; eine Basis ist gegeben durch

1,32, 927 V2 i i3,y iV
(2) Es sei g(x) = 2* — 1022 + 1. Dann ist der Zerfaellungskoerper gegeben durch F' = Q(v/2,/3);

es gilt [F: Q] = 4.
(3) Der Zerfaellungskoerper L von x% — 4z + 2 ueber Q hat Grad 5! = 120.

Definition 20.0.7. Es sei L/K eine Koerpererweiterung. Ein K-Automorphismus ist ein Koerperiso-
morphismus o : L — L, so dass o(x) = x fuer alle x € K. Wir schreiben Aut(L/K) fuer die Menge
aller K-Automorphismen von L; die bilden eine Gruppe unter Komposition.

Eine endliche Koerpererweiterung L/ K ist Galois, wenn L der Zerleqgungskoerper eines unzerlegbaren
Polynoms f(x) € Klz] ist. In diesem Fall nennen wir Aut(L/K) die Galois Gruppe von L ueber K,
geschrieben Gal(L/K).

Beispiel 20.0.8.
(1) Es sei L = Q(+/2,4). Dann ist die Abbildung 7 : L — L gegeben durch
Tii— —1, V2 V2
ein Q-Automorphismus, und es gilt 72 = id. Auch die Abbildung o gegeben durch
i, V2 V2
ist ein Q-Automorphismus, und es gilt o = id. Weiterhin erzeugen diese beiden Abbildungen

die Gruppe Gal(L/Q); es ist die Dihedrale Gruppe Dg, definiert durch die Relation 707 = o~ 1.
(2) Die Automorphismen von F = Q(v/2,v/3) sind die vier Elemente gegeben durch

V2 £V2, V3 +V3:

Gal(F/Q) ist abelsch der Ordnung 4, von der Form Cy x Cs.
(3) Fuer den Zerfaellungskoerper L von x° — 4z + 2 gilt Gal(L/Q) = S5.

Faellt IThnen etwas auf?

Bemerkung 20.0.9. FEs sei L/K Galois, mit L der Zerfaellungskoerper von f(x) € K[x]. Die Elemente
der Galois Gruppe permutieren die Wurzeln von f(x).

72Dann ist L ein K-Vektorraum; die Dimension ist der Grad von L ueber K, geschrieben [L: K]. L ist eine endliche
Erweiterung von K, wenn [L : K| < oco.
"3Das minimale Polynom ist automatisch unzerlegbar.
"4Koennen Sie ﬁ als Linearkombination dieser Basis ausdruecken?
75Man kann zeigen, dass der Zerfaellungskoerper von f (z) existiert. Der Grad der Erweiterung ist < 9(f)!.
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Theorem 20.0.10. Es sei L/K Galois. Dann ist Gal(L/K) eine endliche Gruppﬂ und es gilt

Gal(L/K)| = [L: K].

Bemerkung 20.0.11. Es sei f(x) € Q[z] unzerlegbar, mit Zerfaellungskoerper L. Dann werden die
Figenschaften der Wurzeln von f(x) von der Struktur von Gal(L/Q) bestimmt! Insbesondere kann man
zeigen, dass sich die Wurzeln genau dann durch einen algebraischen Ausdruck schreiben lassen, wenn
Gal(L/Q) eine sogenannte aufloesbare Gruppﬂ ist. Nun sind alle Untergruppen von Sy aufloesbar, d.h.
fuer alle Polynome vom Grad < 4 kann man die Wurzeln durch einen algebraischen Ausdruck schreiben.
Fuer Polynome vom Grad > 5 gilt dies nicht mehr: z.B. ist die Gruppe S5 nicht aufloesbar.

Definition 20.0.12. Es sei H < Gal(L/K) eine Untergruppe. Der Fixkoerper von H ist gegeben durch

" ={zeL:ox)=2 VocH}
Lemma 20.0.13. Es gilt LG*(L/K) = [
Umgekehrt gilt:
Lemma 20.0.14. Wenn L/K eine Galoiserweiterung ist und K C F C L, dann ist auch L/F Galois.

Bemerkung 20.0.15. Es ist allerdings im Allgemeinen nicht wahr, dass fuer jeden Zwischenkoerper
K CF CL auch F/K Galois ist! Dies gilt genau dann, wenn Gal(L/F) eine normale Untergruppe von
Gal(L/K) ist; in diesem Fall ist Gal(F/K) isomorph zu der Quotientengruppe Gal(L/K)/Gal(L/F).

Theorem 20.0.16 (Galois Korrespondenz). Es gibt eine 1: 1 Korrespondenz zwischen

{Zwischenkoerpern K C F C L} & {Untergruppen H < Gal(L/K)}
F — Gal(L/F)
L" — H

Mit anderen Worten, der Koerper L ist durch die Gruppenstruktur von Gal(L/K) vollstaendig bes-
timmt!

Beispiele 20.0.17.

(1) Wir betrachten nochmal die Galois Gruppe des Polynoms z* — 2 aus Beispiel [20.0.8 Es sei
a = V2.

"Bgie ist eine Untergruppe von Sy,

""Das ist eine Bedingung bez. der Unter-und Quotientengruppen von Gal(L/Q).
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_ 2 3 2 3
Dg = {e,0,0%,0%, 7,07 01,057}

/N

{e,m,0% 0’} {e,0,0% 0%} {e,0m,0% 0%}

S INLIN

{e, 7} {e, 0?7} {e,0?} {e, o7} {e,o%7}

{e}
L=Qai)
2D
Q(a) Q(at) Q(e?,1) Q(a(1+1)) Qa1 —1))
NNV
Q(a?) Q(4) Q(a?i)
Q

(2) Fuer das Polynom z* — 10x2 + 1 sieht das entsprechende Diagramm wesentlich einfacher aus:

{1}

Qv2)  {Lfy {Lfg {Lg}

\/ N/

{1,f.9,fg}

21. ZUM SCHLUSS

In der letzten Vorlesung haben einige Studenten sehr beeindruckende Vorstellungen gegeben:

e eine Breakdance Performance von Moritz Vogt und Peter Backes;

ein Violinenkonzert von Nestor Cordero Sanchez;

Gitarre und Gesang von Kian Hugenschmidt;

die Arie Largo al factotum aus ‘Il barbiere de Seviglia’ von Pacifico Rodriguez;
eine sehr nette Videovorstellung von Cassandra Kahn und Roland Hafner.

Vielen Dank!
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