D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 10 FS 2024

Problems marked with a (*) are a bit more complex and can be skipped at a first read.

If you don’t have a lot of time focus on the Problems marked with (Q).

10.1. BONUS PROBLEM. Berechnen Sie den Flacheninhalt des sphérischen Vierecks
S C §?, das von den Meridianen —7 < ¢; < ¢o < 7 und den Breitenkreisen —7/2 < 6; <
0y < /2 begrenzt wird.

10.2. Die Oberfliche eines Torus. Sei S = {(z,9,0) € R*|2? + y* = 4} und
T = {x € R?*|ds(z) < 1}, wobei ds(z) = inf{|z — y||y € S} den minimalen Abstand
von S zu x € R3 bezeichnet. Parametrisieren Sie 97 und berechnen Sie dann den
Flacheninhalt.

10.3. Solids of revolution. heartsuit Gegeben f € C?*((a,b)) N C([a,b]), so dass f > 0,
definieren Sie die Rotationskorper um die x-Achse als

Q.= {(x,y,z) ER} |a<x<b\Jy2+22< f(q:)},
Oside§2 1= {(x,y, z) € R3 la <z <b\y2+22= f(x)},

1. Sag, ob €, 044,52 offene/geschlossene/verbundene Teilmengen von R? sind.

2. Zeigen Sie, dass volz(Q) = Ff; f(z)%dz,

3. Zeigen Sie, dass voly(0siqef?) = 27 fab \/1+ f'(z)?f(x)dx. Tipp: Parametrisieren Sie
(,0) — (x, f(z) cos b, f(z)sinb).

4. Berechnen Sie das Volumen und den Fldcheninhalt des "unechten Rotationskorpers',
der entsteht, wenn f(z) =1/z,a =1,b = occ.

5. (*) Zeigen Sie, dass ) ein begrenztes C''-Gebiet (wie in Definition 14.3) ist, wenn
und nur wenn

f(z)>01in (a,b), f'(a")=40c0, [f(b7)=—00.

10.4. Traktix. Betrachten Sie die ebene Kurve o: (0,7) — R? gegeben durch o(t) :=
(sin(t), cos(t) + log tan(t/2)).

1. © Berechnen Sie die Lange L(0|cx/2) und untersuchen Sie ihr Verhalten fiir e — 0.

2. Fiir jedes t € (0,7) betrachten Sie das Segment I; tangent an ¢ in ¢ und das den
Punkt o(t) mit der y-Achse verbindet. Zeigen Sie, dass die Linge von I; immer 1
ist, unabhéangig von .

3. (*) Sagen Sie, ob die Menge o((0,7)) C R? eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Hinweis:
Wie wére ihr Tangentialraum um den Punkt o(7/2).
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10.5. Logarithmische Spirale. Betrachte fiir a > 0,0 < 0 die ebene Kurve v: R — R?
gegeben durch
Y(t) := (ae” cost,ae’ sint).

1. © Berechne L(7|jo,71) und untersuchen Sie ihr Verhalten fiir 7" — oco.
2. Driicke die Menge v(R) in Polarkoordinaten aus und skizziere sie.

3. (*) Geben Sie an, ob y(R) eine glatte Teilmannigfaltigkeit von R? ist.

10.6. Tragheitsmoment eines Ellipsoids.

1. Bestimmen Sie die Jacobi-Determinante der Abbildung
O: {(s,t):5>0,0<t<2r} = R> (s,t)— (ascos(t),bssin(t))

in Abhangigkeit der Parameter a,b > 0.

2. Berechnen Sie das polare Tragheitsmoment Jo = [, 2* + y* dVol(x, y) der Ellipse
B ={(x,y) € R?: 2%/a® + y*/b* < 1} mit Halbachsen a,b > 0.
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