D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 4 FS 2024

Fragen, die mit (*) markiert sind, sind etwas komplexer. Sie kénnten sie beim ersten
Lesen tiberspringen. Hinweise sind auf der néchsten Seite verfiigbar.

4.1. BONUS PROBLEM. Betrachten Sie die Funktion u: (z,y) + 2°™®) definiert fiir
(z,y) € (0,00) x R C R?. Berechnen Sie d,u und 9,u.

4.2. Zusammenhingende Graphen. Lassen Sie U C R” offen und zusammenhéngend
sein und lassen Sie f € C''(U,R™) sein. Zeigen Sie, dass sein Graph

Lp=A(z, f(z)): 2 € U}

eine zusammenhangende Teilmenge von R™ x R™ ist

4.3. p-Normen. Fiir p > 1 und € R" definieren Sie die p—Norm von z als

2l = (Zr )

1. Fir n =2 und p = 1, 2,10 skizzieren Sie die Mengen {x € R? : |z|, < 1}.
2. Fir ein gegebenes x € R™ berechnen Sie den Grenzwert || 1= lim,_, |2],.

3. Beweisen Sie unter Verwendung einer geeigneten Ungleichung, die Sie im Unterricht
gesehen haben, dass

()< () (o)
i=1 i=1
wann immer a;, b; n-Tupel positiver Zahlen sind.

4. Fixieren Sie z,y € R"™ und betrachten Sie die Funktion f: [0,1] — R, definiert als

F(t) = [tz + (1 —t)y|, = (Zrm (1 —ty) . (1)

Zeigen Sie, dass f konvex ist. Sie konnen zuerst annehmen, dass die Koordinaten
von x und y alle streng positiv sind und die Ungleichheit des vorherigen Punktes
verwenden.

5. Folgern Sie aus dem vorherigen Punkt, dass die Dreiecksungleichung gilt, d.h.

lz+yl, < |z, + |y, furallez,yeR"
6. Was passiert fiir p € (0,1)?

4.4. p-Mittel. Fir x € R™ mit positiven Koordinaten und p # 0 definieren Sie das
p-Mittel als

o+ P
e (5
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1. Berechnen Sie die Grenzwerte p — 400, p — 0 und definieren Sie entsprechend
f-oo(T),  Ho(T),  Ppoo(T).

2. Zeigen Sie fiir jedes n-Tupel von Zahlen a; > 0, dass

al...—l—an).

S —— IOg(CLl) 2 log ( n

a;
101+ ... +ay

n
1=

3. Fir ein festes x zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, gegeben durch f(t) := u(x),
stetig und monoton steigend ist.

4. Beweisen Sie die arithmetisch-geometrische Ungleichung und die arithmetisch-
quadratische Ungleichung:

n(zixg - x)Y" < @4 ..+ 2, (14 ...+ 3,)2 <n(@? +...+22).
5. (%) Ist f im gesamten R stetig differenzierbar?

4.5. Alle Normen sind dquivalent in R". Sei | - | die Standard-Euklidische Norm in
R™ und sei f: R™ — [0, 00) eine andere Norm (eine Funktion, die die Eigenschaften von
Definition 9.91 erfiillt).

1. Driicken Sie x in einer Basis aus und verwenden Sie die ,abstrakten“ Eigenschaften,
die f haben muss, um zu zeigen, dass es eine Konstante C'; > 0 gibt, so dass

f(z) < Cylx| fir alle 2 € R".

2. Zeigen Sie, dass f in R” stetig ist (in Bezug auf den Standardabstand von R"!).

3. Zeigen Sie, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass

f(z) > ¢ fir alle |z] = 1.

4. Folgern Sie, dass f(x) > co|z| fur alle x € R™.

5. Zeigen Sie, dass wenn f eine weitere Norm ist, dann gibt es C' > 0, so dass

C7lf(z) < f(z) < Cf(x) fir alle z € R™.

4.6. Hilbert-Schmidt-Norm der Komposition. Nehmen Sie zwei lineare Funktionen
¢: R = R" und ¢: R® — R™, und bezeichnen Sie mit ®, ¥ die Matrizen, die sie in den
kanonischen Basen reprasentieren. Erinnern Sie sich daran, dass die lineare Abbildung
o¢: R = R™ in diesen Basen durch die Matrix ¥ - ® dargestellt wird. Zeigen Sie, dass

[0~ @ < [[[f|®f,
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wobei || - || die Hilbert-Schmidt-Norm einer Matrix ist (siehe 10.1.3 in den Notizen).

4.7. Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen. Sei f € C*(R,R™) fiir m > 1.
Ist es wahr, dass es ein t € [0, 1] gibt, so dass

fi(t)
() = f(0)=Dfi(1) = N
S (1)
Beweisen Sie es oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Sei w € C'(R™) und v € R". Zeigen Sie, dass

1. Wenn dyu = 0 dann “u héngt nicht von x; ab”, genauer: es existiert eine eindeutige
Funktion v € C*(R"™ 1) so dass

w(zy, ..., x,) = v(wg,...,x,) fir alle z € R™.

2. Wenn d,u = 0 und v - e; # 0 dann “u ist eine Funktion von n — 1 Variablen”,
genauer: es existiert eine eindeutige Funktion w € C*(R"™1) so dass

TV

w(zy, ... x,) = w(wy — T

L, Ty — 22 fiir alle x € R™.

3. (*) Was konnen wir folgern, wenn wir nur annehmen, dass d;u = 0 in einer offenen,
zusammenhéangenden Teilmenge U C R™?
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Hinweise:
4.3.3 Verwenden Sie Cauchy-Schwartz und die Tatsache, dass a?~'b; = a? /2. agp —A2%,

4.3.4 Zeigen Sie, dass f”(t) > 0; es ist nicht die einfachste Ableitung, aber wenn Sie es
richtig machen, wird die Ungleichung in 4.2.3 genau das sein, was Sie brauchen, um
zu beweisen, dass f” > 0.

4.3.5 Schreiben Sie die Konvexitatsungleichung zwischen x und y und dem Mittelpunkt (x4
y)/2. Um den allgemeinen Fall aus demjenigen mit positiven Koordinaten abzuleiten,
beobachten Sie Folgendes. Fur x € R™ bezeichnen Sie mit  := (|x1],. .., |x,|), dann

lz 4+ yl, <|Z+9lp, 2], =|z|,, furallez,yeR"

4.4.2 Kombinieren Sie die Konkavitat der Funktion log(-) und die Cauchy—Schwartz-
Ungleichung. Sie miissen die folgende kleine Verallgemeinerung der Konvexitatsun-
gleichung verwenden: Fiir eine konkave Funktion f: R — R gilt:

firallexz; e R,O< A\ <1mit My +...+ A\, =1

4.4.3 Es konnte bequemer sein, mit log f(¢) zu arbeiten; seien Sie vorsichtig bei der
Berechnung, noch einmal wird die Ungleichung in 4.3.2 genau das sein, was Sie
benotigen, um zu beweisen, dass f' > 0.

4.5.2 Denken Sie daran, dass aus der Definition folgt, dass |f(z) — f(y)| < f(z —v)...
Und dass Lipschitz-Funktionen immer stetig sind.

4.5.3 Wenden Sie den WeierstraBschen Satz auf f an auf S := {x € R" : |z| = 1} und
verwenden Sie, dass f, als Norm, nicht entartet ist.

4.5.5 Wenn f aquivalent ist zu | - | und f Aquivalent ist zu | - |, folgt daraus durch
Transitivitat, dass f dquivalent ist zu f...

4.6 Erinnern Sie sich zunéchst daran, dass ||M||? die Summe der Quadrate der Eintrige
von M ist. Beachten Sie, dass (¥ - ®) (die i-te Zeile und j-te Spalte) das Skalarpro-
dukt von ¥’ und ®; ist, die Vektoren von R" sind. Wenden Sie Cauchy-Schwartz
auf jedes von ihnen an.

4.7 Versuchen Sie f(t) = (sin(27t), cos(27t))...
4.8.2 Wenden Sie den Mittelwertsatz auf u(z + tv) an...
4.8.3 Betrachten Sie das Gebiet U := {(z,y) : 22 <y < 2% + 1} und die Funktion

(2.1) max{0,y — 2}*> wenn z > 0,
u(x,y) =
Y 0 wenn z < 0.
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