D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 4 FS 2024

Fragen, die mit (*) markiert sind, sind etwas komplexer. Sie kénnten sie beim ersten
Lesen tiberspringen. Hinweise sind auf der néchsten Seite verfiigbar.

4.1. BONUS PROBLEM. Betrachten Sie die Funktion u: (z,y) + 2°™®) definiert fiir
(z,y) € (0,00) x R C R?. Berechnen Sie d,u und 9,u.

4.2. Zusammenhingende Graphen. Lassen Sie U C R” offen und zusammenhéngend
sein und lassen Sie f € C''(U,R™) sein. Zeigen Sie, dass sein Graph

Lp=A(z, f(z)): 2 € U}

eine zusammenhangende Teilmenge von R™ x R™ ist

4.3. p-Normen. Fiir p > 1 und € R" definieren Sie die p—Norm von z als

2l = (Zr )

1. Fir n =2 und p = 1, 2,10 skizzieren Sie die Mengen {x € R? : |z|, < 1}.
2. Fir ein gegebenes x € R™ berechnen Sie den Grenzwert || 1= lim,_, |2],.

3. Beweisen Sie unter Verwendung einer geeigneten Ungleichung, die Sie im Unterricht
gesehen haben, dass

()< () (o)
i=1 i=1
wann immer a;, b; n-Tupel positiver Zahlen sind.

4. Fixieren Sie z,y € R"™ und betrachten Sie die Funktion f: [0,1] — R, definiert als

F(t) = [tz + (1 —t)y|, = (Zrm (1 —ty) . (1)

Zeigen Sie, dass f konvex ist. Sie konnen zuerst annehmen, dass die Koordinaten
von x und y alle streng positiv sind und die Ungleichheit des vorherigen Punktes
verwenden.

5. Folgern Sie aus dem vorherigen Punkt, dass die Dreiecksungleichung gilt, d.h.

lz+yl, < |z, + |y, furallez,yeR"
6. Was passiert fiir p € (0,1)?

4.4. p-Mittel. Fir x € R™ mit positiven Koordinaten und p # 0 definieren Sie das
p-Mittel als

o+ P
e (5
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1. Berechnen Sie die Grenzwerte p — 400, p — 0 und definieren Sie entsprechend
f-oo(T),  Ho(T),  Ppoo(T).

2. Zeigen Sie fiir jedes n-Tupel von Zahlen a; > 0, dass

al...—l—an).

S —— IOg(CLl) 2 log ( n

a;
101+ ... +ay

n
1=

3. Fir ein festes x zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, gegeben durch f(t) := u(x),
stetig und monoton steigend ist.

4. Beweisen Sie die arithmetisch-geometrische Ungleichung und die arithmetisch-
quadratische Ungleichung:

n(zixg - x)Y" < @4 ..+ 2, (14 ...+ 3,)2 <n(@? +...+22).
5. (%) Ist f im gesamten R stetig differenzierbar?

4.5. Alle Normen sind dquivalent in R". Sei | - | die Standard-Euklidische Norm in
R™ und sei f: R™ — [0, 00) eine andere Norm (eine Funktion, die die Eigenschaften von
Definition 9.91 erfiillt).

1. Driicken Sie x in einer Basis aus und verwenden Sie die ,abstrakten“ Eigenschaften,
die f haben muss, um zu zeigen, dass es eine Konstante C'; > 0 gibt, so dass

f(z) < Cylx| fir alle 2 € R".

2. Zeigen Sie, dass f in R” stetig ist (in Bezug auf den Standardabstand von R"!).

3. Zeigen Sie, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass

f(z) > ¢ fir alle |z] = 1.

4. Folgern Sie, dass f(x) > co|z| fur alle x € R™.

5. Zeigen Sie, dass wenn f eine weitere Norm ist, dann gibt es C' > 0, so dass

C7lf(z) < f(z) < Cf(x) fir alle z € R™.

4.6. Hilbert-Schmidt-Norm der Komposition. Nehmen Sie zwei lineare Funktionen
¢: R = R" und ¢: R® — R™, und bezeichnen Sie mit ®, ¥ die Matrizen, die sie in den
kanonischen Basen reprasentieren. Erinnern Sie sich daran, dass die lineare Abbildung
o¢: R = R™ in diesen Basen durch die Matrix ¥ - ® dargestellt wird. Zeigen Sie, dass

[0~ @ < [[[f|®f,
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wobei || - || die Hilbert-Schmidt-Norm einer Matrix ist (siehe 10.1.3 in den Skript).

4.7. Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen. Sei f € C*(R,R™) fiir m > 1.
Ist es wahr, dass es ein t € [0, 1] gibt, so dass

fi(t)
SO =fO)=Df()=| = |7
S (1)

Beweisen Sie es oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

4.8. Ein Richtungsableitung verschwindet. Sei u € C'(R") und v € R". Zeigen Sie,
dass

1. Wenn dyu = 0 dann “u héngt nicht von x; ab”, genauer: es existiert eine eindeutige
Funktion v € C*(R"™ 1) so dass

w(xy, ..., x,) =v(wg,...,z,) fir alle z € R™.
2. Wenn d,u = 0 und v - e; # 0 dann “u ist eine Funktion von n — 1 Variablen”,

genauer: es existiert eine eindeutige Funktion w € C*(R"™1) so dass

o2 x, — ) fir alle z € R™.

u(wy, .., w,) = w(ry — 22, L

3. (*) Was konnen wir folgern, wenn wir nur annehmen, dass d;u = 0 in einer offenen,
zusammenhéangenden Teilmenge U C R™?
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Hinweise:
4.3.3 Verwenden Sie Cauchy-Schwartz und die Tatsache, dass a?~'b; = a? /2. agp —A2%,

4.3.4 Zeigen Sie, dass f”(t) > 0; es ist nicht die einfachste Ableitung, aber wenn Sie es
richtig machen, wird die Ungleichung in 4.2.3 genau das sein, was Sie brauchen, um
zu beweisen, dass f” > 0.

4.3.5 Schreiben Sie die Konvexitatsungleichung zwischen x und y und dem Mittelpunkt (x4
y)/2. Um den allgemeinen Fall aus demjenigen mit positiven Koordinaten abzuleiten,
beobachten Sie Folgendes. Fur x € R™ bezeichnen Sie mit  := (|x1],. .., |x,|), dann

lz 4+ yl, <|Z+9lp, 2], =|z|,, furallez,yeR"

4.4.2 Kombinieren Sie die Konkavitat der Funktion log(-) und die Cauchy—Schwartz-
Ungleichung. Sie miissen die folgende kleine Verallgemeinerung der Konvexitatsun-
gleichung verwenden: Fiir eine konkave Funktion f: R — R gilt:

firallexz; e R,O< A\ <1mit My +...+ A\, =1

4.4.3 Es konnte bequemer sein, mit log f(¢) zu arbeiten; seien Sie vorsichtig bei der
Berechnung, noch einmal wird die Ungleichung in 4.3.2 genau das sein, was Sie
benotigen, um zu beweisen, dass f' > 0.

4.5.2 Denken Sie daran, dass aus der Definition folgt, dass |f(z) — f(y)| < f(z —v)...
Und dass Lipschitz-Funktionen immer stetig sind.

4.5.3 Wenden Sie den WeierstraBschen Satz auf f an auf S := {x € R" : |z| = 1} und
verwenden Sie, dass f, als Norm, nicht entartet ist.

4.5.5 Wenn f aquivalent ist zu | - | und f Aquivalent ist zu | - |, folgt daraus durch
Transitivitat, dass f dquivalent ist zu f...

4.6 Erinnern Sie sich zunéchst daran, dass ||M||? die Summe der Quadrate der Eintrige
von M ist. Beachten Sie, dass (¥ - ®) (die i-te Zeile und j-te Spalte) das Skalarpro-
dukt von ¥’ und ®; ist, die Vektoren von R" sind. Wenden Sie Cauchy-Schwartz
auf jedes von ihnen an.

4.7 Versuchen Sie f(t) = (sin(27t), cos(27t))...
4.8.2 Wenden Sie den Mittelwertsatz auf u(z + tv) an...
4.8.3 Betrachten Sie das Gebiet U := {(z,y) : 22 <y < 2% + 1} und die Funktion

(2.1) max{0,y — 2}*> wenn z > 0,
u(x,y) =
Y 0 wenn z < 0.

assignment: March 11, 2023 due: March 18, 2023 4/9



D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 4 FS 2024

4. Solutions
Solution of 4.1:

Solution of 4.2: Wir behaupten, dass I'; tatsachlich wegzusammenhéangend ist. Seien
(xo, f(x0)) und (1, f(z1)) zwei Punkte in I'y. Da U C R" offen und zusammenhéngend ist,
ist es wegzusammenhéngend, daher gibt es v: [0, 1] — U, sodass 7(0) = xo und y(1) = .
Dann verbindet der Weg

0,13 £ (4(), F(2()

(zo, f(z0)) mit (21, f(21)).

Solution of 4.3:
1.

2. |z]oo = max{|z1],...,|z,|}, let’s prove it. Assume that |z > |z;| for all j's, then

o] < Jly = Ja | (14 225 + . +'$n"’) <z (L + 1+ ...+ D)YP = |y |02,

|z [P |z1|?
and |x1|n!/? — || as p — oo.
3. Dies ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Verkleidung:

(o)’ = (e o ) < () () = (at) (St ),

—. =1 =1 =1
-731 *-yi

bemerken Sie, dass wir nicht p > 1 verwendet haben, jedes p € R hétte funktioniert.

4. Wir berechnen
) = B0 G (3 ot (L= D) = P07 3 (1= 0 o= ).
und dann

F(t) ZWZ (1= )yl (@i — i)

I
—~
[S—

|

+(p - ) lemz (1= t)yal" (2 — wi)?,

also ist f” > 0 genau dann, wenn

/ n
flpzm s — i) < 1) zm (1= 2 — i)
was durch Setzen von a; := |tz; + (1 — t)y;|, b; := x; — y;, und Substitution von f, f’
zu
(Ca™n) < (o) (X ar8),
=1 =1 =1
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gefiihrt wird, was wir im vorherigen Punkt bewiesen haben. Beachten Sie, dass wir
bewiesen haben, dass
()= (p—1) x {etwas > 0}

also haben wir bewiesen, dass wenn p < 1 dann f konkav ist.

5. Wenn die Koordinaten von x,y nicht-negativ sind, verwenden wir die Konvexitat-
sungleichung auf f und erhalten

=5

fO) + (1) _ 2l + [yl
2 2

=12 < e,

vereinfachen wir die Faktoren 2, erhalten wir die Dreiecksungleichung.

Im allgemeinen Fall verwenden wir den Trick im Hinweis und finden

|z + y|p <|%+ @‘p < ‘ﬂp + ’mp = ‘x|p + ’y|p'

6. Da f fiir p < 1 konkav ist, hat man die Umkehrungleichung:

|z +ylp > [2]p + ylp-

Solution of 4.4:
1. Dies ist &hnlich wie 4.3.2: pyoo(z) = max{xy,...,z,}, lass uns das beweisen.

Nehmen wir an, dass x; > x; fiir alle j gilt, dann gilt

/p _ _
xlzup(a;):azl(le%%—...—i—i—%) ’n P > 4in 1/p,

1
und n~? — 1 fiir p — oo.
Beachtend, dass 1/p,(x) = p—p(1/2) finden wir
1

mini Z;

fooo(z) = lim py(x) = lim (u_,(1/x))"' = (mzax 1/x,~)_1 = ( )_1 = miinmi.

SchlieBlich ist pg(z) = (21 - - - 7,)/". Erinnere dich daran, dass
y' =Y =1 4 tlog(y) + O(t?) wenn t — 0, mit y > 0 fest.

Wenn wir also den Logarithmus nehmen, finden wir

logﬂp(@:plongplog( +log(x1)p + ... + 1 + log(z,)p + (p))

n n

log (1 + %{log(m) + ...+ log(z,)} + O(p2)>

1
p
1 D 9 1

Clog 14+ Zlog(as 2 + 00 ) = log(ar -+ 2) + ().
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2. Mit der Konvexitidtsungleichung des Hinweises und der konvexen Funktion x
xlog(x) sowie

1
ri=a;, MN:=—, furalles=1,...,n,
n

finden wir o
= a;log(a;) > mt...tan log (al"""'""a”)
N4 n -

was wir erreichen wollten, nachdem wir die Terme umsortiert haben.

3. f(t) ist stetig fiir alle ¢ # 0, da es durch eine analytische Formel gegeben ist. Bei
t = 0 haben wir gezeigt, dass das (bilaterale) Limit lim; o f(t) = lim;o () =
po(z) = f(0) endlich existiert, also nach Analysis I, ist f(¢) auf ganz R stetig. Wenn
wir die logarithmische Ableitung berechnen, finden wir

d1
(log £ (1)) = - {log(ef + .+ %) ~log(n)}

1 t ¢ 14 (gt 1 t
__Elog(xﬁ +xn)+dt(at:1+ +ofn)

t n t (et +...+ab)

1 i+ .+t 1 log(zh)at + ... + log(at)at,
=T log ( ) 12 t i )

t t (xh + ...+ at)

was durch die Ungleichheit des vorherigen Punktes mit a; = 2! nichtnegativ ist. Diese
Berechnung ist zumindest fiir ¢ # 0 rigoros, und zeigt, dass f(¢) in (—oo, 0)U (0, +00)
zunimmt, also (da stetig) auf ganz R zunimmt.

4. Die AM-GM Ungleichung ist dquivalent zu f(0) < f(1), wiahrend die AM — QM
Ungleichung dquivalent zu f(1) < f(2) ist. Da wir bewiesen haben, dass f zunimmt,
sind beide wahr.

5. Um zu verstehen, ob f von Klasse C! ist, miissen wir verstehen, ob f’ stetig auf
t = 0 erweitert. Da (log ) = f'/f ist und f(0) > 0, ist es dasselbe zu zeigen, dass
(log f) stetig auf t = 0 erweitert wird. Also wahlen wir die vorherige Formel und
erweitern sie wie folgt:

, 1 (log(zt)xl + ...+ log(at)at i+ .+t }
log f(t)) = — W o (1T T 2n
(log £ (1)) = 5 ERa og (LT
L { iz log(x7) + log(#})* + O(t")

2 w1 1 +log(at) + log(xt)? + O(t?

o (1452 o) + ool + 01

wobei wir benutzt haben, dass fiir festes z > 0 gilt, wenn ¢ — 0,

log(2")y" = tlog(z) + t*log(2)* + O(#*), z' =1+ tlog(z) + t*log(2)* + O(¢*).
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Jetzt verkurzen wir die Notation zu y; := log(z;) und berechnen alles wie folgt:

B 1{ ity + Y7 + O(F)
LS 1ty 127 4 O(3)

— {0 (- S+ 00)

—Zn:(%yﬁ (Z y) +Ot3}
Zi} Ly + y7) (Z ty)’ —ZZn:l yi+fyf)+;(iiyi)2+0(t3)}
—=( En:yz-)2+0t

=1
wobei wir die Entwicklungen benutzt haben

(log f(2))’ —log (1+ Zj: Lyi+ Syl + O(tg))}

t2

[\')\I—‘ r—’H

3\*—‘

Ll 0@, tes 4t =t— 5+ o
n+t n n? & N 2 )

Somit substituieren wir die y;’s zuriick und beweisen

—2f'(t) = f(t){(log £(0))* + O(t)} fiir t — 0,

was beweist, dass f auch bei t = 0 stetig differenzierbar ist.
Solution of 4.5: Siehe Theorem 9.107 in den Notizen.

Solution of 4.6: Fiir i € {1,...,m} bezeichnen wir mit ¥’ den Vektor (¥});</<, in R™.
Fir j € {1,...,d} bezelchnen wir mit ®; den Vektor (<I> )i<e<n in R™. Beachten Sie, dass
geméf der Deﬁmtlon der Matnxmultlphkatlon gilt

(U- )i =0 @,

Nun, durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R™ haben wir

m d m d m d
el = oS 3OS e = (30 ) (3 15) = el
i=1 j=1

i=1j=1 i=1j=1

Solution of 4.7: Es ist falsch. Wenn f(t) = (sin(27t), cos(2nt)) ist, dann ist f(1)— f(0) =
0 € R™, aber |f'(t)| = 27|(cos(27t), —sin(27t))| = 27 # 0.

Solution of 4.8:
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1. Setze v(wa, ..., x,) = u(0,23,...,x,) fir alle (zo,...,z,) € R"!. Nach Definition
der Richtungsableitung haben wir fiir jedes festgelegte (s, ...,r,) € R" 1

d

%<u(t, Toy ..., Ty) — (T, . .. ,mn)) = Owu(t, za,...,x,) =0,

somit ist ¢ — wu(t, za, ..., x,) —v(xg, ..., x,) konstant. Da es bei t = 0 verschwindet,
ist es konstant null, was zu beweisen war.

2. Mit der gleichen Argumentation: Betrachte die Differenz u(z) — u(z + tv), fixiere
das = und beweise, dass die Ableitung nach ¢ null ist. Wir finden u(z) = u(z + tv)
fir alle z € R™ und ¢ € R. Nun wéhlen wir —¢ := x; /14, damit die erste Koordinate
verschwindet, und finden die gesuchte Formel.

3. Betrachte die Funktion v und den Definitionsbereich U des Hinweises. Wir berechnen
die partiellen Ableitungen:

Ou=0, Ou=2max{0,y— 2},

welche offensichtlich stetig sind, also — nach der hinreichenden Bedingung aus der
Vorlesung — haben wir u € C*(U). Andererseits kann u nicht nur als Funktion von
y geschrieben werden, da 2.5% = u(2,4.5) # u(—2,4.5) = 0.

Die Darstellungsformel (??) gilt, wenn U eine besondere Struktur hat, ndmlich sie
ist "konvex in Richtung z,", das heifit

r,yeUx—yeRe,tel0,l]]=te+(1—-t)yelU.

Geometrisch bedeutet dies, dass wenn wir U mit der Ebene {z; = ¢} schneiden,
dann konnen wir jeden Punkt in U mit dieser Ebene verbinden, indem wir einem
Pfad folgen, der mit e; ausgerichtet ist.
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