D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 5 FS 2024

Probleme, die mit einem (*) markiert sind, sind etwas komplexer und kénnen beim ersten
Lesen iibersprungen werden.

Wenn Sie nicht viel Zeit haben, konzentrieren Sie sich auf die mit (©) markierten Probleme.

5.1. BONUS PROBLEM.

(a) Betrachten Sie f(z,y) := xy®e > ¥ fir (z,y) € R% Finden Sie alle kritischen
Punkte von f, das heif3t alle Punkte, an denen der Gradient von f verschwindet.
(Der Punkt wird nur dann gegeben, wenn alle numerischen Werte, die Sie finden,
korrekt sind... iiberpriifen Sie also Ihre Berechnungen zweimal).

(b) Wir wollen eine Funktion g € C''(R?) mit der folgenden Richtungsableitung finden:
Dyg(,y) = 2cos(z?y)xvy + cos(x®y)v?y  fiir alle (z,y) und (vy,vy) € R?.

Geben Sie ein explizites Beispiel fiir eine solche Funktion g an oder beweisen Sie,
dass eine Funktion mit diesen Eigenschaften nicht existieren kann.

5.2. Lagrange Multiplikatoren (Q). Betrachten Sie die Kugel U = {(x,y,2) :
2?4+ y* + 2% < 1} und die Funktion

f(z,y, 2) =1 —2* —y* + 4x.

1. Begriinden Sie rigoros, warum f sein absolutes Maximum und Minimum in U
annimmt.

2. Finden Sie alle kritischen Punkte von f, die im Inneren von U liegen. Geben Sie an,
ob supy, f (oder infy f) an einem Punkt in U angenommen wird.

3. Geben Sie an, ob maxyy f und mingy existieren.

4. Finden Sie mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren die moglichen kritischen
Punkte fiir das eingeschréankte Problem

max{f(.y.2) : (2,y,2) € U},
und dasselbe fiir min.

5. Kléren Sie unter allen gefundenen Punkten, an welchen Punkten das Maximum /Minimum
von f erreicht wird.

5.3. Multiple Choice (9). Markiere alle und nur die wahren Aussagen
(a) As |z| = 0, if f(z) = 29z} + O(2?), then f(x) = O(|z|?).
(b) As x — 0, if f(z) = 292 + O(23), then f(z) = O(a?).
(c) As |z| — 0, if f(z) = zox1 + O(|x|?), then f is differentiable at z = 0.
(d) As z — 0, if f(z) = zow1 + O(|z]?), then f is twice differentiable around x = 0.
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(e) As |z| — 0, if f(x) = z9x1 + O(|z|?), then f is twice differentiable around z = 0
and 811f(0) = 0.

5.4. Berechnung von Ableitungen. Fiir jede der folgenden Funktionen berechnen Sie
die Richtungsableitung in der allgemeinen Richtung v an einem allgemeinen Punkt x, das
heiBt 0, f(x). Geben Sie dann an, wo die Funktion differenzierbar ist, und geben Sie die
Grofle ihrer Jacobi-Matrix an.

2 2 2
_ . 9 x 22zs 23T g 9
1. (@) $1/$27 e 1‘1/$2’ er1e2 Sln(l'l + 2?2), x%—i}zg’ zfl—&—x%’ x%l—i-xé firz € R \ {0}

2. () |z|,|z|* z/|z|, 9(|z|), z- €, g(x-e) fiir x € R*"\ {0}, € R,e € R" und g € C*(R).
3. ax,z’, Tr(z), 22, 23, Tr(2?) fir z,a € R™™,

4. (*) 271 272 fiir € R™™ mit det x # 0.

5.5. Multiple Choice. Angenommen g € C*°(R) und f € C*°(R") ist so, dass
f(x) = 21 + 22wy + O(|2]*) fiir x — 0.

Wir méchten die Taylorentwicklung von (g o f) um 2 = 0 der hochstmoglichen Ordnung
mit den uns vorliegenden Informationen berechnen.

Wir kénnen den Wert g () fiir beliebiges & € N, € R erfragen, miissen jedoch jedes
Mal 5 CHF zahlen.

Fiir ein allgemeines g, welcher Grad des besten (d. h. hochst moglichen) Taylornullpoly-
noms konnen wir berechnen? Wie teuer wird es sein, es zu berechnen?

(a) Grad 3 und 20 CHF
(b) Grad 2 und 15 CHF
(¢) Grad 2 und 10 CHF
(d) Grad 3 und 15 CHF

5.6. Polynome. Seien P, Q) € Rz, ..., z,| Polynome von n Variablen. Nehmen Sie an,
dass es positive Zahlen M und o gibt, sodass

|P(z) — Q(x)| < M|z|? fur alle |x| < 1.

Zeigen Sie, dass P und () dieselben Koeffizienten kleinerer Ordnung als o haben. Das
heifit, wenn wir schreiben

P(X) = Z an X, Q(X) = Z b X7,

aeN" aeN™

dann gilt a, = b, fur alle |a| < 0.
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Hinweise:
5.3 Uberpriifen Sie Korollar 10.33 erneut.

54 Um zu beweisen, dass eine Funktion an 0 differenzierbar ist, haben Sie zwei
Werkzeuge

— die Definition der Differenzierbarkeit;
— die hinreichende Bedingung des Satzes 10.11.

Um zu beweisen, dass eine Funktion nicht an 0 differenzierbar ist, haben Sie zwei
Werkzeuge

— Zeigen Sie, dass die notwendige Bedingung des Satzes 10.9 nicht erfillt ist;

— Zeigen Sie, dass fiir eine bestimmte C'-Kurve ~: (—4,d) — R™ die Funktion
(f oy)(t) an der Stelle t = 0 nicht differenzierbar ist. Dies konnte einfacher
sein, da Sie eine Funktion von nur einer Variablen studieren miissen.

5.4.3 Diese Funktionen sind C'*°, versuchen Sie, sie fiir  +tv zu berechnen und entwickeln
Sie sie in Potenzen von t... Wenn Sie etwas finden, muss es das Taylorsche Polynom
gemaf} Korollar 10.33 sein. Aus dem Taylorschen Polynom lassen sich die Ableitungen
sofort ablesen. Zum Beispiel

(z+tv)? = (z + tv)(x + tv) = 2° + tov + tvr + 12 = 2° + (v + va)t + O(t2)...
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