D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 5 FS 2024

Probleme, die mit einem (*) markiert sind, sind etwas komplexer und kénnen beim ersten
Lesen iibersprungen werden.

Wenn Sie nicht viel Zeit haben, konzentrieren Sie sich auf die mit (©) markierten Probleme.

5.1. BONUS PROBLEM.

(a) Betrachten Sie f(z,y) := xy®e > ¥ fir (z,y) € R% Finden Sie alle kritischen
Punkte von f, das heif3t alle Punkte, an denen der Gradient von f verschwindet.
(Der Punkt wird nur dann gegeben, wenn alle numerischen Werte, die Sie finden,
korrekt sind... iiberpriifen Sie also Ihre Berechnungen zweimal).

(b) Wir wollen eine Funktion g € C''(R?) mit der folgenden Richtungsableitung finden:
Dyg(,y) = 2cos(z?y)xvy + cos(x®y)v?y  fiir alle (z,y) und (vy,vy) € R?.

Geben Sie ein explizites Beispiel fiir eine solche Funktion g an oder beweisen Sie,
dass eine Funktion mit diesen Eigenschaften nicht existieren kann.

5.2. Lagrange Multiplikatoren (Q). Betrachten Sie die Kugel U = {(x,y,2) :
2?4+ y* + 2% < 1} und die Funktion

f(z,y, 2) =1 —2* —y* + 4x.

1. Begriinden Sie rigoros, warum f sein absolutes Maximum und Minimum in U
annimmt.

2. Finden Sie alle kritischen Punkte von f, die im Inneren von U liegen. Geben Sie an,
ob supy, f (oder infy f) an einem Punkt in U angenommen wird.

3. Geben Sie an, ob maxyy f und mingy existieren.

4. Finden Sie mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren die moglichen kritischen
Punkte fiir das eingeschréankte Problem

max{f(.y.2) : (2,y,2) € U},
und dasselbe fiir min.

5. Kléren Sie unter allen gefundenen Punkten, an welchen Punkten das Maximum /Minimum
von f erreicht wird.

5.3. Multiple Choice (9). Markiere alle und nur die wahren Aussagen
(a) As |z| = 0, if f(z) = 29z} + O(2?), then f(x) = O(|z|?).
(b) As x — 0, if f(z) = 292 + O(23), then f(z) = O(a?).
(c) As |z| — 0, if f(z) = zox1 + O(|x|?), then f is differentiable at z = 0.
(d) As z — 0, if f(z) = zow1 + O(|z]?), then f is twice differentiable around x = 0.
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(e) As |z| — 0, if f(x) = z9x1 + O(|z|?), then f is twice differentiable around z = 0
and 811f(0) = 0.

5.4. Berechnung von Ableitungen. Fiir jede der folgenden Funktionen berechnen Sie
die Richtungsableitung in der allgemeinen Richtung v an einem allgemeinen Punkt x, das
heiBt 0, f(x). Geben Sie dann an, wo die Funktion differenzierbar ist, und geben Sie die
Grofle ihrer Jacobi-Matrix an.

L. () o1 /29, e7"/72 em122 gin(z) + 22) T, T T g g e R \ {0}.

Yy T2 .09 20y 2 A
rytwy ) witry’ r14Ty

2. () |z|,|z|* z/|z|, 9(|z|), z- €, g(x-e) fiir x € R*"\ {0}, € R,e € R" und g € C*(R).
3. ax,z’, Tr(z), 22, 23, Tr(2?) fir z,a € R™™,

4. (*) 271 272 fiir € R™™ mit det x # 0.

5.5. Multiple Choice. Angenommen g € C*°(R) und f € C*°(R") ist so, dass
f(x) = 21 + 22wy + O(|2]*) fiir x — 0.

Wir méchten die Taylorentwicklung von (g o f) um 2 = 0 der hochstmoglichen Ordnung
mit den uns vorliegenden Informationen berechnen.

Wir kénnen den Wert g () fiir beliebiges & € N, € R erfragen, miissen jedoch jedes
Mal 5 CHF zahlen.

Fiir ein allgemeines g, welcher Grad des besten (d. h. hochst moglichen) Taylornullpoly-
noms konnen wir berechnen? Wie teuer wird es sein, es zu berechnen?

(a) Grad 3 und 20 CHF
(b) Grad 2 und 15 CHF
(¢) Grad 2 und 10 CHF
(d) Grad 3 und 15 CHF

5.6. Polynome. Seien P, Q) € Rz, ..., z,| Polynome von n Variablen. Nehmen Sie an,
dass es positive Zahlen M und o gibt, sodass

|P(z) — Q(x)| < M|z|? fur alle |x| < 1.

Zeigen Sie, dass P und () dieselben Koeffizienten kleinerer Ordnung als o haben. Das
heifit, wenn wir schreiben

P(X) = Z an X, Q(X) = Z b X7,

aeN" aeN™

dann gilt a, = b, fur alle |a| < 0.
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Hinweise:
5.3 Uberpriifen Sie Korollar 10.33 erneut.

54 Um zu beweisen, dass eine Funktion an 0 differenzierbar ist, haben Sie zwei
Werkzeuge

— die Definition der Differenzierbarkeit;
— die hinreichende Bedingung des Satzes 10.11.

Um zu beweisen, dass eine Funktion nicht an 0 differenzierbar ist, haben Sie zwei
Werkzeuge

— Zeigen Sie, dass die notwendige Bedingung des Satzes 10.9 nicht erfillt ist;

— Zeigen Sie, dass fiir eine bestimmte C'-Kurve ~: (—4,d) — R™ die Funktion
(f oy)(t) an der Stelle t = 0 nicht differenzierbar ist. Dies konnte einfacher
sein, da Sie eine Funktion von nur einer Variablen studieren miissen.

5.4.3 Diese Funktionen sind C'*°, versuchen Sie, sie fiir  +tv zu berechnen und entwickeln
Sie sie in Potenzen von t... Wenn Sie etwas finden, muss es das Taylorsche Polynom
gemaf} Korollar 10.33 sein. Aus dem Taylorschen Polynom lassen sich die Ableitungen
sofort ablesen. Zum Beispiel

(z+tv)? = (z + tv)(x + tv) = 2° + tov + tvr + 12 = 2° + (v + va)t + O(t2)...
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5. Solutions

Solution of 5.1:

(a) Durch Losung des Systems

2 2

0=0.f=(1- 2m2)y26_°’02_92
0=0,f=2(y—y’)re Y

finden wir x € {£1/v/2},y € {0, 41}, also sind die kritischen Punkte:

(%70)7 <_%’0)7 (%71% (_%71)7 (%7_1)7 (_%7_1)'

(b) Eine solche Funktion kann nicht existieren. Nach Proposition 10.9 muss 0,¢9(z,y)

eine lineare Funktion von v sein, wenn (z,y) festgehalten werden, und das ist nicht
der Fall wegen des Terms v?, der nichtlinear ist.

Solution of 5.2:

1. Da f stetig ist und U kompakt (abgeschlossen und beschréinkt) ist, muss es innerhalb
von U seinen maximalen und minimalen Wert annehmen.

2. Wir sollen alle (z,y, 2) € U finden, fir die V f(z,y, z) = 0 gilt, dies entspricht dem

Losen des Systems

0=0.f=4—2

0=0,f=—-2y

0=0,f=0

Pyt 422 <1
was keine Losungen hat, da die erste Gleichung x = 2 ergibt, was im Widerspruch
zur letzten Bedingung steht. Da es keine kritischen Punkte in U gibt, folgt aus

Proposition 11.4, dass f innerhalb von U weder sein Supremum noch sein Infimum
annimmt.

. Da OU kompakt ist, miissen sie existieren, durch dieselbe Argumentation wie in
Punkt 1.

. Nennen wir g(x,y, z) :== 2? + y* + 22 — 1. Nach Proposition 11.5 1ést jeder kritische
Punkt (relativ zum Minimierungsproblem, das auf den Rand beschrankt ist) das
System

0= 200:f (2,9, 2) + Meg(z,y, 2)
0= X0y f(x,y,2) + MOyg(,y, 2)
0=X0.f(x,y,2) + M0:9(z,y, 2)
N+A=1

g9(z,y,2) =0
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was zZzu

0 = A4 — 22) + 2\
0= Xo(—2y) +2\1y
0=2\z

N+A=1

24+ +22=1

wird, was sich zu
0=2—z4+ =24+ (A—1)x
O=—-y+ly=A—-1)y
0= M\z
?+yi+22=1
vereinfacht. Beachten Sie, dass wenn \g = 0, dann wirden wir z =y = z = 0

erhalten, was nicht auf OU liegt. Setzen wir also A := A;/)g, so haben wir das
aquivalente System

0=2+(\—1)z
0=A\-1y
2yt =1
was z = 0 ergibt und das dquivalente System:
0=24+A—-1x
0=(MA\-1)y
was (z,\) € {(—1,3),(1,—-1)} und y = 0 erzwingt. Zusammengefasst sind die

kritischen (x,y, z, A):
(1,0,0,—1) (—1,0,0,3).

5. Da wir gezeigt haben, dass maxg an einem Punkt P € U erreicht wird und dass
P ¢ U ist, miissen wir P € OU haben und, geméf Proposition 11.5, dass P kritisch
fiir das eingeschrankte Problem ist

e

Dasselbe Argument gilt fiir ming f. Die einzigen beiden Kandidaten sind also
(1,0,0) (—1,0,0).

Wir iiberpriifen:
£(1,0,0) = +4  f(~1,0,0) = —4.
Also ist der Punkt (1,0, 0) ein absolutes Maximum fiir f|; und der Punkt (—1,0,0)

ein absolutes Minimum fiir f|g.

Solution of 5.3:
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(a) Wahr. Fir z — 0 haben wir 22?7 = O(|z|*) < O(|z]*) und O(z?%) < O(|z|?).
(b) Falsch. Die Funktion xoz? ist micht O(z?), tatsichlich ist das Verhéltnis

Tt 1o

x3 Ty

in jeder Umgebung des Ursprungs unbeschrankt.
(c) Wahr. Wenden Sie einfach die Definition der Differenzierbarkeit mit D f(0) = 0 an.

(d) Falsch. Nehmen wir zum Beispiel f(z) = max{0,z;}?. Beachten Sie, dass die
Aussage f(x) = zozy + O(|z|*) genau dasselbe besagt wie f(z) = O(|z]?).

(e) Falsch. Dies wire wahr, wenn wir die a priori-Annahme hétten, dass f € C? in einer
kleinen Umgebung um den Ursprung liegt. Ohne diese Annahmen ist es einfach,
Gegenbeispiele wie in Analysis I zu konstruieren, zum Beispiel

f(@) = @122 + |2|* sin(|z] 1),

so dass |01 f(x)| — oo fir |x| — 0, also ist 0 f(z) nicht einmal stetig bei z = 0,
geschweige denn differenzierbar.

Solution of 5.4:

1. Um die Richtungsableitungen der gegebenen Funktionen beziiglich des Richtungsvek-
tors v = (v, v9) zu berechnen, verwenden wir die Definition der Richtungsableitung:

8vf($) =v- vf(x) = Ulalf(w) + Ugan(fﬂ),
wobei V f(x) der Gradient der Funktion f(z) ist.

« f(z) = 2£. Der Gradient von f ist Vf(z) = (i —%), also ist die Rich-
2

xo’

tungsableitung
U1 VoI
Opf(z) = — — —.
f(x) P

Diese Funktion ist auflerhalb des Ursprungs differenzierbar gemafl Satz 10.11.
Diese Funktion ist am Ursprung nicht stetig, daher kann sie dort nicht differen-
zierbar sein.
e f(z) = ¢~ . Der Gradient von fist Vf(z) = (;26_2, i%e_ié>, also ist die
2
Richtungsableitung
U1 z1 Vo1 %=1

Dyf(x) = ;26_“”2 + 2 e =2

Also ist f geméf Satz 10.11 auflerhalb des Ursprungs differenzierbar. Da f am
Ursprung nicht stetig ist, kann sie dort nicht differenzierbar sein.

assignment: March 18, 2023 due: March 25, 2023 6/10



D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 5 FS 2024

o f(z) =e"*2sin(z; + x3). Der Gradient von f ist
Vi(x)= <SL’2€$1$2 sin(zy + 3), 11" sin(x; + x3) + 2202 cos(z; + x%)) :
Also ist die Richtungsableitung:
Ouf () = viT0e™ ™2 sin(z, + 3)
+ vy (:z:le““ sin(zy + 23) + 212" cos(z; + x%))
Also ist f geméﬁ Satz 10.11 iiberall differenzierbar.

o f(z)= 2+ . Der Gradient von f ist Vf(z) = (J:?—T—ilx%’ @ﬁ%), also ist die

Richtungsableltung.

2.171’01 2.1’1132'1]2
2?4+ 123 (22 4 23)?

avf(x) =

Also ist f geméf Satz 10.11 aulerhalb des Ursprungs differenzierbar. Da f am
Ursprung nicht stetig ist, kann sie dort nicht differenzierbar sein.

3 .2
o flz) == f:j Der Gradient von f ist Vf(z) = (55”};;22, (9;12 f;%%), also ist die
1 2 1 2

Richtungsableltung.

2r1m9v; (23 — 2123) vy
xi + 13 (% + 23)?

avf(x) =

Also ist f gemafl Satz 10.11 auBerhalb des Ursprungs differenzierbar. Da f am
Ursprung nicht stetig ist, kann sie dort nicht differenzierbar sein.

o z?2 {T2 2 23 -3z 23 . .
o flx) =< e Der Gradient von f ist Vf(z) = (xgjr’%, (;§+x§)§), also ist die

Richtungsableltung.
2r1w9v1 (23 — 371250,

r} + 3 (x3 + 23)?

O, f () =

Also ist f gemafl Satz 10.11 auBerhalb des Ursprungs differenzierbar. Da f am
Ursprung nicht stetig ist, kann sie dort nicht differenzierbar sein.

2. Wir bezeichnen mit (-, -) das Standard-Skalarprodukt von R™.

o |z|: Wir berechnen

n n v; n LV
i=1 i=1

= !x\

|z| ist auBerhalb des Ursprungs differenzierbar. Es ist nicht differenzierbar bei
x = 0, wie man durch Widerspruch sehen kann. Nehmen Sie an, dass es fiir
einige ¢ € R" gilt

lz| = (x,&) + o(|x]) fir || — 0.

Testen wir dies entlang der Linien x = +t¢£ fiir ¢ | 0, so finden wir notwendi-
gerweise £ = 0, also |z| = o(|x]), was unmdglich ist.
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e |z|* Wir berechnen

Olz[* _ 9\ oy _ 0 o
oo = ol = 5 (@ +ad o a)™)
0
= %(x% +ri .+ xi)o‘/g_l%(ﬁ +2i 4.+ 22) = alz|* Xz, v)

Fir o > 1 haben wir

d|z|*
ov

lim
|x]—0

= lim O(jz|*™') =0,

|z|—=0

also geméB Satz 10.11 ist |z|* von der Klasse C'(R"). Im Fall & < 1 haben
wir am Ursprung keine Differenzierbarkeit.

. é—': Mit Leibnitz und der vorherigen Identitat verwenden wir

Ou(x/]zl) = 0 (@) ™" + 20y(Jz| ™) =

Da z/|x| am Ursprung nicht stetig ist, ist es auch nicht differenzierbar.

e g(|x|): Mit der Kettenregel

(z,v)
Oug(|z]) = ¢'(x)0,]z] = g'(|2[) 2]
Ein dhnliches Argument wie bei den ersten beiden oben zeigt, dass g am
Ursprung differenzierbar ist, wenn und nur wenn lim,_,q+ ¢'(¢) = 0.

e 1 -e, als lineare Funktion, stimmt mit ihrer Ableitung iiberein. Uberpriifen wir
es:
dxr-e) 0

= —(x1€1 + 2260+ ... +1pE,) =€ 0.

ov ov

e g(x-e): Mit der Kettenregel:

dg(x - €)

S = @)=Y =g

und es ist von der Klasse C*, da es eine Komposition von C*'-Funktionen ist.

3. Die Abbildungen ax,a” und Tr(z) sind linear, daher ist ihre Ableitung leicht mit
der Definition zu berechnen:

dy(az) = av, 0,(z") = v’ und 9,(Tr(x)) = Tr(v).

Fiir 22 ist es praktisch, Proposition 10.33 zu verwenden (es ist von der Klasse C?,
da die Eintrage von z? Polynome der Eintrige von x sind).

(z+tv)? = (z +tv)(z + tv) = 2° + tov + tvr + 1% = 2 + (zv +vz)t + O(#?), (1)
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und so muss gelten
Dy = 20 + v (was im Allgemeinen nicht 2zv ist!!!).
Ahnlich fiir 23 findet man
0,z = 2%v + zvr + v’

Wenn wir die Spur anwenden, kénnen wir sie mit der Ableitung vertauschen, also
kann man vermuten

0, Tr(2?) = Tr(av + vr) = 2Tr(zv),
man kann es auch priifen, indem man (1) nachverfolgt

Tr((z + tv)?) = Tr(2?) + 2tTr(zv) + 2 Tr(v?) = Tr(z?) + 2tTr(av) + O(#?).

4. Definiere U := {z € R™*" : det(z) # 0} und beachte, dass es offen ist (warum?).
Wir beginnen damit zu beobachten, dass die Funktion ¢: z + x=! glatt (d. h. C*)
von U in sich ist, da die Formel fiir die Eintrdage der inversen Matrix explizit und
algebraisch ist, solange wir in U sind ! Also wissen wir, dass es ein d,¢(x) € R™*"
gibt, sodass

(x+tv) ' =2t +td,u(x) + O?), fiir t — 0.

Wir verwenden erneut die algebraischen Eigenschaften der Inversen:

Lyxn = (7 +t0) x4+ tv) = (z + tv)(x7 +td,u(x) + O(t?))
= Lon + vz~ + tzd,u(z) + O(t%).

Vereinfachen wir, so finden wir
v~ + x0,u(z) = O(t),
also ist die einzige Moglichkeit, dass
vt + 20,(x) = 0,

was schlie3lich zu fuhrt

Opt(z) = —x o™t
Nun kénnen wir 9,(z~?) berechnen. Wir nennen o: U — U die Abbildung z + x?
und so dass 272 = o o «(z). Erinnern Sie sich daran, dass wir gezeigt haben

Owo(y) = yw + wy. Wir wenden die Kettenregel an

Dy(000)() = Dayuw)0 (t(z)) = t(x) - Oyt(x) + Dpt(z) - t(x) = —2 v~ — 2 oz ™2

'Diese Formel ist kompliziert und wir wollen sie nicht direkt verwenden, aber es ist niitzlich zu wissen,
dass sie existiert und dass sie die Form hat

(z7 1) =

also ist sie glatt, solange det(x) # 0, das heifit x € U.

Polynom in den Eintrégen von x
det z

)
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Solution of 5.5: Die Antwort ist (a). Da f bis zu einem Fehler von O(|x|*) gegeben ist,
besteht keine Hoffnung, ein Taylornullpolynom mit einem Grad grofler als 3 zu finden
(zum Beispiel konnte g die Identitét sein). Wenn wir nun die Taylorentwicklung von
(g o f)(z) berechnen, finden wir

(g0 f)(x) = g(z1 + z125 + O(|z["))
= g(0) + ¢/(0) (1 + 2172 + O(|2|*)) + L2 (21 + 2122 + O(|2]*))?
+ L0 (g w4+ O(|J2[1)? + O((21 + z120 + O(|2]H)Y)
= 9(0) + ¢'(0) (w1 + m1m2) + L2 (2] + 2275) + £ %2t + O(Ja|).

Also benétigen wir die Zahlen ¢(0), ¢'(0), ¢”(0), ¢"(0), fur die wir 20 CHF zahlen missen.
Beachten Sie, dass es billiger gewesen wére, wenn wir die andere Annahme gehabt héitten

f(z) = xomy + O(|z|*) filr 2 — 0.

Solution of 5.6: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
@ = 0 ist und dass P Grad N < ¢ hat. Dann muss gelten
| P(rz)|

lim ——— <limsup Mr?™™ = 0 fir alle m < N. (2)
ro-rm 10

Nehmen Sie an, dass P nicht null ist und wéahlen Sie den kiirzesten Multiindex v € N,
fir den a, # 0 gilt, dann haben wir

\P(rz)| > rlv\’ 3 aaxa‘ _ TMH‘ 3 g h1=1 e
aeN” |al=]y] aeN? N>|a|>|v|
> r'”" > aaxa‘ — CrhiHt,
aeN™,|al=||

Da |y| < N ist, folgt aus (2), dass ’ZQGNnM:M aaxo“ = 0. Aber x war beliebig und das
bedeutet, dass alle a, mit |a|] = |y| null sind, was im Widerspruch zur Wahl von ~ steht.
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