D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 8 FS 2024

Problems marked with a (*) are a bit more complex and can be skipped at a first read.

If you don’t have a lot of time focus on the Problems/subquestions marked with (Q).

8.1. BONUS PROBLEM. Sei X C R eine Jordan-null Menge (wie in Definition 13.8).
(a) Zeige streng, dass X x X C R? auch Jordan-null ist.
(b) Zeige streng, dass X x [0,1] C R? auch Jordan-null ist.

8.2. Richtig oder Falsch. (©)
1. Eine beschrankte abzahlbare Menge ist immer Jordan-null.
2. Eine abzahlbare Menge ist immer Lebesgue-null.

3. Sei D C [0,1] eine dichte Menge (d.h., D = [0,1]). Dann ist piou(D) = 1. (ftout
wurde in Definition 13.7 definiert).

4. Seien X,Y C [0, 1] Jordan-messbare Mengen, so dass pu(X) > 1/2 und u(Y) > 1/2.
Dann ist X NY # ().

5. Seien X, Y C [0, 1] so, dass ptout(X) > 1/2 und i (Y) > 1/2. Dann ist X NY # (.

8.3. Dicke Randmenge. Konstruiere eine offene Teilmenge U C R, fiir die der Rand
OU keine Nullmenge ist.

8.4. Multiple Choice. (©) Sei U C R" eine nichtleere, offene Teilmenge, f: U — R™
eine Funktion und N C U eine Jordannullmenge. In welchen der folgenden Félle ist
das Bild f(N) C R™ notwendigerweise eine Nullmenge? Achtung: Nur eine Antwort ist
korrekt!

1. Wenn f gleichméBig stetig ist.

2. Wenn f gleichmafig stetig ist und m > n.

3. Wenn f lokal Lipschitz-stetig ist.

4. Wenn f lokal Lipschitz-stetig ist und m > n.

8.5. Anderung der Variablen und Jacobianer. (©) Fiir jede der folgenden Bereiche
und Variablenénderungen finden Sie den Jacobi-Multiplikator und den entsprechenden
transformierten Bereich. Es ist nicht erforderlich, die Integrale tatséchlich zu berechnen!

1. Ai={(z1,20) ER? 12y > 0,20 < w1, 1 < 22422 < 4} und 2, = rcosf, xo = rsinf.
Verwenden Sie die Formel fiir die Variablendnderung, um die Punkte in der folgenden
Formel zu vervollstédndigen

/x%sin(xg)dzldxgz/ ..drdf
A
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2. B:={(z,y) e R?|1 < zy < 2,2* <y < 22*} und u := zy, v := 2?. Verwenden Sie
die Formel fiir die Variablendnderung, um die Punkte in der folgenden Formel zu

vervollstandigen
/y2e_xydxdy:/ oo dudv
B

3. C:i={(r,y,2) eR¥|1 < 2-2y<20<2<1,-2<3x+y+2<0}und u :=
z2,v =z —2y,w = 3x+y+ 2. Verwenden Sie die Formel fiir die Variablendnderung,
um die Punkte in der folgenden Formel zu vervollstandigen

/a:yz da:dy:/ oo dudvdw.
c

8.6. Die Cantor-Menge. (*) Sei X C [0,1] die Menge aller realen Zahlen, deren
Dezimaldarstellung die Ziffer 8 nicht enthélt.! Zeigen Sie:

1. X ist eine Lebesgue-Nullmenge,

2. X ist iiberabzahlbar,

3. X x X C [0,1]? ist eine Lebesgue-Nullmenge.

4. Zeigen Sie, dass X kompakt ist (die im Fuinotentext getroffene Wahl ist wichtig!).

!Die Dezimaldarstellung ist nicht immer eindeutig. Zum Beispiel ist 0.8 = 0.79999. ... Immer wenn x
mindestens eine Dezimaldarstellung enthélt, die 8 nicht enthélt, entscheiden wir, dass = zu X gehort,
also zum Beispiel 0.32579 € X, 0.32589 € X.
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Hints:

8.2.5 oy kann positiv und grofl auf sehr diinnen Mengen sein...

ny

8.3 Versuchen Sie zu erreichen, dass U sehr kleines "‘Gesamtvolumen"’ hat, aber dennoch

alle rationalen Zahlen in [0, 1] enthalt.
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