D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 9 FS 2024

9.1. BONUS PROBLEM. Berechnen Sie das Volumen des Bereichs B C R?, der von
den Oberflichen 22 + y? + 2% = 8 und 2z = 2 + y? umschlossen ist. Hinweis: Verwenden
Sie Zylinderkoordinaten.

9.2. Multiple Integrals.
1. Sei D =[0,2] x [0,1]. Berechnen Sie

// (x3 + 3x2y + y3) dzxdy.
D

2. Sei D C R? das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (0,7) und (, 7).
Berechnen Sie
// x cos(x +y) dedy.
D

3. Sei D ={(x,y) € R*|z > 1,y > 1,7 +y < 3}. Berechnen Sie
1
L dedy.
//D (z+y)?°

9.3. Fubini Satz. Berechnen Sie die Integrale

N 11
/ / sin(y?) dydz, / / (z +y)* dady,
0 T =1 /]yl

9.4. Gegenbeispiel zu Fubini. Sei f: [0,00)? — R, definiert durch

Berechnen Sie die iterierten Integrale:
/ {/ f(z,y)dz} dy, / {/ f(x,y)dy} da,
0 0 0 0

und zeigen Sie, dass sie verschiedene Werte haben. Erklaren Sie, warum dies dem
Fubini-Satz nicht widerspricht.

9.5. Volumen des Kegels iiber einer Menge. Sei 2 C R" eine beschriankte messbhare
Menge, n > 1. Betrachten Sie den ,Kegel tiber (2

CQ:={(z,t) eR"xR:0<t <1,z e (l-1)Q}.
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Verwenden Sie den Fubini-Satz und die Homogenitat von i, um zu zeigen, dass

1 (€2)
n+1"

fnt1(CS) =
Verwenden Sie dieses Ergebnis, um das n-Volumen des n-Simplexes zu berechnen:
1
pn(Ty,) = un({alel +.o..oFane,:0<a; <la+...+a, < 1}) =7

wobei ey, ..., e, einen ortonormalen Rahmen von R"™ bezeichnet. Hinweis: Zeigen Sie
(TL + 1)Tn+1 — Tn

9.6. Gaufische Integrale. Sei n € N und A € Mat,, ,,(R) eine symmetrische positiv
definite Matrix. Zeigen Sie, dass

n/2
/ e AT} dyp = T ,
n det(A)

Hinweis: Beginnen Sie mit dem Fall, in dem A eine Diagonalmatrix ist, und verwenden
Sie dann den Spektralsatz fiir den allgemeinen Fall. Sie konnen auch verwenden, dass

Jpexp(—a?) dz = /7.

9.7. Schichtkuchenformel. (*) Sei f: R™ — [0, 00) eine stetige Funktion, die identisch
auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet, und sei p > 1. Verwenden Sie den Satz
von Fubini, um die Schichtkuchenformel zu zeigen

/Rf(x)p de = p/ooo P, ({r € R™ : f(x) > t}) dt.

Finden Sie eine ahnliche Formel fiir das Integral von

/R@(f(a:))dx:/ooo o m({r € R () > 1)) dt.

wobei @ € C''(R) eine Funktion ist, sodass ®(0) = 0. Hinweis: f(x) = fof(m) dt.
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