D-MATH Analysis II: Several Variables ETH Ziirich
Federico Franceschini Problem set 9 FS 2024

9.1. BONUS PROBLEM. Berechnen Sie das Volumen des Bereichs B C R?, der von
den Oberflichen 22 + y? + 2% = 8 und 2z = 2 + y? umschlossen ist. Hinweis: Verwenden
Sie Zylinderkoordinaten.

9.2. Multiple Integrals.
1. Sei D =[0,2] x [0,1]. Berechnen Sie

// (x3 + 3x2y + y3) dzxdy.
D

2. Sei D C R? das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (0,7) und (, 7).
Berechnen Sie
// x cos(x +y) dedy.
D

3. Sei D ={(x,y) € R*|z > 1,y > 1,7 +y < 3}. Berechnen Sie
1
L dedy.
//D (z+y)?°

9.3. Fubini Satz. Berechnen Sie die Integrale

N 11
/ / sin(y?) dydz, / / (z +y)* dady,
0 T =1 /]yl

9.4. Gegenbeispiel zu Fubini. Sei f: [0,00)? — R, definiert durch

Berechnen Sie die iterierten Integrale:
/ {/ f(z,y)dz} dy, / {/ f(x,y)dy} da,
0 0 0 0

und zeigen Sie, dass sie verschiedene Werte haben. Erklaren Sie, warum dies dem
Fubini-Satz nicht widerspricht.

9.5. Volumen des Kegels iiber einer Menge. Sei 2 C R" eine beschriankte messbhare
Menge, n > 1. Betrachten Sie den ,Kegel tiber (2

CQ:={(z,t) eR"xR:0<t <1,z e (l-1)Q}.
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Verwenden Sie den Fubini-Satz und die Homogenitat von i, um zu zeigen, dass

1 (€2)
n+1"

fnt1(CS) =
Verwenden Sie dieses Ergebnis, um das n-Volumen des n-Simplexes zu berechnen:
1
pn(Ty,) = un({alel +.o..oFane,:0<a; <la+...+a, < 1}) =7

wobei ey, ..., e, einen ortonormalen Rahmen von R"™ bezeichnet. Hinweis: Zeigen Sie
(TL + 1)Tn+1 — Tn

9.6. Gaufische Integrale. Sei n € N und A € Mat,, ,,(R) eine symmetrische positiv
definite Matrix. Zeigen Sie, dass

n/2
/ e AT} dyp = T ,
n det(A)

Hinweis: Beginnen Sie mit dem Fall, in dem A eine Diagonalmatrix ist, und verwenden
Sie dann den Spektralsatz fiir den allgemeinen Fall. Sie konnen auch verwenden, dass

Jpexp(—a?) dz = /7.

9.7. Schichtkuchenformel. (*) Sei f: R™ — [0, 00) eine stetige Funktion, die identisch
auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet, und sei p > 1. Verwenden Sie den Satz
von Fubini, um die Schichtkuchenformel zu zeigen

/Rf(x)p de = p/ooo P, ({r € R™ : f(x) > t}) dt.

Finden Sie eine ahnliche Formel fiir das Integral von

/R@(f(a:))dx:/ooo o m({r € R () > 1)) dt.

wobei @ € C''(R) eine Funktion ist, sodass ®(0) = 0. Hinweis: f(x) = fof(m) dt.
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9. Solutions
Solution of 9.1: Sei B := {(z,y,2) : z*>+y*+ 2% < 8,22+ y? — 22 < 0}. Wir berechnen

vol(B) :/ dvol
B

Wir verwenden Zylinderkoordinaten. Mit p = 72 (so dass dp = 2rdr), gilt:

1 2 4 1 4
dpdzdg = / / V8 —p— 5P dpdp = 5(8\/_ — N
o Jo

vol(B) = / r drdzdg = /
B 2 {%p<z<\/ﬁ}

Solution of 9.2:

1. Wir verwenden den Satz von Fubini:

2 1
/ (2° + 32%y + ¢*) dvol(z,y) = / / (z° + 32%y + y°) dy d
D o Jo

2

3 1 17
— 3 72 — —= —
—/O<x+2:1:+4>dx 5

2. Wir haben D = {(z,y) € R*|0 < x < m,x < y < 7} und mit dem Satz von Fubini
erhalten wir:

/mcos(m—l—y)dvol(a:,y):/ / xcos(x +y) dy dx
D 0 x
:/ [zsin(z +y),_, dv
0
= —/ x(sinx + sin(2z)) dz
0

™

= [x(cos:c + ;cos(%))

T 1
- / (cosx + = cos(2z)) dx
0 0 2
7r

57

wobei wir Integration durch Teile verwendet haben.

3. Wir haben D = {(z,y) € R?|1 < x < 2,1 <y < 3 — 2z} und mit dem Satz von
Fubini erhalten wir:

1 2 3—x 1
dvolx,y:// ———=dydx
Larptoen=[ [ o
1 [? 1

3—x

= Lm] o

3 betm) e

1+1/31d 1
_ —— — — aQr = —
18 2/, a2 36
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Solution of 9.3: Da das unbestimmte Integral von sin(y?) schwer zu berechnen ist,
verwenden wir den Fubini-Satz, um die Integrale zu vertauschen (ein dhnlicher Trick
wurde in Beispiel 13.42 verwendet)

VT VT VT oy
/ / sin(y?) dydx :/ / sin(y?) dady
o Ja o Jo
Jr

1
= [ wsin?) dy = 5 eostu)i" = 1.
0
Ahnlich:

1,1 1 g [l 9
/ /($+y)2d:vdy://(x+y)2dydx:/ 23 dr ==,
—1JJyl 0 J-a 3 Jo 3
Solution of 9.4: Wir berechnen

) (o9 o0 [e9) Y
/ / f(z,y) dedy = / (/ e’ " dx —i—/ —etY dx) dy =
o Jo 0 y 0
:/ (1—1—1—6’9) dy:/ e Vdy=1
0 0

/ (/ e " dx +/ —e"Y dy) dr =

0 0 x

/ (1—6_9”—1) dmz/ —e T dr=-1
0 0

Solution of 9.5: Da Q C [-C, C]™ ist, ist auch C2 beschrénkt:

und

/ ) / " f(ay) dyda

(,t) e CQ = 0<t<1l,ze[-CC"

Wir schreiben unsere Menge mithilfe von Indikatorfunktionen und versuchen, sie als
Produkt zu schreiben

lea(r,t) = 1py(t) - La—nalr) = Loy(t) - La(z/(1 — 1)),

wir verwenden diese Faktorisierung, um den Fubini-Satz und die Variablentransformation
x = (1 — t)y anzuwenden,

L1 (C0) = /R | Aeadadt = /R { / "1[071](75)-1Q(x/(1—t))dx}dt

Z/Rl[o,u(t)(l -0 /n Lo(y)dy }dt

) /0 (1 — t)"dt = 1, () /O s — )

n+1"
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Klarerweise ist 77 = [0,1] C R und p;(77) = 1. Wir behaupten, dass

Tn+1 = CTTH
woraus die Formel rekursiv folgt:
pn(Tn) _ pn(CTo1)  pna(Tooa) pa (Th)
st (Ts1) = finss (CT) n+1 n+1 (n+1)n (n+1)!

Wir tberprifen die Behauptung: Seien 0 < a; < 1 firi = 1,...,n 4+ 1 und z =
aie; + ...+ api1€n41, dann gilt

a+...+a
T €T < a1+...+ap <1 &= T <
1_an+1
a a
— 1t . " e T,
I —ants I —ant

<~ (mer+ ... +apey, anqq) € CT,, <= z € CT,.

Solution of 9.6: GeméifB dem Spektralsatz konnen wir A als A = KDK ™! fiir eine
orthogonale Matrix K € O,(R) und eine Diagonalmatrix schreiben als

A1
D= € Mat,, o (R)
An

mit \; > 0 fir 1 < ¢ < n. Aufgrund von K' = K~! und |det(K)| = 1 folgt aus der
Substitutionsregel

/ =428 dyol () — / e~ (PET12. K74 quol (7) = / e~ Prhdvol(z), (1)

vorausgesetzt, einer dieser unbestimmten Integrale existiert. Sei (B,,), die Erschopfung
von R", die aus den abgeschlossenen Wiirfeln B, = [—m,m]" C R™ besteht. Dann ist
r — e~ P Riemann-integrierbar als stetige Funktion iiber jeden der Mengen B,,, und
nach dem Satz von Fubini haben wir

/ €7<Dx,x>dvol(x) _ / ef)‘lx%*"‘*)‘"l%dVOl(l'l, . ’xn) = H e*AiCIZde, (2)
N . i=1J —m

Durch die Substitution v = /A\;z finden wir fiir die letzteren Integrale unter Berticksichti-
gung von Beispiel 13.69

m 1 \/Yzm
lim e T dy = lim e~ dy = VT

m=oo ) m \//\_z Mo am \/x
Da [T, A; = det(D) = det(A), folgt aus (2), dass

n/2
lim e~ Pr®) dvol (z) = Sl—
™70 ) B, det(A)
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Satz 13.74 besagt nun, dass z +— e (P»% {iber R unbestimmt integrierbar ist, und

zusammen mit (1) folgern wir das gewtinschte Ergebnis

m— 00
Bm

/ 67<AI’I>dVOl(l’) :/ ei<Dx’I>dV01<.Z'> = lim 67<DI’I>dVOl<.’E)

7.(.n/2

det(A)

Solution of 9.7: Wir beweisen direkt den allgemeinen Fall, beachten dass:

f(@)
O(f(x)) :/0 (1) dt :/le,f(x)](t)@’(t) dt, fir alle z € R™.

Wir integrieren diese Identitét iber R™ und verwenden Fubini, um dazu den Definitions-
bereich umzustellen und festzustellen, dass

Lio,7(2))(t) = Lj0,00) (1) * Lo,00) (f (%) =) = Li0,00) (1) * Lit,00) (f (7))

[0

und erhalten

én Lio.5a) (D' (¢) dt } d
/Rn / 10 00) (1) * Lip0) ((2)) @' (1) dt } da
//1[000 o) (f (2)) P (t) dar } dlt
- / (0] / Loy (f ()} dt

- [ v Ounlis@ = e

Die erste Formel folgt durch Setzen von ®(t) := 7.
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